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ARCH. MATH. 2, SCRIPTA FAC SCI. NAT. UJEP BRUNENSIS 
XIV: 61---74, 1978 

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА УСРЕДНЕНИЯ 
К ОДНОЙ ДВУХТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ 

ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Д . Д. Б А Й Н О В , С Д. М И Л У Ш Е В А 

(Поступило в редакцию 20го мая 1977г) 

Метод усреднения возник первоначально в небесной механике. Основный 
прием этого метода заключается в том, что правые части сложных дифферен­
циальных уравнений, описывающие колебания или вращение заменялись 
сглаженными, усредненными функциями, не содержащими явно времени X 
и быстро изменяющихся параметров системы. Получающиеся в результате 
усредненные уравнения либо точно интегрировались, либо в какой — то мере 
упрощались, что позволило получить важные выводы относительно изучае­
мого движения как качественного, так и количественного характера. 

Математические основы метода усреднения были положены в работах 
Н. Н. Крылова [1], [2], Н. Н. Боголюбова [3], Ю. А. Митропольского [4], [5], 
[6], В. М. Волосова [7], [8] и А. Н. Филатова [9]. 

Научные исследования многих ученых посвященные расширению воз­
можностей метода и распространению его на новые классы важных задач. 
В настоящей работе обоснован метод усреднения для решения двухточечной 
краевой задачи для одного класса нелинейных интегро-дифференциальных 
уравнений. 

Надо отметить, что метод усреднения для решения двухточечной краевой 
задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений был впервые обосно­
ван в [10], [И]. 

Пусть для системы 

У«) 

X = ВХ((, X, У, 2, | <р±(1, 8, Л'(5), у($), 2(8)) &$), 
О 

У(1) 

(1) У = *У(Г, х, у, 2, \ <р2(г, 5, х(5), у($), 2(8)) й$)9 

о 
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У(П 
2 = 2(1, х, у, г, | (ръ(1,5, х( 5), у(з), 2(5)) из), 

о 

где х, ХеКп, у, УеКг, г, 2 е К т , (рке Крк, (к = 1,3), е > 0 — малый параметр, 
задано краевое условие 

x(0) = x°, j (0) = y°, R[X, Z(0), z(T)] = 0, 

XeAeRm, ReRm, T = Le~l, L= const > 0. 

Наряду с системой (1) рассмотрим вырожденную по отношению к ней 
систему 

X = СОП81, у = СОП51, 

(3) 
2 = Ъ(\, X, У, 2, \ (ръ(\, 5, X, у, 2(5)) (15) 

О 

с краевым условием 

(4) К[А,2(0),2(Г)]=0. 

Предположим, что решение краевой задачи (3), (4) известно и имеет вид 

(5) 2 = ф((, X, у, А, Г), X = СОП81, у = СОП81. 

Вычислим интегралы 

J Фi(t, s, x, y, ф(s, x, y, X, T)) ds = (pi(t, x, y, X, T). 

(Здесь и всюду дальше 1 = 1, 2). 
Тогда, если вдоль интегральных кривых 2 = ф(1, х, у, X, Т) краевой задачи 

(3), (4), где А рассматривается как векторный параметр, существуют незави­
сящие от А средние значения 

1 т 

(6) Цщ — | Х((, х, у, ф(1, х, у, X, Т), ц>х(1, х, у, X, Т)) й! = Х(х, у), 
Т-оо 1 О 

1 т ~ 
(7) Н т •=• | У(Г, х, у, ф((, х, у, X, Т), ср2(1, х, у, X, Т)) й( = У(х, у), 

Т-юо 1 О 

то усредненной системой первого приближения для медленных переменных 
х ( 0 и у(1) краевой задачи (1), (2) назовем систему 

(8) ^гЩ,ц), ц-гПЬч) 

с начальным условием 

(9) ^(0) = х\ ц(0) = / . 

Отметим, что если х = (х ( 1 ),..., х(л)) и А = (#*Д*> т о п о определению 

62 



í k 
- П ł 

* = 1 ^ = 1 I = 1 

Докажем теорему о близости компонентов х({) и у(() решения {х(0, Я0> г (0} 
краевой задачи (1), (2) и решения задачи Коши (8), (9). 

Теорема 1. Пусть: 
1. Функции Х(1, х9 у9 2, и±) и У(19 х9 у9 г, и2) определены и непрерывны для 

всех I е А = [0, со), (х9 у9 г9 иг 9и2)е^ = ^(x9 у9 29 и1, и2) = ^(x) х ^(у) х ^(2) х 
х П(иг) х ^(и2), где ^(x), ^(у)9 ^(2) — некоторые открытые области пространств 
Кп9 К± к Кт соответственно, а ^(и^) = Кр1. 

Функции <р((19 з9 х,у9 г) определены и непрерывны для всех 1еА9 зеА и 
(х9 у91) е ^(x9 у9 2). 

2. В соответствующих проекциях области ^(^9 89 х9 у9 х9и19и2) = А х А х .О 
выполняются неравенства 

|| Х(и х9 у9 29 щ) \\йМ19 || У(19 х9 у, х9 и2) || = М 2 , 

|| Х(г9 х9 у9 29 щ) - Х(19 х'9 у'9 2'9 и[) || = 1Х \\х - х' || + /хх || у - / || + 

+ в ц ( 0 И * ~ *' II + У1 II "1 - «1 II» 

|| У(1, х, у9 2, и2) - У((9 х'9 у'9 2'9 и2) \\й*2\\х- * ' II + »г II У ~ У II + 

+ <912(/) || г - г' || + у2 || и2 - м2 ||, 

_õ_ 
дz 

_õ_ 

X(t9x9y929ut) 

X(t9x9y9z9ut) 

ѓ 2l(t), 

šo3 1( t) , 

ðz 

д 

дu 

Y(í, x, >>, z, м2) 

- У(í, x, y, z, м2) 

^ ©22(0, 

û 32(í), 

9>І( Í , s, x , y, z) j| ^ ЛГ,., -^-<pť(t,s,x,>>,z) ^ i O . - ) £ - * . , 

II < (̂Г, 5, Х9 у, 2) - ф;(*, 89 Х'9 у'9 2') || й 011, 8) (|| * - х' || + || у - / || + 

+ II * - 2' II), 

где Л(> М,, V,., М{9 N^9 Вх — положительные постоянные, а функции Фи(0> ©з»(0 
и а{(и •?) удовлетворяют условиям 

1 * 
~Г | ^1»(Т) ^ т ~"* 0 П Р И * ~* °°> 
' о 
г 

| <931(т) (1т ^ I), = соп81, с2 = || у° || + Ь М 2 , с = т а х (с 2 , Ъ2), 
о 

1 ' с 

— | ёт | (7,(1, 5) (Ь -> 0 При * -* СО. 
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3. Через каждую точку области ^(^, х, у, г) проходит единственная интеграль­
ная кривая краевой задачи (3), (4), соответствующая некоторому значению 
параметра X причем: 

а) Эта кривая определена для всех г е Л и при этих значениях I целиком лежит 
внутри области ^(2). 

б) Решение г = ф((, х, у, X, Т) краевой задачи (3), (4) и --г=- ф((, х, у, Х,Т) — 

непрерывные по совокупности всех своих переменных функции, удовлетво­
ряющие в области {&(.>, х,у) х Л, Т ^ 0} неравенствам 

ý(t,x,y,X,T)\\šK, — ф(t, x, y, X, T) й 9(t, T), 

где К — положительная постоянная. 
4. Для функции 021({), 0Ъ1((), д((г, з) к§(1, Т) в области {I ^ 0, з ^ 0, Г ^0} 

выполняются условия 
|| §((, Т)\\йКх= соп51, 

1 ' т 

— ^ ск ^ 021(8) д(з, т) ё5 -» 0 при X -> 00, 
* 0 0 

л X х с2 

-~\&т\&1\ <93.(0 д{(1, $) д($9 т) с!5 -> 0 при I -» со. 
* О о о 

5. Система (1) имеет единственное, ограниченное и непрерывное решение 
{*(/), У(0, *(0} (II *(0 \\йЬ19 || у(() \\йЬ29 || 2(0 || ^ ЪЪ9 Ьк -= соп81, к = й ) 
определено для всех ^ О и удовлетворяющее условиям 

(Ю) х(0) = х°, у(0) = у°, ЩХ, 2(0), г(Т)] = 0. 

(в (10) под X подразумевается некоторое фиксированное значение параметра Я 
из области Л). 

6. Для всех (х, у, X) е ^(x, у) х Л существуют независящие от параметра X 
пределы (6) и (7), причем предельные переходы в (6) и (7) происходят равно­
мерно относительно совокупности (х, у, X) е ^(x, у) х Л. 

7. Существует единственное решение {%(1)9 *|(0} задачи Коши (8), (9), которое 
определено и непрерывно для всех Г ^ О и лежит в области ^(x, у) вместе с не­
которой ^ — окрестностью (0 < # = сот!). 

Тогда, если {х(1), у(1), г(1)} — решение краевой задачи (1), (2), а {%((), ц(1)} — 
решение задачи Коши (8), (9), то для любых со > 0 и Ь > 0 можно указать та­
кое в° > 0, что при 0 < в ^ е° на отрезке 0 ^ I ^ Ьв~~1 будет выполняться не­
равенство || х(() - <.:(*) || + || у(1) - ф) || < со. 

Доказательство. Введем функции 
I 

Ух(1,х,у)= | Ла(х-х',у-у'){1{Х(х,х',у',ф(х,х',у',к,1), 
0(х,у) 0 
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£ .(T, x', y', X, i)) - X(x', y')] dx} dx' dy', 

V2(t,x,y)*= J áa(x-x',y-y'){\{Y(x,x',y',x(,(x,x',ý,X,t), 

£2(T, „', / , A, /)) - 7(x', y')] dx} dx' dy', 

rдe 

Лв(*> y) = ̂  
(.- 1 "';" 1 ') ' ^i,i'+i, i> s^ 

npH| |x | | 2 + | | y i | 2 > a >

2 

Än + 

J Aa(x,y)dxdy= 1. 

В силу условий теоремы существуют такие монотонно убывающие функции 
а*(0 (а»(0 -* 0 при г -> со), что для всех (х, у) е _2(х,у) выполняются неравен­
ства 

1 \ 
— \ [K(т, x, y9 \j/(x, x, .v, A, 0, ç>i(t, x, j>, A, 0) ~ Җx, y)] dт 

* n 

i i 
- J [7(T, x, y, ^(T, x, y, A, i)- 92(t, x, y, A, í)) - F(x, y)] dT 1 o 

= «i(0. 

_ «2(0-

Следовательно для всех точек (х, у), а — окрестность которых принадлежит 
области ^(x, у) при г _ 0 выполняются неравенства 

(И) II У&,х, >>)||_ й-ХО, 

(12) 

(13) 

гдe 

ðx 

ðKtO, x, >>) 
^ 

_ IJФ), 

_ Iat«i(0. 

/ r II 5Afl(x, 
/fl==max( J — ^ T 

y) dx dj>, J 
Ä n + l 

дAa(x, y) 
дy 

dxdy 
• ) • 

Рассмотрим выражения 

«ЭГ^х,,-) 
P,(í,x,>-) = 

õt 
X(t, x, y, ìl/(t, x, y, X, t), £.(í, x, y, X, 0) + Җx, y), 

Р2(1, х, у) = ак-(^*»У) _ у(,э х > у> ^ Хг Уг я, {), ф2(<, х, у, А, 0) + Т(х, у). 

Для всех точек (х, у), а — окрестность которых принадлежит области 0(х, у), 
при I _ 0 получаем 

II Л(/, х, у) II _ [2(Л, + ц{ + у,*,) + ~М>.*1] а + ЖвЖ) + 
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у I т у 

+ 2У,(К 4- а) | о{1, $) (Ь 4- 2У1(К 4- а) Ит — | ё* | сгХ*, 5) ё5 4-
0 Т-*оо 1 0 О 

. * У 

+ | 02|<О <?(*, О йт 4- | <93;(т) <*т | Ф, 5) <?(*, 0 <Ь. 
о о о 

Положим л(0 = {(0 + еТ^/, {(0, |?(0), 

ЯО = ч(0 + в^«0,ч(0). 
Так как {{(0? *?(0} при -* = 0 принадлежит области 0(х, у) вместе со своей ^ — 

окрестностью, то при а < ^ для функций У((г, %, ц) на отрезке 0 _ I ^ Ье~г 

имеет место соотношение 

|| е У&, Щ), ц(1)) || = еГа^) = 8ир та^те"1) -• 0 при г -» 0. 

Отсюда видно, что если е достаточно мало, то 

(15) II х(1) - {(О II + II у(0 - 4(0 II < у т ш & со). 

Следовательно на отрезке 0 <| г = Х^"1 кривая {*(0> 5>(0} принадлежит облас­
ти „(х, у) вместе в некоторой ^x — окрестностью (0 < @х < #) и || х(() || _ Л19 

11Я011 _^2,^==СОП81. 
Рассмотрим функции 

их ~ ? ( 0 

61(0 = -д- ~ €-*(*, х,Я -г, | «РхО, 5, *(0-ЯО, 2(5)) ё5), 
( 1 6 ) а ? . *«> 

бг(0 = -Т7~ еУ{*> *>У> 2> I Ф2& 5, Х(5),у(5), 2(5)) (1$), 
О* О 

где х = *(0, ^ = К0> а 2 = 2(0 — функция входящая в решение краевой за­
дачи (1), (2). 

Принимая во внимание (11)-(14) находим, что при е < ^с^ 1 , 

1 || е4(0 II й в || Р & {, ^) || 4- 62[Л;М0 + Л М 0 1 + 

4- е(Х 4- Ь3) вц(0 + *Ы 2^1 + 2с2 4- у т ш (е, ш) 4- К + Ь3 ) ] °&> 0 <~ + 

+ е2У|1\Г4/а2(0 4- в 2 ^ ' 4- М2)\ЛЪ&\ сх = || х° || + ^Л/1. 

Из условый теоремы следует, что на отрезке 0 = г _ ^8~1 кривая {.х(0, Я0}> 
где д:(0, Х0 — компоненты решения {х(1), у(1), 2(0} краевой задачи (1), (2), не 
локидает облгасти ^(x9 у). Тогда на этом отрезке из (1) и (16) имеем 

: А Ц.х — ^ Ц ^.еХг Ц х - х || + «О*! + У ^ О || у - 5? И + 
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»1 

(17а) + еу.(Ь. + Ь2 + с11 + А2) \ аь({, з) й$ + || 61(0 II. 
о 

--у II У ~ У II й еЯ2 || х - х || + е(ц2 + У2Ы2) || у - у || + 

* 2 

(176) + 8У2(Ь. + Ь2 + с1у + А2) | «г2(г, я) с.5 + || С2(0 ||. 
о 

Суммируя (17а) и (176) получаем 

-^(11 х - х || + || у - у\) ^ ес0(|| х - х || + || у - у ||) + 

(18) + г \ &0&, з) + 22а2(1,5)] (15 + || 6,(0 II + || б 2(0 II. 
О 

где 

са = тах (Я! + Я2, ^ + /*2 + УХЫХ + У2ЛГ2), 

?> = (*! + *2 + <*1 + < У ^ . 

Из (18) ввиду ТОГО, ЧТО Х(0) = х(0) и >>(0) = ^(0) следует 

* Ьг 

\х-х\ + \у-у\^\{*\ \схах(х, 5) + с2<г2(т, 5)] с*5 + 
о о 

(19) + || С-Хт) || + || Са(т) || } ехр {вс0(/ - т)} их. 

Дальше доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 
1 из [12]. 

Пусть вдоль интегральных кривых г = ф(г, х, у, Я, Т) краевой задачи (3), (4), 
где Я рассматривается как векторный параметр, существуют независящие от Я 
средние значения 

1 т 

(20) Нт -=7 ^ Х(и х, у, ф(1, х, у, Я, Т), их) &1 = Х(х, у, их), 
Т - ю о - О 

1 т _ 
(21) Нт — ^ срх(1,5, х, у, ф(з, х, у, Я, Г)) ё5 = (рх(1, х, у), 

Г-юо I О 

1 т 

(22) Нт — \ У(I, х, у, ф(1, х, у, Я, Г), и2) И = У(х, у, и2), 
Т-+ао 1 О 

1 г 

(23) Ит — { (р2(1,5, х, у, (̂$> х, у, Я, Г)) ё$ = ср2((, х, у). 
Т-*оо 1 О 

Тогда усредненной системой первого приближения для медленных пере­
менных х(Г) и у(1) краевой задачи (1), (2) назовем систему 

_ -1(0 

(24) { = вХ({9 ц, / Фх(Г, « 5), Ч(5)) <Ь) 
о 
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(24) 
ч(0 

-» вУ(í, ч, J ç»2(í,«s), f?(s))ds) 

с начальным условием 

(25) «0) = *°, ч(0) = У 

Теорема 2. Пусть: 
1. Выполнены условия 1, 3 и 5 теоремы 1. 
2. В соответствующих проекциях области 0(1, з, х, у, г, и1, и2) = Л х Л х Я 

выполняются неравенства 

|| Х((, х, у, х, и.) || = М,, || У(/, х, у, г, и2) \\ = М2, 

|| Х(1,х, у, г, щ) - Х((, х', у', г', и\) || = Я. || х - х' \\+ цг\\у- у' || + 

+ 0 И ( О II г - 2 ' | | + у. | |и . - и ; ||, 

|| У(/, х, у, г, и2) - У(/, х', у', г', и'2) || ^ Я2 || дс - х' || + ц2 || у - у || + 

+ 6>12(0 || 2 - 2' || + V, || и2 - и2 ||, 

дz 
X(t,x,y, z,u,) ѓ 2l(t), 

ôz 
Y(t,x,y,z,u2)\\ = 022(t), 

Ъ<р&,з,х,у,г)!\ йN^, 

Ц <р{((, 5, Х,у, 2) - <р&, 5, X', у', 2) || ^ (7,.(/, ^) (II Х-Х'\\ + \\У -у' ||), 

где Я(, ц1г V,, М,-, ДО( — положительные постоянные, а функции @1,(0 и а;(**, 5) 
удовлетворяют условиям 

l }o 1 ( (ť)d w O 
1 o 

1 ', 

пpи ř -> oo, 

— $ ёт $ (Х̂ Т, 5) С.5 -* 0 при г -> со, 
* О 0 

2̂ = II 7° II + ^м2 > с = тах (й2, с2). 

3. Для функций Э21(1) и #(Г, Г) в области {г ^ О, Г ^ 0} выполнено условие 

1 ' * 
5 ЙТ ^ ®2,-(5) #(5, Т) С.5 -• 0 ПрИ X -• 00. 

* о о 

4. Для всех (Г, х,у, их,и2,Х)е 0(*>, х, >>, их,и2) х Л существуют независящие 
° т параметра Я пределы (20)—(23), причем предельные переходы в (20) —(23) 
пРоисходят равномерно относительно совокупности (I, х, у, их, иг, Я)е 
е®(1,х9у,их,и2) х Л. 

я 
Функции Ж(х, у, их), 7(х, у, и2), <р&, х, у), --г- ср^, х, у) определены и непре-

68 



рывны в области ^(^, 8, х, у, г, и1, и2) и удовлетворяют в этой области условиям 

|| (рь(г, X, V) - (р&, 8, X, у, 1) || ^ Ф(((, 5), 

1 » с2 

— | дт | Ф|(Т, 5) ё5 -• 0 при I -• 00, 
* О о 

я II 

-^-Ф.О,*,.У) !^я,(о, 
1 ' 

— | тЯ,(т) их -+ 0 при * ~* оо. 
* о 

5. Существует единственное решени {<!;(*>), >|(0} задачи Коши (24), (25), кото­
рое определено и непрерывно для всех I = 0 и при этих значениях г лежит 
в области ^(x, у) вместе с некоторой ̂  — окрестностью (0 < ^ = сощ*). 

Тогда, если {х(1), у(г), 2(г)} — решение краевой задачи (1), (2), а {%((), *?(0} — 
решение задачи Коши (24), (25), то для любых со > 0 и Ь > О, можно указать 
такое 6° > 0, что при 0 < в <: е° на отрезке 0 ^ Г ^ Ь е - 1 выполнялось нера­
венство || *(0 - {(0 || + || у(() - ф) || < СО. 

Пусть вдоль интегральных кривых г = ф((, х, у, X, Т) краевой задачи (3), 
(4), где X рассматривается как векторный параметр, существуют независящие 
от X средние значения 

1 т 

Нт — | Х(1, х, у, ф((, х, у, X, Т), их) йг = Х(х, у, иг), 
Т-+оо 1 О 

(26) 

1 т 

(27) Пт — | срх(1, Б, х, у, ф(8, х, у, X, Г)) &1 = срх(8, х, у), 
Т-+оо 1 О 

1 г 

(28) Нт — | У((, х, у, ф(1, х, у, X, Т), и2) &1 = У(х, у, и2), 
Г - о о 1 О 

1 т 

(29) Нт — ] <р2((, 8, х, у, ф($, х, у, X, Т)) ё* = <р2($, х, у). 
Т-юо 1 О 

Тогда усредненной системой первого приближения для медленных перемен­
ных х(г) и у(1) краевой задачи (1), (2) назовем систему 

— *(г) __ 
{ = вХ($,Ц, | (рг(5,^),ц(8))й5) 

(30) 

Ц = ВУ(€, Ц, | (р2(8, С(5), Ц(8)) <Ь) 
О 

с начальным условием 

(31) ^(0) = х\ /?(0) = / . 

Теорема 3. Пусть: 
1. Выполнены условия 1, 2 и 3 теоремы 2. 
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2. Для всех (.?, х, у, их, и2, X) е ^(8, х, у, их ,и2)хЛ существуют независящие 
от параметра X пределы (26)-(29), причем предельные переходы в (26)-(29) 
происходят равномерно относительно совокупности (у, х, у, их, и2, X) е 
е &(.?, х, у, иг, и2) х Л. 

Функции Х(х, у\ их), Т(х, у, и2), (р{(8, х, у) определены и непрерывны в области 
^(^, 8, х, у, 2, их, и2) и удовлетворяют в этой области условиям 

II <Р&, х, у,) - ср(({, 8, х, у, г) || й Ф& -О, 

1 * °2 

— ]* ёт / Ф((х, 8) (1$ -* 0 при г -• со. 
* о о 

3. Существует единственное решение {{(0, ч(0} задачи Коши (30), (31), ко­
торое определено и непрерывно для всех / ^ О и при этих значениях ( лежит 
в области 0(х, у) вместе с некоторой д — окрестностью (0 < д = сош(). 

Тогда если {х(0> ХО» *(0} — решение краевой задачи (1), (2), а {{(1), *](()} — 
решение задачи Коши (30), (31), то для любых со > 0 и ^ > 0 можно указать 
такое е° > 0, что при 0 < е ^ е°, на отрезке 0 _" I ^ ^е~"1 будет выполняться 
неравенство || х(1) - 1,(1) || + || ХО — ч(0 II < 0)-

Теоремы 2 и 3 доказываются аналогично теоремы 1. 
Рассмотрим систему 

X = еХ(1, X, у, 2, ^ (рх((, 8, Х(з), у(8), 2(5)) сЬ) 
о 

(32) у = У(1, X, у, 2, ^ (р2(1, 8, Х(5), у(8), 2(8)) Аз) 
О 

У(1) 

2 = 2(1, X, у, 2, ) фз0> 5, Х(5), X*)» Ф)) &&)> 
О 

где х, Хе Кп, у, Уе Кх,2, 2 е Я т , <рк е Крк, к = 1,3, а е > 0 — малый параметр. 
Пусть для системы (32) задано краевое условие 

ХО) = х°, К[Х, у(0), 2(0), у(Т), 2(Т)] = О, 
(33) 

А е Л с Я о т + 1 , КеКт+1, Т=^е1, ^ = с о п 5 ^ > 0 . 
Наряду с системой (1) рассмотрим вырожденную по отношению к ней 

систему 
х = СОП81 

У(0 
(34) у = У(1, х, у, 2, \ ср2((, з, х, у(з), г(8)) из) 

О 

2 = 2(1, X, У, 2, ^ (ръ(1, 8, X, у(8), 2(8)) СЬ) 
О 

с краевым условием 
(35) К[Х,у(0),2(0),у(Т),2(Т)] = 0. 
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Предположим, что решение краевой задачи (34), (35) известно и имеет вид 

(36) X = СОП81, у = <р((, х, к,Т)у 2 = ф(Г, х, Я, Г) 

и что можно вычислить интеграл 

<р(1,Х,Х,Т) ^ 

| (рг(1,8, х, (р($, х, Я, Т), ф($, х, Я, Т)) &$ = ср^, х, Я, Т). 
о 

Тогда если вдоль интегральных кривых {у = ср((, х, Я, Т), г = ф((, х, Я, Г)} 
краевой задачи (34), (35), где Я рассматривается как векторный параметр, 
существует независящее от Я среднее значение 

1 т -
(37) 11ш — | * ( * , х, р(*, х, Я, Г), ДО, х, Я, Г), ^ ( г , х, Я, Г)) й1 = ВД, 

Г-юо 1 О 

то усредненной системой первого приближения для медленных переменных 

х(<>) системы (32), (33) назовем систему 

(38) { = еЯЮ 

с начальным условием 

(39) «0) = х°. 

Теорема 4. Пусть: 

1. Функция Х((,х,у,2,и) определена и непрерывна для всех *е А = [0, со) 

и (х,у, г,и)еа = ^(x,у,г,и) = ^(x) х ^(у) х ^(2) х ^(и), где о(х), ^(у)^ ^(2) -
некоторые открытые области пространств Кп, К*, Кт соответственно, а ^(и) = 

= «,!. 
Функция ^1(7, .у, х, д>, г) определена и непрерывна для всех г е А, 8 е А, 

(х, у, 2) е ^(x, у, 2). 
2. В соответствующих проекциях области ^(^, з,х,у,2,и) = А х А х ^ 

выполняются неравенства 

|| Х(и х, у, 2, и) || = М, || Х((, х, у, 2, и) - Х(1, х', / , г\ и') \\ ^ 

^ Я || х - х' || + в х ( 0 || у - / || + в2(0 || 2 - *' || + V || и - и' ||, 

•j~X(t,x,y,z,u) 

8 
-jju-X(t,x,y,z,u) 

ѓ 3(t), õz 
X(t,x,y,z,iï) й o4(í), 

ś 5(t), || Ví(t, s, x, y, z) || ^ ć(í, s) g ІV, 

<py(t, s, x, y,z) - <pl(t, s, x', y', z') || ^ a(t, s)(\\x-x'\\ + \\y-y' II + || z - z' ||) 

дУ 
<Pi(t,s,x,y,z) 

õz 
Фi(t, s, x, y, z) ś *,(í, s), ^ ^ С , 5), 

где М, X, V, N - положительные постоянные, а функции ©,(/) удовлетворяют 
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условиям 

i ; 
— J І(X) dт -»0 пpи t -» oo. 
t o 

3. Через каждую точку области ^((, х, у, г) проходит единственная интеграль­
ная кривая краевой задачи (34), (35), соответствующая некоторому значению 
параметра X, причем: 

а) Эта кривая определена для всех I е Л и при этих значениях I целиком лежит 
внутри области ^(у, г). 

б) Решение {у = <р^, х, Я, Г), г = ф((, х, X, Т)} краевой задачи (34), (35) 

и функции --— <р((, х, X, Т), —-г ф((, х, Х,Т) — непрерывные по совокупности 
дТ оТ 

всех своих переменных и удовлетворяют в области №(1, х) х Л, Т = 0} нера­

венствам 

О = <?{*> х,Х,Т)й К, || ф(1, х, Х,Т)\\йКи 

ÕT 
<p(t, x, X, T) ѓ ø(t, T), ÔT 

\j/(t, x, X, T) š Kt, T). 

4. Краевая задача (32), (33) имеет единственное ограниченное и непрерывное 
решение {х(1), у(1), 2(1)} определено для всех I = 0 и удовлетворяющее условиям 

(40) х(0) = х°, К[Х, у(0), 1(0), у(Т), 1(Т)] = О, 

|| х(1) \\йЪХ9 || у(1) \\йЬ2, || 2(0 || й Ъ3, Ьг = сопз!, I = й . 

(в (40) под X подразумевается некоторое фиксированное значение параметра X 
из области Л). 

5. Для функций вЛО (I = 33), а((, з), 5(1, з), 5Х(1, *), д2((, $), §(19 Т) и Н((, Т) 
в области {г §: 0, 5 = 0, Т 2> 0} выполняются условия 

t c 

J dT J a(x, s) ds -> 0 
o o 

JdTj<5(T,s)ds->0 

пpи t -> 00, 

пpи t -» 00, 

•̂ - J dт J І(S) g(s9 т) ds -* 0 (/ = д ) пpи t -> oo, 

пpи t -* oo, 

o o 
l т 

o o o 

гдe c = max (K, b2). 

o o 

JdTj0 4 ( s )h ( s ,T)ds->O 
o o 
t t K 

J dT J ál J 0s(l) St(l9 s) g(s, T) ds ~-> 0 npn t -> oo, 
o o o 
t t K 

J dT J ál J 05(l) ó2(l9 s) h(s9 T) ds -» 0 npH t - • oo, 
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6. Для всех (*, к) € ̂ (x) х Л существует независящий от параметра X предел 
(37), причем предельный переход в (37) происходит равномерно относительно 
совокупности (х, X) е ^(x) х Л. 

1. Сущестует единственное решение (̂г) задачи Коши (38), (39), которое 
определено и непрерывно для всех Г ^ О и лежит в области ^(x) вместе с не­
которой ^ — окрестностью (0 < # = сошг). 

Тогда, если {*(0> Х0> 2(0} — решение краевой задачи (32), (33), а ^(0 — 
решение задачи Коши (38), (39), то для любых со > 0 и I > 0, можно ука­
зать такое е° > 0,что при 0 < е <̂  е° на отрезке 0 ^ ( ^ ^е'~^ выполнялось не­
равенство || х(() — %(() || < со. 

Доказательство теоремы 4 проводится аналогично доказательству теоремы 
1 при помощи функции 

V(^, х) = 

П(x) 

гдe 

j Aa(x - x') {} [X(r, x\ cp(x, x\ A, t), ^(T, X', k, t)9 ^ ( r , x, X, i)) - X(x')~] áx) dx\ 

Лa(x) 
пpи || x || й a 

пpи || x || > a, 

J j в (x)d jc=l . 
Rn 
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