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ARCH. MATH. 2, SCRIPTA FAC. SCI. NAJ. UJEP BRUNBNSIS 
XV: 67—80, 1979 

ОБ ОДНОМ ПРИМЕНЕНИИ ЧИСЛЕННО-
АНАЛИТИЧЕСКОГО МЕТОДА 

А. М. САМОИЛЕНКО ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИСТЕМ ИНТЕГРО-
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Д. Д. БЛИНОВ, Г. X. САРАФОВА 

(Поступило в редакцию 1-го августа 1977) 

В настоящей работе изучается вопрос существования и отыскания периоди­
ческих решений систем интегро-дифференциальных уравнений вида 

их * 
—г = Лх + Р((, х, у, { <р(г, 5, х(5), у(з)) из), 
ш о 

л7
 = 0{1>х» У> \ 4>(и 5, х(5), у($)) Аз), где Я — действительное число, 

численно-аналитическим методом А. М, Самойленко [1]—[5]. 
Рассмотрим систему (1). Пусть выполнены следующие условия (А). 
А1. Функции Р(1, х, у, г), (>(*, х, у, г) и <р(1, в, х, у) определены и непрерывны 

при *,зе (—оо, 4- со), х € [а, 0], у е [у, <5], г е [С, ч]. 
А2. Функции Р(1, х,у, г), ^(г,x,у>г) и <р(и$,х,у) — периодические по (,& 

с периодом Т. 

Пусть (х((),у(()) — решение системы (1). Найдем условия при которых 
(х(( + Т),у(( + Т)) также является решением системы (1). Для этого заменим 
в тождествах 

~ ^ - = Ях(0 + Р(г, х(г), у(г), ] <р(г, $, х(з), у($)) Лз), 

- ^ 1 m Q(t, x(0, y(0, J <p{t, 5, x(s), y(s)) ds), 

1 на I + Г. Получим 

<Ьс(* + Г) 
Xx(t + Г) + Ңt, x(t +.Г), У(t + T), 

dí 
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; Ф((, 5, х(,х х*))<ь) - дх« + г) + р{и х(( + г), к. + г), 
о 

е г 
^ «>(*, 5, х(5 + Т), Я* + Т))й$ + ^ <р(*, 5, х(5 + Г), у(з + Т))йз) = 

-т о 
' г 

= Хх($ + Т) + Р(*, х(1 + Т), у(1 + Т), { <?(*, 5, Х(5 + Т), ><5 + Т)) Й5 + 
о 

т 
+ \<р(*989х(8)9у(8))й&)> 

Аналогично 

*Л%* ^ = С(Г, х(* + Т), КГ + Т), \<р(Х9 5, Х(5 + Т), ><5 + Т)) (15 + 

т 
+ {<?(*, 5, х(5),><5))с15). 

о 

Отсюда следует, что вместе с (х(*), КО)» решением системы (1) будет и 
(х(/ + Т), ><* + Т)), тогда и только тогда, когда 

I Т 

Р(19 Х(1 + Т), У(1+Т)9\ <р(19 5, Х(5 + Т), ><5 + Т)) ё5 + | <?(*, 5, х(5), ><*)) сЬ) 2 
О о 

г 

г Р(г, х(г + Т), X ' + Т)9\ <р(г9 5, х(5 + Т), ><* + Т)) <Ь), 
\4) о 

# т 
6(1, Х(| + Т), )<* + Т), { <?(*, 5, Х(5 + Т), ><5 + Т)) (Ь + { <?(*, 5, х(5), ><5)) с!*) = 

О © 

г 

= й(и Х(1 + Г), у(г + Т), ̂  <?>(', 5, Х(5 + Т), ><5 + Г)) Ск). 
О 

Из (2) в частности следует, что (х(1 + Т), X ' + -О) является решением си­
стемы (1), если 

Í<ІІ>(M,X(Í),;K*))<Ь = O. 

Нарушение равенств (2) влечет за собой то, что (х(( + Т), у(1 + Т)) не 
является решением системы (1). Если учесть, что периодическое периода Т ре­
шение (х(0- ХО) системы (1) удовлетворяет (1) вместе с (х($ + Т), у(( + Т» -» 
~ (*(0>М0)> то для периодического решения необходимее выполняется (2), 
т. е., 

1 Т 

Р(*> х(0, КО* {<К*> *, *(0> КО) <** + { <К<> * * ( 0 , КО) <»о« 
0 0 

I 

^/ jik ;. a -*('• «(0. У(0> J <й(*> *> x(s\ y(s)) ds)9 



» т 

С(<, *(0. ЯО, \ <р(и *. *(*). Х«)) -к + 1?(*, -, *(«), ><-)) <ь) • 
I 

з е(*> *(0> к о , I <К*>*> *(*)> ж))<**)-

Далее, аналогично как и в [5] находятся условия, эквивалентные условиям 
(3), но более простые, а именно: 

Если выполняется условие 

ж + °- §*° 
в области (— со; + оо) х [а, /?] х [у, д] х [(, 17], то необходимое условие су­
ществования периодического решения системы (1) состоит в том, чтобы тож- . 
дественно по / выполнялось равенство V 

\ 
т 

(5) {9(',5,Х(5),У(5))<15 = 0. 
О 

Для системы (1) удовлетворяющей условиям (А) и (4), (5) можно применить 
приводимую ниже схему отыскания периодического решения. 

2. Пусть выполнены следующие условия (Б): 
Б. При /, 5е(—со, + оо), хе[а,Р]9уе[у, 8],ге[С9^] имеют место не­

равенства 

\Р($,х9у92)\й М9\й(<9х9у92)\й М9\Ч>(*9з,х,у)\& Н9 

I Р(г, х', у', 2') - Р(<, х", / , 2")\йКх\х'-х"\ + К2\ у'9-у* \ + Къ\ *'-~*Л 

\0Н9х\у',2')-йЦ9х"9у'92')\ й Кх\*-хГ\ + К2\у'-у'\ + * э 1 * ' - * Ч ; 

19(и^х'9у)-<р(19з9х\ув) \йи\х'-х'\ + и\у-У'\9 

М9 N. К19К29 ЛГ3, Ь | , Ъ2 -* сот1 > 0. 

Рассмотрим последовательности функций 

* 
хя+1(*> х0, у о) - х0 + ^ е*'-*> {Р(т, хш(т), уш(т), 

о 

^ [<р(т, 5, ХШ(3), уш(5)) - <Р(Т, 5, ХЛ*), уш(5))] Л*) -
0 . 

- <Р(*> хт(х)9 уш<т), { [ф(т, 5, х ^ ) , у ^ ) ) - <р(т, 5, х ^ ) , уш(5))] 4|)>} ёт, ^ 

6) • t -

Уm+i(ß* x09 y0) - Уo + J {ß(*> **(*)• yш(t), J [ę(xџ s, xш(s), yш(s)) -
0 0 
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т 

- <?(Т, 5, Хж(5), ут(*)У] й$) ~ й(Ь ХШ(Т), ут(т), | [ф(т, 5, Хт(5), ут(з)) -
О 

- <?>(т, 5, хт(5), ут($)У] из)} <к, 

где 

<Р(0> = ^ А - Т Ь А ( Т ' " Т ) П Т ) С 1 Т , 
Г - 1 о 

* 1 т 1 т 

6(0 = ̂ г I б ( т ) ё Т ) ф ( т ) = т I ̂ ( т ) ё т ' I о ^ о 

При /и = 1,2,... функции хт((,х0,у0) и у т (*,х 0 ,у 0 ) — Г — периодические 

по и 
Действительно, для хх(г9 х09у0) будем иметь: 

г * ' " 

х^ ' . х 0 , Уо) = *о + I еХ{г~х){Р(г9 х 0 , у0, ]" [<р(т, 5, х 0 , у0) - <р(т, 5, х 0 , у 0)] (Ь) -
о о 

т 

- <Р(т, х 0 , у09 | [<р(т, 5, х 0 , у0) - <р(т, 5, х 0 , у 0)] из)}} их. 
о 

Заменим I на ( + Г. 
Г + Т т 

х г(* + Г, х 0 , уо) = хо + I еЛ('+т""т){Р(т, х 0 , Уо, 1 [Ф(Т, 5, х 0 , у0) -
о о 

г 

~ ф(т,5,Х0,у0)]ё5) - <Р(Т, Х0, Уо, I [>(Т, 5, Х0, у0) - ф(Т9 5, Х0, у 0)] (15)> \ 6х = 
г и + Т ~ 

« х 0 + | ех{г~и){Р(и, х 0 , у 0, | [<р(и, 5, х 0 , у0) - ср(и9 з9 х 0 , у0)] ёз) -
_-г О 

и + Т " 

- (Р(и9 х 0 , у0> I Ыи> 5> хо> Уо) ~ <р(и> $, х 0 , у 0)] ё5)>} ёи = 
о 

о « + г ,. • 

« *о + С еЛ('~м){-?(м, х 0 , у 0, | [<р(и, 5, х 0 , у0) - <р(и, 5, х 0 , у 0)] ск) -
- 7 О : 

и + Т 

- (Р(и, х 0 , Уо, 1 [>("> 5> х о , У о) - ф(м- 5, х 0 , у 0)] < )̂>} ёи + 
о 

, и + Г 

+ Г е

Х('~и){Р(и, х 0 , Уо, I [>(и> 5> хо> Уо) - <Р.(и> 5, х 0 , у0>] Й5) -
о ° 

и + Т 
- <Р(и„х0, у 0, I [<р(и> 5, х 0 , у0) - <р(и9 з9 х 0 , у 0)] ёз)>} д*/ 

о 
Ho 

u+T T I , 

J [<p(u, s, *o> y0) - <p(w, s, x 0 , y0)] ds =-= 
o • 

u 

J [<p(u, s,'x0, y0) - <p(u9 s, x 0 , y 0)] ds. 
o 
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Следовательно, 

хх(( + Г, х 0 , >;0) == х 0 + { е А ( ^ в ) { Р ( м , х 0 , >;0, / [<р(и9 з9 х 0 , >;0) -
о о 

_____________________ и 

- <р(м, 5, х<ц учУ] <к) - <Р(м, х 0 , >;0, ^ [<р(м, 5, х 0 , >;0) -
о 

О „ 
- <р(и9 5, х 0 , >;0)] ё 5 » } йи + { еА ( г~ в ){Р(м, х 0 , >;0, { [<р(м, 5, х 0 , >;0) -

-г о 
и 

- <р(и9 5, х 0 , >;0)] ё5) - <Р(м, х 0 , >;0, { [<р(м, $, х 0 , у 0 ) -
о 

- ср(и9 5, х 0 , >;0)] (Ь)>} йи = хх(19 х 0 , у 0 ) + 
О т 

+ { еА ( '~ т )Р(т, х 0 , у09 { [<р(т, 5, х 0 , >>0) - <р(т, 5, х 0 , >;<,)] йз)йт -
-т о 

X т х 

- -Ту 7 I с?А(Г~т)Р(т, х 0 , >;0, | [<р(т, 5, х 0 , у0) -
е — 1 о о 

е А | ( е А Г - 1) 
- <р(т, 5, х 0 , у0)1 <Х$) ёт — - - — '- » 

о т 

= *1(', *о> Уо) + ^ е А ( г " т ) Р(т, х 0 , >;0, ^ [<р(т, 5, х 0 , >;0) -
-г о 

Г т 

- <р(т, 5, х 0 , >;0)] из) йт - { е А ( г + г ' т ) Р ( т , х 0 , >;0, / [<р(т, 5, х 0 , >;0) -
о о 

- <р(т9 5, х 0 , >;0)] <15) Ах « хх(г9 х0 9у0) + 
О т 

+ ^ еА('"~т)Р(т, х09у09\ 1<р(т9 5, х 0 , >;0) - <р(т, 5, х 0 , >;0)] Й5)йт -
-г о 

О и * 

- { еА ( '~ и )Р(м, х 0 , >>0; { [<р(и9 5, х 0 , >;0) - <р(м, 5, х 0 , >;0)] ё5) йт « хх((9 х 0 , у0). 
-г о 

П о методу математической индукции следует, что для всех ш •» 1 , 2 , . . 
функции х т(>, х 0 , >;0) и ут(1, х09у0) — Т— периодические по *. 

Докажем сходимость последовательности (6). 
Оценим при 0 ^ г ^ Г выражение 

(7) 
t X 

I *i0> *o> yo) - *o I = I í eXit~x){P(т9 x09y09ţ [</>(т, s, x 0 , >;0) -
o o 

X т * 
- <p(т, -ъ x 0 , >;0)] ds) - — — - J P(т, x 0 , >>0, J [<jt*(т, s, x 0 , y0) -

e — 1 o o 

—І чi л ч л \л « ^ 2 M ( e A ( T ~ f ) - 1) (eA* - 1) 
- Ф> s, x 0 , >;0)] ds) dт} dт | g — ^ í ш 

À(ЄĄІ — 1) 

-=Ma(A,OáAfa(я,yì , 
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где 

•,и,,)-2('"г-"-'>^,-1) 

V - 1) 

смотрении интервалы [а + Лх9 /? — Л], [у + */0, 5 — й0\ 
Пусть х 0 е [ а + Л,/? — Л ] . Тогда в силу (7) хг((9 х09у0)е[<х9 ($]. В силу 

периодичности по г функции х^*, х09 у0) следует, что для всех / е (— оо, + оо) 
и х0 6[а + Л , /? — Л] будет иметь место соотношение хх((9 х09 у0) е[а,/?]. 

Аналогично, при 0 ^ / ^ Т получаем оценку 

1 Ж П Г » ЛЛТ4 

Введем обозначения Л = .А/а ( А, -^-) -> ----г--- и </<, -= —--— и введем в рас-

(8) l y i O . X o . ^ - y o l á A f ^ l l - ^ J ^ M a C O . í ) ^ ^ 7 , 

Tfít a(0, ř) = lim a(A, ť)-
<-T)-

Как и выше, еслиу0е[у + (109д — </0], то в силу (8) и периодичности функции 
ух по г, следует, что для всех г е (— оо, + оо) будет иметь место соотношение 
уА*,х09у0)е[у95]. 

По методу математической индукции можем заключить, что для всех 
т == 0, 1,2, ... /е(—оо, + оо), х 0 е [ а + йх9$ — йх\ у0е[у + </0,<5 — </0] 
функции хт(/, х0, >>0) е [а, $] и >>т(/, х0, у0) е [у, <5]. 

Обозначим через ^x(^(^)) оператор 

(9) LA(/(0) = * ~ Í е * " ' ^ ) dt 4- V ~ í ^(r_t>/W «1т. 
е - 1 о е - 1 Í 

Непосредственной проверкой видно, что 

(10) 1*0) = а(А, О-

Можно также показать, что 

(11) Ьд(а(А, 0) - «(А, О Г ^ ^ + Т(А, 1)1, 

где 

юах т(А, 0 = т(А, 0) = Т(А, Г) = ^ <а(А, 0>. 

Из определения оператора ^x({(^)) с учетом неравенств 

яг 

е . - 1 
I 

«(А, 0 & *(0,0, 0 ^ I* ^ г 
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следует справедливость оценок 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

Lk(<x(X, 0) = fltf, o f - % ^ + y <«(A, 0>], 

Lo(a(0, t)) = a(0, t)\^- + y o ^ o l , 

L0(a(A, i)) _ Lo(a(0, t)) - a(0, Op-y-- + y^OTOj, 

LЛ(a(0, 0) = 
xт 

XT e~г + 1 
4 AT 

e " 2 - _ 1 

LЛ(a(Я, í)). 

Оценим разность | х2(1, х 0 , 7 о ) — * 1 С х0,у0) |, используя (7), (8), определение 
оператора ^я(/(0), (10), (15) и (18). 

Получаем 

(16) í x2(t, x0, y0) - Xi(t, x0, y0) | ž —jf —- í eA('-t) * 
e — 1 0 

x | P(т, x t(т), Уi(x), | [>(т, s, Xi(s), ^(s)) - ę(x, s, Xi(s), Уi(s))]ds) -

P(*, x 0 , Уo, J [ę(x, s, x0, Уo) - ę(t, s, x0, y0У] ds) | dт + 

eu - 1 г 

+ V ^ т í eMT~z) I P ( т ' x i ( т ) ' *<т>' í [ ( p ( т ' s ' * l ( s ) " У l ( s ) ^ " e ; т - l . 

- q>(x, s, xi(s), >i(s))] ds) - P(T, X 0 , y0, J* | > ( T , S, X 0 , >•„) - <f>(x, s, x 0 , >•„)] ds)|dT g 

á [ îL,(a(A, ť)) + K2L/(a(0, í)) + X3(Li + L2) ^-a(A, ť)J M _ 

_м 
дг 

к +к

 я г e 2 + 1 

e - - 1 

Mi + 3(L, + L2)-g- a(Я, ť), 

гдe 

Mi - y M, y ) + y <«(A, í)> - y 

при Я —> 0. 
Аналогично для | у2(1, х0, >•«,) — . М ' , х0, У о) I получаем оценку 

(17) | у2(и х0, уо) - У&, х0,у0)\й 

й м\(Ку + К 2^ 0(а(0, 0) + Кз(^1 + Ь2)-у-а(0,1)\ й 

_ Mа(0; 
,Ą(Kt + 2 ) y + K3(Li + L2) щ 
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Введем обозначения 

к. +к2 

xт 
ДГ e 2 + 1 
4 _яr 

e - U 

nn2 

Лí.+XзCL. + L 2 ) — = cj 

Г 3 

№ + ̂ 2 ) у + КЪ(ЬХ + 1 2 ) ^ - - «2. 

Тогда (16) и (17) перепишутся в виде 

I х2(г, х0, у0) - хг(1, х09 у0) | ^ ^1Ма(Я, 0 й ^Ма^Л, у | 

МТ 
I Уг(и х09 у0) - ^!(Г, х09 у0) | ^ д2Ма(0, 0 й <1г - у - • 

По методу математической индукции заключаем, что 

(18) | хт+1(19 х0, у0) - хт(19 х09 у0) | ^ ^ТМа(Я, 0 й Я?М*М9 у ) 

(19) 
MT 

I Уm+ÁU x0, yo) - Уm(t, x0, Уo) | ^ cj?Mа(0, |) g . £ _ . 

Следовательно, для сходимости последовательностей (6) достаточно вы­
полнение неравенств 

(20) ^^ = ^1(X) < 1, д2< 1. 

Из (18) и (19) заключаем, что для произвольных К ^ 1 будем иметь 

(21) | хт+к(1, х0, у0) - хт(1, х0, у0) | й ^Т(1 - Яг)'1 Ма(А, 0, 

(22) | ут+*(*, х0, у0) - ут(и х0, у0) | ^ <??(1 - в 2 Г 1 М*(°> 0-

Соотношения (20—(22) доказывают равномерную по (/, х0,у0)е 
6 (— оо, + оо) х [а 4- */А, /? — &,] х [у + ^о, 5 — </0] сходимость при т -• оо 
последовательностей {хт(^, х0,^0)}, {ут(/, х0, у0)} соответственно к функциям 
х«>(и х0,у0), у Ли х0, уо), причем последние удовлетворяют неравенствам 

( 2 3 ) . I *оо(<> *о* Уо) ~ хт(и х0, у0) | й «7(1 - ^ Г 1 Ма^Д, у } , 

I у Ли х09 Уо) - л Л х0, у0) | ^ й ( 1 - в а ) - 1 ^ . 

Так как функции хт(г, *о> ;Уо)и Ут(*> х0,у0) — периодические по г с периодом 

Г, то и предельные функции также будут периодическими по г с периодом Г. 
Переходя в (6) к пределу при т -* оо убеждаемся, что (*«,(*, х0,д>0), 
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Vоо('> хо> Уо) является периодическим решением системы 

(-4) х(1,х0,у0) = 

= Х0 + } еД ('-1 ){Р(т, Х(Т), У(Х), ] [>(т, 5, Х(5), Х«)) - <Р(Т,5,Х(5),>>(5))] 0$) -

- <P(т, x(т), y(т), f [<p(т, s, x(s), y(s)) - <p(т, s, x(s), y(s))] ds)>} dт, 
o 

У(t>x0,y0) = 

= yo + í {Q(т> x(т), y(т), J [>(т, s, x(s), y(s)) - ę(т, s, x(s), y(s))] ds) 
o o 

~ б(*> х(т), у(т), | [<р(т, 5, х(5), з;(5)) - <р(т, 5, х(5), у(5))] (15)} ёт. 
о 

Итак, доказана следующая 

Лемма 1. Пусть: 
1. Выполнены условия (А) и (Б). 
2. Интервалы [ос, 0 ] и [у, <5] таковы, что 

р -ос л 6 -у 
1~~>йх> —^->й0. ' 

3. ^1 < 1, ^2 < 1. 

4. ----- Ф 0, -~ Ф О <? области (— со, + со) х [а, /?] х [у, <5]. 

Г0гда последовательности периодических по I периода Т функций (6) сходятся 
при т -» со равномерно относительно (I, х0, у0) е (— со, + со) х [а + <&, 
Д — А ] + [у + с/0, <5 — </0] соответственно к функциям х00(/, * 0 , >>0), /<»(/, х 0 , ^ 0), 
периодическими по I с периодом Т и удовлетворяющими системе (24). При этом 
справедливы оценки (23). 

Рассмотрим вопрос о существовании периодических решений системы (1). 
Введем обозначения 

Лх(х0,у0) = 
г 

= Ах0 + <Р(Г, х^(г, х0, у 0 ) , у^(г, х0, у 0 ) , \ <р(1, 5, х^з, х0, у 0 ) , уда(5, х6, у0))йз)}, 
о 

Лу(х0>}>о) = 
-

= 0(*> *«>('> *о, Уо)> У«>(*> х0, у 0 ) , | (р(и 5, Х ^ , х 0 , у 0 ) , у„($, х0, Уо))й*)-
о 

Поскольку (хао((,х0,у0), у<х>(1,х0,у0)) является решением системы (24), 
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то при 

/ 2 5 ) I Ах(*о*Уо) = 0 
1 А>(хО9уо) = 0 

(26) <р(19 5, *«>(-?, х0, у0), у^з, х0, у0)) = 0 

(х<х>(*> хо > УоХ Уп(1> хо> Уо)) является периодическим решением системы (1). 
Следовательно, вопрос о существовании периодических решений системы (1) 
связан с разрешимостью (25) относительно (л:0, у0) и выполнением соотноше­
ния (26). Решение системы (25) и есть та точка, через которую при г = 0 про­
ходит Т— периодическое решение системы (1). 

Решить систему (25) в общем случае невозможно, так как не всегда можно 
найти предельные функции х^г, х0,у0), у^, х0, у0). 

Введем обозначения 

Л«(*о> Уо) = 
I 

= Лх0 + <Р(*, хт(1, х0, у0), ут(1, х0, у0), \ <р(*, 8, хт(з, х0, у0), ут(з, х0, у0)) из)}, 
о 

Дт(Х0>Уо) = 

- _ 
= <}(и хт(и Х0, У0), ут(19 Х0, у0), | (р((, 5, Хт($, Х0, у0), ут(з, Х0, у0)) 6$), 

о 
1 Т 

&т(и х0 , У о) = ~7 I <р(и 5, Хт(з, Х0 , у0), ут(8, Х0 , у0)) (_5, (ш = 0, 1, 2, ...) 

1 о 

и вместе с системой (25), (26) рассмотрим систему f ЛxJx0, y0) = 0, 

1 àУm(x0, Уa) = 0, 
(27) 

и соотношение 

(28) Ф й ( и 0 , У о ) = 0. 

Справедлива следующая 

Теорема 1. Пусть: 

1. Для некоторого целого числа т система (27) имеет изолированное решение 

2. Индекс особой точки (х°9 у
0) отображения, порожденного левыми частями 

(27) отличен от нуля. 

3. Выполнены условия леммы 1. 

4. Существует замкнутая выпуклая область _00, принадлежащая области 

-О * {(х9 у): а + их ^ х <* /? — йх9 у + й0 й У й <* — <А>) " имеющая (х°9 у0) 
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единственной особой точкой^ такая что на ее границе Г^ выполняются нера­
венства 

(*O,:VO)ЄГDO 

(29) + 

(*0, 

юГ | А*т(х0, у0) \^\к, + К^, ^ ! ^ Г 1 м ^ 1 - в 1 Г 1 о А у ) + 

]кг + К3Ь2 ^ ( ; / ^ 1 ' Т ] м ^ ( 1 - Ч2У^(0^У 

Ш^ | -4ш(х0, Л ) | = Гк, + К^ у ] М<#(1 - ^ Г ~ « 6, у ) + 

+ \к2 + Х3Ь2у1м^(1 - «аГ'оА уУ 

5. Длл всех (х 0 , >>0) из области / ) 0 и всех /и =- 0, 1, 2, . . . выполняется соотно-

шение (28). 

7<?г<)<2 система (1) имеет Т-периодическое решение х = х(0, .У — .КО, для 

которого (х(0), >̂ (0)) 6 Х)0. Э/ия решение является пределом равномерно сходя* 

щихся последовательностей (6). Оценка разности между точным решением 

и его т-ым приближением дается неравенствами (23). 

Доказательство. Для доказательства теоремы докажем сначала справед­

ливость оценок 

\А*-А*т\- и\кх + К3Ь, ^т'^Ъ^ - «1)_1«(>1.у) + 

(30) + М [ * > + К^еХТКе"-»У{Х ~ *>" " К ) ' 
\А>-ля\й м\кг + Кэ-^у^а - ч1У

1М,^) + 

+ М[А'2 + К3Ь2 - ^ й(1 - .2,)"1 а(о, -I). 

Действительно, 

= | <Р(г, х^О, х 0 , у0), у„(1, х 0 , ^ 0 ) , / <р(1, 5, х ^ з , х 0 , >>0), Уо0(з, х 0 , >>о))(Ь)> -
о 

* 
- <Р(*, Хда(*, Х0, у0), ут(и Х0, >>0), | ф(1, 5, Хт(5, Х0, у 0 ) , ут(8, Х0, >>о))<Ь)> I ^ 

о 

- 7^1 К"^- | х » " *»1+ *-!*• - У-\ + 

+ КзЛ9>(т,*.^,^ д а)-9(т,5,х л,,>' ) 1,) |<Ь}дт^ . 
о 

77 



= e^~7 í eXiT'^K^1 ~ lO'1"*^ i) + *,«Kl - ,.)-» a(0 ,1)M 
t 

+ K3 J [L. | xw - xm | + L2 | yx - ym |] ds} dt g 

s7rnkT' , ,{JC«««1-«»)"1««^y) + 
+ K-flKl - í 2 ) - J Ma (o, 1 ) + K3 [L1<2T(1 - 9íy i M a (A> |_\ + 

^ ( o . y Y l t l d t . + ^2^2(1 ~ 42) 

Имея ввиду, что 

x т 

JЛ 1 ^ e — 1 0 
f в 1 ( r - t ) d t - - l 

X f t e ^ d t ^ ^ - 1 - ^ 
е л г - 1 о Л(елт - 1) ' 

получаем окончательно первую из оценок (30). 
Аналогично 

\А>-А>М\~ 

" I <2('> *•» У«о Л ф('» 5> *«>> 3>оо)<Ь) - б('> * « , у м , | <р(г, 5, Х т , >;м)ё5) | ^ 
о о 

1 Т 

й Т 1{К1\**>-Хт\ + Кг\у*-ум\ + 
1 о 

X 

+ к31 [ь х | х^ - х т | + ь21 ^ - у т | ] с ц аг ^ ' 

о 

= К1в?(1 - 91Г
1Ма(х, у ) + КгЧг\\ - в2Г

х а(о, у ) м + 

+ м^зГ-авТа - ^x^1 «(х, у ) + ^2^(1 - 92у
1 а (о, у ) 1 1 = 

= мГк. + к^. уЪга - ^1^
^ а(д, Л + 

+ мГх2 + КзЬау1й(1 - ЯгГ1 *(о,у)-

Тем самым доказана справедливость и второй оценки (30). 
Из (30) следует, что Лт -* Лх при т -* оо и Лт -*• Ау при т -> оо. 
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Легко видно, что Лт, Лу

т, Лх и Лу непрерьхвны в области [а + А, Р — А ] х 
х [у + */0><5 — </0]-

Введем обозначения 

*° = 0Л/); *==(*,3>) 
4 ( ^ - = ( ^ ( ^ , 7 ) , ^ ( х , > ; ) ) 

4 т(2) = (^^(х,з;),^(х,^)). 

По определению индекс изолированной особой точки г° непрерывного 
отображения Лт(г) равен характеристике векторного поля, порожденного 
отображением Лт(г) на достаточно малой сфере 82 с центром в точке 2°. Так 
как в 1>0 нет отличных от г° особых точек и ^0 гомеоморфно единичному шару 
Е2, то характеристика векторного поля Лт на сфере 82 равна характеристике 
этого же поля на ГВо. 

Покажем, что поля Лт и Л гомотопны на ГВо. Это следует из того, что 
непрерывно зависящее от параметра 0, 0 ^ 0 ^ 1, семейство всюду непрерыв­
ных наГд, векторных полей К(0, _?0) == Лт(г0) + 0(Л(хо) — Лт(х0))9 соединяющее 
поля У(0, 20) = Лт(х0) и К(1, 20) = Л(г0), нигде не обращается на ГВо в нуль. 
Действительно, справедливы оценки (30), и следовательно, на ГВо имеет место 
неравенство 

|| К(0, г0) || ^ || Лт(х0) || - || Лт(х0) - Л(х0) || > 0, 

где || г || = | х | + \у\. 

Известно, что характеристики гомотопных на компакте полей равны между 
собой. Поэтому характеристика на ГВо поля Л равна индексу особой точки г° 
поля Лт и, следовательно, отлична от нуля, что достаточно чтобы векторное 
поле Л имело в ^0 особую точку г09 для которой Л(х0) = 0, т. е., 

(31) Лх(х°о,у°о) = 0, Лу(х°0,у°о) = 0. 

Итак, установлено существование такой точки (х0,у0)9 в которой выпол­
няется (31). Тогда решение системы (1), проходящее через точку (х^9у0) яв­
ляется периодическим. 

Теорема доказана. 
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