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BASES RATIONNELLES DES SYSTEMES
DE QUADRIQUES

LANDO DEGOLI
(Received June 24, 1985)

Abstract. On démontre que la variété base d’un systéme linéaire de quadriques de S, & Jaco-
bienne de rang r — k est: un S; double, ou une variété réductible, qui posséde deux sub-variétés
rationnelles, ou .une variété rationnelle irréductjble. Aprés on donne des exemples significatifs.
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lo

Dans I’espace linéaire S, de coordonnées projectives homogeénes x; (i =
=0,1,...,r), choisissons d + 1 quadriques linéairement indépendantes:

jb = 0,/} = 0,...,]} =0

avec:

, .
ik ik ki
= > agxX; (ag = ag).

LE=

Le systéme linéaire L, de dimension d, qui en résulte, est exprimé par 1’équation:
d
Z 0fe = 0.
q=0
Supposons que la matrice Jacobienne a r + 1 lignes et ¢ + 1 colonnes:
of, g=0,1,...,d\
“ox; (i =0,1,..,r
soit arang m =r — k.
La matrice Jacobienne égalisée a zéro est le lieu géometrique des points de S,
conjugués entre eux-meémes par rapport a toutes les quadriques du systéme. Si la
matrice Jacobienne est identiquement nulle, cela signifie que tout I’espace est le

lieu des points conjugués. Si le rang est r — h (h 2 0) un point générique de S,
est conjugué avec un S,. ‘

J =
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L. DEGOLI

Donnés deux systémes linéaires L, et L,, qui ont en commun un systéme
lindaire L,, leur systéme-union résulte de dimension a + b — ¢.

Nous dirons que le systtme L;,\m < d) de dimension d et i Jacobienne de
rang m est réductible, lorsqu’il est 'union de systémes subordonnés, parmi les
quels au moins un L,,c(c < g) n’a pas des quadriques en commun avec les autres;
autrement dit, il sera nommé: irréductible.

11 existe le:

Théoreme. Un systéme linéaire irréductible de quadriques Ly, _ (r — k < d,
k = 0) a pour variété base seulement une des variétés suivantes:

I. Un S, double et, dans ce cas, les quadriques sont des S,-cones avec S\-sommet
en commun:

II. Une variété réductible, qui posséde deux sub-variétés rationnelles de dimensions h
étr—h+k—-11<hs<r-2:"

Lo T , , r4+k—1
111. Une variété rationnelle irréductible de dimension: —— —— __,
Démonstration. Considérons avant tout le cas particulier: k = 0. Soit le systéme

-linéaire irréductible de quadriques L;,(r < d) de S,.

D’aprés un théoréme connu (voir: [2] et [5]) les quadriques de L,, qui passent
par un point générique P de S,, ont en commun une droite, qui résulte corde de la
variété base ¥ du systéme.

Soit R le complexe des droites constitué par toutes les cordes de ¥, qui a cause
du théoréme cité, remplissent tout S,.

Entrecoupons ce complexe par un hyperplan S,_;. Chaque droite du complexe
sera entrecoupée dans un point. Il est ainsi possible établir une correspondance
biunivoque entre les points de ’hyperplan et les droites du complexe R.

Pour cela le complexe R est rationnel. -

Supposons que les quadriques aient en commun un point double A. 11 en résulte
que toutes les droites, qui sortent de A4, sont cordes de la variété constituée par le
point A. Elles remplxssent tout S, et il est évident qu’elles forment un complexe
rationnel.

Les quadriques ne peuvent pas avoir un autre point double B en commun,
sinon par un point générique P il passerait plus qu’une corde: la droite P4 et la
droite PB. '

Par conséquent le rang de la Jacobienne serait < r, contre I’hypothése.

Il s’ensuit que les quadriques sont des cones avec S,-sommet en commun.

’Hors de ce cas, puisque R est rationnel, il en résulte que les coordonnées de
droite de ses droites, les py, C’est & dire les mineurs extraits de la matrice:

X0 X1 X2 «o0 X,
, Yo Y1 Y2 oo Dt
sont fonctions rationnelles de r — 1 paramétres indépendantes.

)
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Nous pouvons indiquer avec M(xq, X1, ..., X,) €t N(yo, Y15 +.-» ¥,) deux points
quelconques de la variété base et avec MN la corde qui les joint.

Si la variété base est réductible, il aura dans elle deux variétés subordonnées. W
et Z de dimensions respectives het r — h — 1 (1 < h < r — 2). On rejette le cas
h=0et h =r — 1 parce que dans ce cas les quadriques cbntiennent au moins
un hyperplan. Donc elles résultent couples d’hyperplans ayant un hyperplan en
commun. -

Les autre hyperplans de la couple devraient posséder un Sy: il en résulte que
leur nombre est co” 1. Pour cela le systéme de quadriques aurait dimension d =
= r — 1, contre ’hypothese qu’il soit r < d.

Les variétés W et Z ont les dimensions citées parce que, en projetant W par
un point générique P on obtient une variété T de dimension h + 1, qui entrecoupe Z
seulement dans un point Q externe a la variété intersection de W avec Z.

En effet, en résultant la droite PQ corde de ¥V, seulement dans ce cas P résulte
conjugué avec un seul point par rapport a toutes les quadriques du systéme.

Notons:

Xo=1,x;, =@,(01,05,...,0,), X3 =P(61,035...504)s ..., X, = P(0,03,...,04)
les équations paramétriques de W.
On peut indiquer celles de Z avec:

Vo=1Lyi =¥ 1(t1,72, o0y Trop=1)s V2 = Y2015 Ty ceis Tampmt)s oo Y =
= !Pr(fl, Tz, sy Tr—h—l)‘

Les premiers rpy, extraits de la matrice (1) résultent:

Por =% — &
Po2=Y¥, — P,
Por = q’r - ¢r

Il s’ensuit que les différences:
Y, —-d, (i=12...,7),

sont rationnelless par rapport aux parameétres ,,, 7,. Pour cela I’éventuelle partie
irrationnelle de ¥, et @, doit s’éclipser par différence.
On en déduit que:

&, =C;, +E; (=12,...,n),
¥Y;=D; + E; _
ou C; et D, sont fonctions rationnelles et E; est 1’éventuelle partie irrationnelle
de ; et V,. :
Fixons un point M sur W: ce comporte: C; = C et E; = E (C et E = constants).
En variant le point N sur Z, il s’ensuit que, pour que la difference ¥; — &,
soit toujours rationnelle, il faut que E; résulte toujours égal & E, c’est 3 dire: E; ="
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' ' L. DEGOLI

= constant. Analoguement, si nous ténons fixé ¥, et nous faisons varier 45, sur W,
on obtient le méme résultat.

Mais si E,; est constant dans les deux variétés, il n’est plus irrationnel. Pour
cela @; ¢ ¥, sont rationnelles, comme il fallait démontrer.
~ Supposons maintenant que ¥ soit irréductible. Si h est sa dimension, puisque
ses cordes sont co2* chaque corde posséde o' points.

On obtient:

" 2h—-1=r
c’est & dire:
r—1
h= 5>

il s’ensuit que 7 est nécessairement impair.

En répétant le raisonnement, que nous avons fait précédemment, choisissons
deux points M(xg, Xy, ..., X,) € N(¥gs Y15 ++-5 ¥,) sur cette variété.

Ecrivons les équations de' ¥ en forme paramétrique:

Xo = 1, X, = @1(0’1, G230y 0',._.1), Xy = @2(01, O3y 0eey 0'.,....1), ceey Xp =

2 2
=0,01,02,..50,1 )Y =191 =0:1(t, T35 ..., T,o1), ¥2 = O3(T4, T3, ...,
= -
rr—l)S“"yr:@r(‘rl’tZ!--qTr—l-
2 2

Les premiers py; résultent:

Por = O1(T(,Tay .00y Tp-1) — 04(04,02,...,0,_1)
2 p)

Poz = 03(t1, T ves Trmy) — 02(04,05, ..., 0,_1)

..............................................

Dor = @r('tl, Ty eees ‘C,._l) - @r(alg 0250050 p-1)
2 2

En répétant les considérations précédentes, nous pouvons fixer le point M et
par conséquent les ©,(0,,0,,...,0,-4) et faire varier le point N sur toute la
variété, 2 '

Par le raisonnement précédent, puisque les po, (k = 1, 2, ..., r) résultent ration-
nelles, les &, aussi seront ratipnnelles, comme il fallait démontrer.

Soit maintenant le systéme L,,_;(r — 1 < d) irréductible. Entrecoupons ce
systéme par un hyperplan. D’aprés un théoréme bien connu de Terracini (voir:
[7]s on obtient un systéme de quadriques irréductible de S,-4 ayant la méme di-
mension et le méme rang.

- Indiquons ce systdme par Lg,-. Puisque ’espace qui le contient a dimension
r —.1, ce systéme satisfait & la démonstration précédente et sa variété est une des
suivantes:
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BASES RATIONNELLES DES SYSTEMES DE QUADRIQUES

I. un point double de S, _;:

1I. une variété réductible de S,_,, qui posséde deux sub-variétés ratlonnelles
de dimensions hy etr — hy —2(1 < hy <r — 3):

-2 (r = nombre pair).

IIL. une variété xrréductlble de S._, de dimension d

Telles variétés sont évidemment les sectionis hyperplanes de la variété base du
systéme L, _,.

Puisque on obtient un tel résultat dans un S,_; quelconque, il s’ensuit que la
variété base de L, est une des suivantes:

I. une droite doublé de S,. (En effet un hyperplan générique de S, coupe dans
un seul point double seulement une droite double).

II. Une variété réductible, qui posséde deux sub-variétés radionnelles de dimen-
sions: h=h; +1 et r—h=r —h; — 1. (Les variétés sont nécessairement »
rationnelles parce que leur sections avec un hyperplan générique sont rationnelles.
Si, en effet, une seule coordonnée, par exemple x,, = D,(01, G2, ..., Op41) était
fonction irrationnelle des paramétres, la section hyperplane x, = 0(s # m,0 < s <
< r) serait irrationnelle, contre la démonstration précédente. Les dimensions de
cette variété, sont évidemment h; + 1 et » — h; — 1, pour que les sections hyper-
planes résultent de dimensions hy et r — by — 2.)

III. Une variété rationhelle irréductible de dimension % (cette variété doit

A . a . . . . .oT
étre rationnelle pour les mémes motifs susdits et elle doit avoir dimension 7

pour que la section hyperplane ait dimension r ; 2 )

Soit maintenant le syst¢éme L;,_,(r — 2 < d). En sectionnant ce systéme avec
un hyperplan, on obtient un syst¢me Lj, _,(r — 2 < d) de S,_,, qui par rapport
a S,_,, se trouve dans les mémes conditions du systéme L,,_, par rapport a S,.
Pour cela les conclusions précédentes sont valides et la variété base de L;;,, est
une des suivantes:

I. Un plan double;
IL. une variété réductible, qui posséde deux sub-variétés rationnelles de dimen-
sionshetr —h+1=r—-h+2-1;

. o . . r
III. une variété rationnelle irréductible de dimension ; 1 (r = nombre
impair). .

Soit maintenant le systtme Ly, _-3(r — 3 < d). En sectionnant ce systéme par
un hyperplan et en répétant le raisonnement précédent on trouvera que le vanété

base sera une des suivantes:
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I. Un S, double;

~ IL. une variété réductible, qui posséde deux sub-variétés rationnelles de dimen-
sionshetr—h+2=r—h+43-—1;

III. une variété rationnelle irréductible de dimension r

(r = nombre pair).

Ainsi poursuivant il est évident 'qu’on parvient a démontrer le théoreme.

90

Donnons maintenant des exemples significatifs.

1°) Dans S; il existe un systéme linéaire de quadriques Ls;s, dont la variété
base est constituée par une V3 rationnelle de S, et par un plan, ayant en commun
avec la V3 une génératrice.

Les équations canoniques de ¥3 sont:

X X x
Fo B _ X% L)
Xq X2 X4

celles du plan:
xo—‘.xl=0, xl—.x2=0, Xs——x4=0’ x5=0.>
Et le systéme devient:

Qo(Xox2 — xi) + 01(x0xs — X1X3) + 02(x1 X4 — X2%3) +
+ 03(xg — x1) x5 + 04(x1 — X3) x5 + @5(x3 — x4) x5 = 0.

© 2°) Sila V3 est constituée d’une quadrique de S, et d’un plan de S, d’équations:
(1) Xo — %1 =0, Xy — X3 =0, x5 =0,

qui posséde en commun une génératrice avec la quadrique:

. X X
(2, . _0_=.—2., x4=x5=0
Xy X3

on obtient trois quadriques de S,:
XoX3 — X1 X3 = 0, x4(xo - xl) =0, x4(x2 - X3) = 0.

Nous pouvons considérer un plan de S, qui a en commun avec la V3 réductible,
c’est & dire avec la quadrique (2), une autre génératrice:

Xo — X5 =0, X3 —x; =0, x4 =0
et de cette maniére on obtient le systéme linéaire de S:

Qo(Xox3 — X;1X3) = @1(xo — X1) X4 = 02(X2 — X3) X4+
C - ea(xo — X3) X5 = @a(x3 — X4) X5 + @sX4xs =0
qui est un Ly, de S.
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3°

Dans S¢ considérons le systéme linéaire Ls.s de Sg:

Qo(xox3 — X1X3) + 01(XoXs — X1X4) + 02(X2X5 — x3%4) +
+ 03X1X6 + 04X3Xe + 05Xs5Xg =0

qui a pour base la V'§ rationnelle de Ss:

et I’ S5 d’équations:
Xy =X3 =X5 =0,

ayant en commun avec la V5 le plan:
Xo = X1 =X3=X5=0.

Si d’un point P nous projetons S5 nous obtenons un S,, qui coupe la V3
réductible, constituée d’une V3, qui se trouve sur le plan intersection et d’une
droite s. Le point P et la droite s individualisent un plan de cordes de la variété
base, qui sorte de P. Pour cela le rang de la Jacobienne du systéme est:

6 —1=>3.
4°

Considérons la variété de Segre individualisée par les couples des points de deux
plans de Ss: K

. Yop = XoXp,
Yip = X1Xp, (P=39 49 5)9
Yap = X2Xp.

En éliminant x,, X,, X, Xy, on obtient las équations:

YoVin — Yok — 0,
YoVaw — YoV — 0y - (kK #h = 3_', 4, 5),
YiYan — V1Yo = 0.

11 s’agit de neuf quadriques de Sg, qui forment un systéme Lg/7, dont la variété
base est donnée par: :

@ Yoz _Yis_ Yaa. Vo3 _ Vi3 _ Va3, " You _ Y1a YZ?:..-
Yoa V1a Y24 Yos Yis Vas Yos Yz Yas .
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Les équations paramétriques de cette variété sont:

Yoa=1, Y13 =V, Y33 = 0, Yos = T, Y14 = VT, Y24 = 0T,
Yos = @, Y15 = VO, Y26 = OO.

11 s’agit d’une V,: oo! cordes de cette variété contenues dans un plan passent
par chaque point de Sg. Donc le rang de la Jacobinne du systéme est 7.

50

Le précédent systéme en génére un autre. Si aux trois groups de fractions (3)
on égalise respectivement les rapports suivants:
Y33 Y33 Y3s

b b ’

Yaa Y3s Yas
on obtient un L,, de Sy, qui a pour base une V'1° de S5, qui résulte une variété
de Segre, individualisée par les couples de points d’'un S, et d’'un S, de S,.

Le rang du systéme est 11 et par un point P de S}, il passe une seule corde de la
variété base.
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