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BASES RATIONNELLES DES SYSTÈMES 
DE QUADRIQUES 

LANDO DEGOLI 

(Received June 24, 1985) 

Abstract. On démontre que la variété base d'un système linéaire de quadriques de Sr à Jaco-
bienne de rang r — k est: un Sk double, ou une variété réductible, qui possède deux sub-variétés 
rationnelles, ou une variété rationnelle irréductible. Après on donne des exemples significatifs. 
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1° 

Dans l'espace linéaire Sr de coordonnées projectives homogènes xt (i = 
= 0, 1,... , r), choisissons d + 1 quadriques linéairement indépendantes: 

/ o = 0 , / 1 = 0 , . . . , / , = 0 
avec: 

»,*=o 
Le système linéaire Ld de dimension d, qui en résulte, est exprimé par l'équation : 

q**0 

Supposons que la matrice Jacobienne à r + 1 lignes et d + 1 colonnes: 

j = 
дXi 

(q = 0,í,...,d\ 
\i = 0 , l , . . . , r / 

soit à rang m = r — k. 
La matrice Jacobienne égalisée à zéro est le lieu géométrique des points de Sr 

conjugués entre eux-mêmes par rapport à toutes les quadriques du système. Si la 
matrice Jacobienne est identiquement nulle, cela signifie que tout l'espace est le 
lieu des points conjugués. Si le rang est r - h (h ;> 0) un point générique de Sr 

est conjugué avec un Sh. 
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Donnés deux systèmes linéaires La et Lb, qui ont en commun un système 
linéaire Lc, leur système-union résulte de dimension a + b - c. 

Nous dirons que le système Ld/m\m < d) de dimension d et à Jacobienne de 
rang m est réductible, lorsqu'il est l'union de systèmes subordonnés, parmi les 
quels au moins un Lg/c(c < g) n'a pas des quadriques en commun avec les autres; 
autrement dît, il sera nommé: irréductible. 

Il existe le: 
Théorème. Un système linéaire irréductible de quadriques Ld/r-k(r — k < d, 

k É£ 0) a pour variété base seulement une des variétés suivantes: 
I. Un Sk double et, dans ce cas, les quadriques sont des Sk-cones avec Sk-sommet 

en commun: 
II. Une variété réductible, qui possède deux sub-variétés rationnelles de dimensions h 

ètr - h + k - 1(1 < h < r - 2): 
y JL. ]ç _ l 

III. Une variété rationnelle irréductible de dimension: . 
2 

Démonstration. Considérons avant tout le cas particulier: k = 0. Soit le système 
linéaire irréductible de quadriques Ld/r(r < d) de Sr. 

D'après un théorème connu (voir: [2] et [5]) les quadriques de Ld, qui passent 
par un point générique P de Sr, ont en commun une droite, qui résulte corde de la 
variété base V du système. 

Soit R le complexe des droites constitué par toutes les cordes de V, qui à cause 
du théorème cité, remplissent tout Sr. 

Entrecoupons ce complexe par un hyperplan Sr-1. Chaque droite du complexe 
sera entrecoupée dans un point. Il est ainsi possible établir une correspondance 
biunivoque entre les points de l'hyperplan et les droites du complexe R. 

Pour cela le complexe R est rationnel. 
Supposons que les quadriques aient en commun un point double A. Il en résulte 

que toutes les droites, qui sortent de A, sont cordes de la variété constituée par le 
point A. Elles remplissent tout Sr et il est évident qu'elles forment un complexe 
rationnel. 

Les quadriques ne peuvent pas avoir un autre point double B en commun, 
sinon par un point générique P il passerait plus qu'une corde: la droite PA et la 
droite PB. 

Par conséquent le rang de la Jacobienne serait < r, contre l'hypothèse. 
Il s'ensuit que les quadriques sont des cônes avec So-sommet en commun. 
'Hors de ce cas, puisque R est rationnel, il en résulte que les coordonnées de 

droite de ses droites, les pik, c'est à dire les mineurs extraits de la matrice: 
XQ X\ X2 • • • Xr 

yo yi y% ••• y, 

sont fonctions rationnelles de r — 1 paramètres indépendantes. 
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Nous pouvons indiquer avec M(x0, xt,..., xr) et N(y0, yt,..., yr) deux points 
quelconques de la variété base et avec MN la corde qui les joint. 

Si la variété base est réductible, il aura dans elle deux variétés subordonnées Jf 
et Z de dimensions respectives h et r — h — 1 (1 < h < r — 2). On rejette le cas 
h = 0 et h = r — 1 parce que dans ce cas les quadriques contiennent au moins 
un hyperplan. Donc elles résultent couples d'hyperplans ayant un hyperplan en 
commun. 

Les autre hyperplans de la couple devraient posséder un S0: il en résulte que 
leur nombre est oor"1. Pour cela le système de quadriques aurait dimension d = 
= r — 1, contre l'hypothèse qu'il soit r < d. 

Les variétés W et Z ont les dimensions citées parce que, en projetant W par 
un point générique P on obtient une variété T de dimension h + 1, qui entrecoupe Z 
seulement dans un point Q externe à la variété intersection de W avec Z. 

En effet, en résultant la droite PQ corde de F, seulement dans ce cas P résulte 
conjugué avec un seul point par rapport à toutes les quadriques du système. 

Notons: 
x0 = l , * i = # l ( f f l > 0 " 2 » - - - - * / . )>*2 = # 2 ( < * 1 . *2» • • • - * * ) > • • • » * * = ^ r f a l » ^ » • • • » * * ) 

les équations paramétriques de W. 
On peut indiquer celles de Z avec: 

yO = l > y l = ^ l ( T l > T 2 , - - . > T r - * - l ) > y 2 = ^ 2 ( T l , T 2 > - - . , T r - / . - l ) > - - - > y r = 

= ^ r ( T l > T2> •••» T r - h - l ) -

Les premiers rpik, extraits de la matrice (1) résultent: 

Foi = Vi - *i" 
F02 = ^ 2 ~ #2 

p0r = wr - # r . 

II s'ensuit que les différences: 

y , - * , ( / = 1,2,...,r), 

sont rationnelless par rapport aux paramètres <rm, T„. Pour cela l'éventuelle partie 
irrationnelle de Wt et $i doit s'éclipser par différence. 

On en déduit que: 

$i=Ci+Ei ( / = l , 2 , . . . , r ) , 
Wi = Di + Ei 

où Ct et £>j sont fonctions rationnelles et Et est l'éventuelle partie irrationnelle 
d e ^ e t ^ . 

Fixons un point M sur W: ce comporte: Ct = C et Et = JS (C et E = constants)» 
En variant le point N sur Z, il s'ensuit que, pour que la différence îPf — $t 

soit toujours rationnelle, il faut que Et résulte toujours égal à E, c'est à dire: Et f= 
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=- constant. Analoguement, si nous tenons fixé Wt et nous faisons varier ${ sur W9 

on obtient le même résultat. 
Mais si Et est constant dans les deux variétés, il n'est plus irrationnel. Pour 

cela $j e Wt sont rationnelles, comme il fallait démontrer. 
Supposons maintenant que V soit irréductible. Si h est sa dimension, puisque 

ses cordes sont oo2* chaque corde possède oo1 points. 
On obtient: 

2ft - 1 == r 
c'est à dire: 

r - 1 
ń = 2 

il s'ensuit que r est nécessairement impair. 
En répétant le raisonnement, que nous avons fait précédemment, choisissons 

deux points M(x0, x1,..., xr) et N(y0 9yl9...9yr) sur cette variété. 
Écrivons les équations de V en forme paramétrique: 

x 0 = l,*i = 01(ouo29...9orzl)9x2 = 02(<rl9 a29 ...9 <Tr-t)9 ...9 xr = 
2 2 

= 8,(giig2>^>g,-1)»yo = ^ y i = ^ n ^ » » - ^ , - ! ) , ^ = © 2 ( T I » T 2 , . . . , 
2 2 
» M T r , t ) , M . > y r = 8 f ( t 1 , T 2 , l l „ T r , 1 . 

2 2 

Les premiers Pik résultent: 

Pot = G1(Tl9T29...9Trzt) - ^l(gi,<r2»---» f ffl) 
2 2 

/>02 = © 2 ( t i , T 2 , . . ' . , T r - 1 ) - @2(Gl9a29...9Or„1) 

Por = 0P(*i. ^ . - - M T , ^ ) - Or(al9 a29...9ar-1) 
2 2 

En répétant les considérations précédentes, nous pouvons fixer le point M et 
par conséquent les @i(al9a29...9ar-1) et faire varier le point N sur toute la 
variété. 2 

Par le raisonnement précédent, puisque les p0k (k =- 1, 2,..., r) résultent ration
nelles, les 0t aussi seront ratipnnelles, comme il fallait démontrer. 

Soit maintenant le système Ld/r-t(r - 1 < d) irréductible. Entrecoupons ce 
système par un hyperplan. D'après un théorème bien connu de Terracini (voir: 
[7])* on obtient un système de quadriques irréductible de Sr-t ayant la même di
mension et le même rang. 

Indiquons ce système par L'd/r-x* Puisque l'espace qui le contient a dimension 
r; r- -1, ce système satisfait à la démonstration précédente et sa variété est une des 
suivantes: 

122 



BASES RATIONNELLES DES SYSTÈMES DE QUADRIQUES 

I. un point double de S,
r-i: 

II. une variété réductible de 5r-.!, qui possède deux sub-variétés rationnelles 
de dimensions ht et r — ht — 2(1 < h^ < r — 3): 

r — 2 
III. une variété irréductible de Sr-t de dimension (r = nombre pair). 

Telles variétés sont évidemment les sections hyperplanes de la variété base du 
système Lj/,...!. 

Puisque on obtient un tel résultat dans un .Sr.t quelconque, il s'ensuit que la 
variété base de Af/r-i est une des suivantes: 

I. une droite doublé de Sr. (En effet un hyperplan générique de Sr coupe dans 
un seul point double seulement une droite double). 

II. Une variété réductible, qui possède deux sub-variétés radionnelles de dimen
sions: ft = fti + l et r — ft = r — &! — 1. (Les variétés sont nécessairement 
rationnelles parce que leur sections avec un hyperplan générique sont rationnelles. 
Si, en effet, une seule coordonnée, par exemple xm = #m(0"i, (T2,..., <xfc+i) était 
fonction irrationnelle des paramètres, la section hyperplane xs = 0(s =̂  m, 0 <> s <, 
< r) serait irrationnelle, contre la démonstration précédente. Les dimensions de 
cette variété, sont évidemment /j1 + l e t r — ft1~l, pour que les sections hyper
planes résultent de dimensions ht et r — h1 — 2.) 

III. Une variété rationnelle irréductible de dimension — (cette variété doit 

être rationnelle pour les mêmes motifs susdits et elle doit avoir dimension -^-, 

r - 2 
pour que la section hyperplane ait dimension —-— 

) • 

Soit maintenant le système Z,d/r_2(r — 2 <> d). En sectionnant ce système avec 
un hyperplan, on obtient un système X /̂r_2(r — 2 :£ d) de Sr-l9 qui par rapport 
kSr~19se trouve dans les mêmes conditions du système Ld/r-t par rapport à 5r. 
Pour cela les conclusions précédentes sont valides et la variété base de Ld/r.2 est 
une des suivantes: 

I. Un plan double; 
II. une variété réductible, qui possède deux sub-variétés rationnelles de dimen

sions feetr — fc + l==r — ft + 2 — 1; 
r + 1 

III. une variété rationnelle irréductible de dimension —-— (r = nombre 

impair). 

Soit maintenant le système L^-sir* - 3 £ d). En sectionnant ce système par 
un hyperplan et en répétant le raisonnement précédent on trouvera que le variété 
base sera une des suivantes: 
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L Un rS3 double; 
IL une variété réductible, qui possède deux sub-variétés rationnelles de dimen

sions ftetr — h + 2 = r — h + 3 — 1; 
r -f 2 III. une variété rationnelle irréductible de dimension — -— (r = nombre pair). 

Ainsi poursuivant il est évident qu'on parvient a démontrer le théorème. 

2° 

Donnons maintenant des exemples significatifs. 
1°) Dans S5 il existe un système linéaire de quadriques L5/5, dont la variété 

base est constituée par une V\ rationnelle de S4 et par un plan, ayant en commun 
avec la V\ une génératrice. 

Les équations canoniques de V\ sont: 

*L + lL=*L, X5 = o xi x2 x4 

celles du plan: 

x0 — Xi s-"2 0, x± — x2 -=-- 0, x3 — .x4 = U, x5 = 0. 

Et le système devient: 

Q0(X0X2 - x\) + £ i ( * o * 4 - * l * s ) + Ql(xlxA. ~ * 2 * s ) + 

+ Qs(xo - * i ) x5 + 0 4 ( * i - Xl) xs + Qs(x3 ~ xd X5 = 0. 

2°) Si la V\ est constituée d'une quadrique de S3 et d'un plan de S4 d'équations: 

(1) x0 - x± = 0, x2 - x3 = 0, x5 = 0, 

qui possède en commun une génératrice avec la quadrique: 

(2) "?• = -?-' x4 = x5 = 0 
*1 * 3 

on obtient trois quadriques de SA: 

* 0 * 3 ~~ *1*2 === 0> *4C*o ~~ * l ) = = 0» *4V*2 "~ XZJ = = 0-

Nous pouvons considérer un plan de S5, qui a en commun avec la V\ réductible, 
c'est à dire avec la quadrique (2), une autre génératrice: 

X0 *— X2 -==: v, x% — X^ = 0 , X 4 -=:: U 

et de cette manière on obtient le système linéaire de S5: 

Qû(X0X3 - * 1 * 2 ) — Ql(X0 ~ * l ) * 4 = Q2(X2 - * s ) * 4 + 

+ <h(*0 - * s ) *5 = ^ ( * 3 ~ *4) *5 + 05*4*5 = 0 

qui est un£,5/5 deS5 . 
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3° 

Dans S6 considérons le système linéaire L5.5 de iS6: 

£o(*0*3 - * 1 * 2 ) + £ l ( * 0 * 5 ~ *1*4) + Ql(x2X5 - *3*4) + 

+ 03*1*6 + 04*3*6 + 05*5*6 = ° 

qui a pour base la V\ rationnelle de S5: 

JIÎSL = i_L — .-.Si. x == 0 
*1 *3 *5 

et P S3 d'équations: 
x± — x3 — x5

 ==- u, 

ayant en commun avec la V\ le plan: 

* 0 = s * 1 = = * 3 = = * 5 = = U. 

Si d'un point P nous projetons 5 3 nous obtenons un 5 4 , qui coupe la V% 
réductible, constituée d'une V\9 qui se trouve sur le plan intersection et d'une 
droite s. Le point P et la droite s individualisent un plan de cordes de la variété 
base, qui sorte de P. Pour cela le rang de la Jacobienne du système est: 

6 - 1 = 5 . 

4° 

Considérons la variété de Segre individualisée par les couples des points de deux 
plans de S5: '* 

yOp == *0*p» 

yip = *i*p, (p==3,4 ,5) , 

y2p = X2Xp. 

En éliminant x0, xl9 xl9 x09 on obtient las équations: 

yofcyif, - yohyu - 0 , 

yofcy2fc - yo*y2* - fV (fc * h = 3 , 4, 5), 

ylfcy2h - ylAy2fc = °-

11 s'agit de neuf quadriques de Ss> <ÏUi forment un système LBII* dont la variété 
base est donnée par: 

(3) ^03 _ yl3 _ y23 

^04 Уl4 У24 

Уoз 

Уos 

- 2__ _ ЗЪз . 
Уis Угs ' 

У04. Уi* _ Уì* . 

Уos Уts Уis 
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Les équations paramétriques de cette variété sont: 

J>03 = h y13 = V, y23 = (T, Jo4 = T, yi4 = VT, y24 = <"> 

y05 = Û), ̂ 15 = VO), )>26 = (TCO. 

Il s'agit d'une V*: oo1 cordes de cette variété contenues dans un plan passent 
par chaque point de 5g. Donc le rang de la Jacobinne du système est 7. 

5° 

Le précédent système en génère un autre. Si aux trois groups de fractions (3) 
on égalise respectivement les rapports suivants: 

y33 y33 y34 

^34 J>35 y35 

on obtient un Lin de Slt, qui a pour base une V\° de S5, qui résulte une variété 
de Segre, individualisée par les couples de points d'un S2 et d'un S3 de S6. 

Le rang du système est 11 et par un point P de Stl il passe une seule corde de la 
variété base. 
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