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Časopis pro pěstován! matematiky, roč. 80 (1955) 

GEOMETRIE SIMPLEXU V En 

(druhá část) 

MIROSLAV F I E D L E R , Praha. 

(Došlo dne 20. listopadu 1954.) DT 513.821.2 

V této druhé časti práce se zavádí pojem význačné množiny sim-
plexu, popisuje se množina vlastních i nevlastních význačných bodů 
a vlastních význačných přímek. Jsou zde uvedeny některé význačné 
množiny obecného simplexu a dokazují se věty o isogonální příbuz
nosti. 

6. Význačné množiny simplexu. Budiž opět En eukleidovský prostor di
mense n (n přirozené). Nazveme přípustným zobrazením m-tého řádu (m I> 0 
celé) takové zobrazení <p9 které každé uspořádané skupině m + 1 bodů Ax> 

A29 ..., Am+1 z En přiřazuje nějakou množinu M c En*) 

M = <p(Al9A29...9Am+1)9 

a to tak, že platí: je-li T isometrické zobrazení En9 pak 

<p(TAl9 TA29 . . . , TAm+1) = T<p(Al9 A29 . . . , Am+1). 

Budiž nyní Al9 A29 ..., Am+1 (m I> 0 celé) pevná skupina (ne uspořádaná) 
bodů z En. Nazveme význačnou množinou této skupiny každou takovou mno
žinu M c Ěn9 k níž existuje přípustné zobrazení m-tého řádu <p tak, že 

M = <p(Ah9AÍ29...9Aim+l) 

pro každou permutaci (ť„ i29 ..., i w + J ) indexů 1, 2, ..., m + 1. Význačnými 
množinami simplexu v En rozumíme význačné množiny skupiny vrcholů sim
plexu. Zřejmě průnik i sjednocení význačných množin simplexu jsou opět 
význačné množiny simplexu. 

V dalších větách se budeme zabývat množinou všech význačných bodů pev
ného simplexu v En o vrcholech Ol9 029 ..., On+l9 t. j . množinou všech význač
ných jednobodových množin tohoto simplexu. 

Věta 16. Množina všech vlastních význačných bodů simplexu tvoři (neprázdný) 
lineární prostor. 

*) En je eukleidovský prostor Enf doplněný nevlastními body. 
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D ů k a z . Označme A množinu všech vlastních význačných bodů daného 
simplexu. Jsou-li P, Q dva různé body A, pak každý vlastní bod přímky PQ je 
význačný bod simplexu: pro body P£a Q to platí, každému jinému bodu S 
přímky PQ je přiřazen dělicí poměr A (0 4= A 4= 1) vzhledem k bodům P a Q. 
Odpovídají-li význačným bodům P a Q přípustná zobrazení cp a,tp, takže P = 
= \(p(Oix, Oij ..., 0-£ t), Q; --- y>(Oix, Oi%, ..., Oin+i) pro každou permutaci 
(iv i2, ..., in+1), označme % takové zobrazení, které každé uspořádané skupině 
Ti + 1 bodů Av A2, ..., An+1 z En přiřazuje množinu všech bodů X, k nimž 
existují vlastní body P' e <p(Av A2, ..., An+l), Q' ey)(Av A2, ..., An+Í), P' 4= Q', 
tak, že X má dělicí poměr A vzhledem k bodům Pr, Q'. Zřejmě je % přípustné 
zobrazení a platí 

a = x(oix,oit,...,o^x) 
pro každou permutaci (iv i2, ..., i n + 1 ), t. j . bod S je rovněž význačným bodem 
simplexu. 

Odtud však ihned plyne, že A je lineární prostor. Že A je neprázdné, uká
žeme (nezávisle) ve větě 18. 

Věta 17. Nechť ťrť(ffcř), i = 1, 2, ..., n + 1, jsou reálné funkce fr) 
reálných proměnných ffcř, k <l, k, l = 1, 2, ..., n + 1, definované pro všechna 
kladná |fcZ; definujme ještě pro k > l | f c ř = glk. Nechť dále platí: při výměně 
každých dvou indexů i, j , i 4= j,u f fc/8e pro i 4= p 4= j av nezmění, a i přejde v aáa 
aj v a^1) Označme v simplexu Z o vrcholech Ov O2, ..., On+1 čtverce vzdáleností 
bodů Oi, Oj symboly eiS. Potom bod o barycentrických souřadnicích Oi(ekl), pokud 
existuje^(t. j . pokud nejsou ai(ekX) = O^pro i = 1, ..., n + 1), je význačný bod 
simplexu Z. 

D ů k a z . Nechť a i jsou funkce splňující předpoklady věty. Označme a(Av 

A2, ..., An+1) zobrazení, které každé skupině bodů Av ..., An+1 z En přiřazuje 
buď bod o barycentrických souřadnicích ai(akl), kde akl = Q2(Ak, Ax), i,k,l=z 
= 1, ..., n + 1, vzhledem k simplexu Av ..., An+V pokud body Av ..., An+1 

jsou lineárně nezávislé a pokud nejsou or2(afcř) = 0 pro i = 1, ..., n + 1, anebo 
prázdnou množinu v opačném případě. Zobrazení a je přípustné, jak plyne 
z invariance barycentrických souřadnic při isometrických transformacích. 
Dále je 

a(Av A2, ..., An+1) = a(Ah, Aiz, ..., AinJ (6,1) 

pro každou permutaci (iv i%, ..., in+1) indexů 1, 2, ..., n + 1. Podle předpo
kladů o funkcích a{ to totiž platí pro každou transposici (podrobněji: je-li na 
jedné straně rovnosti (6,1) prázdná množina, je i na druhé straně prázdná mno
žina; je-li na jedné straně (6,1) bod, je na druhé straně týž bod, neboť jeho bary-

x) Podrobněji: položíme-H ťik = f # , ťfit = šik pro i =j= / 4= k, ťkl = l f c l pro if 4= 
+ k # j , i 4= l 4= j , je pro 4 4= p 4= / M^fcř) = ^-(fw)» *ť(f*i) = ^(fii)» <*Ahi) ~ <Mř*i) • 
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centrické souřadnice se nezmění až na výměnu příslušných dvou souřadnic, 
pro které se však zároveň mění oba vrcholy simplexu Av . ... An+1). Poněvadž 
každou permutaci lze složit z transposic, je t ím věta dokázána. 

Bezprostředním důsledkem je ta to věta: 
Věta 18. V každém simplexu je bod o barycentrických souřadnicích (1, 1, .. .,• 1) 

význačný bod. Nazývá se těžištěm simplexu. 
D ů k a z . Stačí ve větě 17 položit ať(ffcl) = 1 pro i = 1, ..., n + 1. 
P o z n á m k a . Nechť Mx je neprázdná podmnožina množiny indexů M = 

= {1, 2, ..., n + 1}. Potom těžiště té stěny simplexu Ov ..., On+v která má 
vrcholy 0i9 i c M-, má barycentrické souřadnice (vzhledem k celému simplexu) 
TMX = (fi, $2> • • •> fn+n)> kde & = 1 pro i * -Wi, f,- = 0 pro j non e Mv To plyne 
ihned z toho, že barycentrické souřadnice bodu v té stěně jsou £ť = £(/fl) pro 
i e Mv ij = 0 pro / none i¥x , kde f^2) jsou barycentrické souřadnice tohoto bodu 
(až příp. na faktor) vzhledem k simplexu (o příp. menším počtu dimensí) 
o vrcholech 0{, i e Mv jak vyplývá na př. z rovnice (2,8) odst. 2 prvé části 
tohoto článku. 

Abychom mohli studovat lineární prostor A význačných bodů simplexu, 
zavedeme si nejprve pojem grupy automorfismů simplexu. Automorfismem sim
plexu v En nazýváme každé isometrické zobrazení En, které převádí množinu 
vrcholů simplexu v sebe. Automorfismy simplexu tvoří zřejmě grupu, kterou 
nazýváme grupou automorfismů simplexu. Každý automorfismus simplexu je 
jednoznačně určen permutací vrcholů simplexu (totiž permutací (iv i2, ..., 
in+1) čísel 1, 2, ..., n + 1 takovou, že při tom automorfismů přejde vrchol Ok 

ve vrchol Oik), t . j . grupa automorfismů simplexu v En je isomorfní některé 
podgrupě grupy permutací (n + l)-ho stupně. Množinu vrcholů simplexu lze 
rozložit na podmnožiny té vlastnosti, že každý vrchol Oi jedné podmnožiny 
přejde při libovolném automorfismů simplexu opět ve vrchol této podmnožiny, 
a při tom pro každý vrchol 03 této podmnožiny existuje alespoň jeden auto
morfismus simplexu, který převádí vrchol Ot ve vrchol 03. Tyto podmnožiny 
odpovídají systémům transitivity uvedené podgrupy permutaění grupy a bu
deme je proto nazývat systémy transitivity vrcholů. Tak simplex v En, jehož 
grupa automorfismů obsahuje jediný (identický) automorfismus, má n + 1 
systémů transitivity vrcholů (v každém systému je vždy jeden vrchol). 

Věta 19. Význačné množiny simplexu S jsou právě ty množiny, které jsou 
invariantní při všech automorfismech simplexu 2 . 

D ů k a z . Že význačná množina simplexu je invariantní při všech jeho auto
morfismech, je zřejmé. Nechť obráceně je M množina, invariantní při všech 
automorfismech simplexu S o vrcholech Ov ..., On+1. Sestrojme nejprve ke 
každé permutaci kt, ..., kn+x indexů 1, ..., n + 1 zobrazení n-tého řádu 

Nechť Ax, ..., An+1 j e nějaká skupina n + 1 bodů z En; platí-li q(Ahi, Akj) =-
= Q{Oi,0,) pro všechna i, j = l, ..., n + 1, t . j . tvoří-li (podle věty 3) body 

464 



Akl, ..., Akn+1 v tomto pořadí vrcholy simplexu £ ' shodného se simplexem 27, 
pak y>klt... tkn+l(Av ..., An+%) je množina, která vznikne z M isometrií, převádě
jící S v £'. Neplatí-li g ( J v Akj) = Q(OÍ9 OJ) pro všechna i,j = 1, ..., n + 1, 
pak nechť Vfcli... ) f c r t + 1(^i, ...,-4n

J
+1) = I n . 

Zobrazení^ kn+i jsou zřejmě vesměs přípustná. Položíme-li nyní <p(Av ..., 
An+1) = fl ^ kn+1(Av ..., -4W+1), je (p opět přípustné zobrazení a platí 

( fc i , . . . , f c n + 1 ) 

pro každou permutaci iv ..., in+l indexů 1, ..., n -f- 1. Je tedy i f skutečně 
význačná množina simplexu S. 

Věta 20. Nechť v simplexu Z je r systémů transitivity vrcholů. Potom lineární 
prostor A význačných bodů simplexu má dimensi rovnu r — 1. Je určen r těžišti 
vždy té steny simplexu Z, která má vrcholy z jednoho systému transitivity vrcholů. 

D ů k a z . Nechť simplex Z má vrcholy Ov ..., On+1 a nechť ei} jsou opět 
čtverce vzdáleností vrcholů 0{, Oj. Označme na okamžik 

x = 

xг Уx 
x^ Уг 

. , y = • 

. • 

^fl+l Уn+l 

L= III, 1, .... II 

(o n+ 1 prvcích), E = \\ei3-\\. 

Platí tato pomocná vě ta : Nechť A je lineární zobrazení prostoru En, při 
kterém bodu o barycentrických souřadnicích (x1, x2, ..., xn+1) vzhledem k simplexu 
Z odpovídá bod (yv y2, ..., yn+1) tak, ze pro i = 1, ..., n + 1 je 

n + l 

yi = 2 a^x* > 
t. j . pro A = \\aih\\ platí 

y = Ax . 

Zobrazení A je isometrické tehdy a jen tehdy, existuje-li nenulové číslo oc tak, ze 

A'EA = o?E, (6,2) 
LA =ocL. (6,3) 

Důkaz . Podle rovnice (2,9) z věty 1 prvé části je čtverec vzdálenosti dvou 
1 2 

vlastních bodů X, X možno psát ve tvaru 

2(X, X) = j - ^ - — x ) E í— ~ ) 
\Lx LX' ^LX Lxl 
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1 2 

kde x resp. x jsou obdobné sloupcové matice barycentrických souřacbiic bodů 
1 2 X " + 1 ! 2 

X, X jako je matice x. Přitom je Lx = 2, #ť =1= 0, La; =f= 0. Odtud snadno plyne, 
i = l 

že platí-li (6,2) a*(6,3), je zobrazení A isometrické. Je-li obráceně A isometrické 
zobrazení, pak, jak známo, převádí vlastní body opět ve vlastní body a ne-

1 2 

vlastní opět v nevlastní; odtud plyne (6,3). Z toho, že platí Q2(AX, AX) = 
1 2 1 2 

= Q*(X, X) pro každou dvojici vlastních bodů X, X, pak plyne (s užitím 
(6,3)) i i 2 x i n 

LlJL _ 1_\ A'EA ÍJL - A\ - IjL - * V F / * _ * \ 
ALXX LJ \Ú LJ"\LI lÉ WX LJ\ , . 

t. j . po snadné úvaze rovnice (6,2). 
Z této pomocné věty vyplývá, že automorfismům simplexu E odpovídají 

(až na nenulové faktory) takové matice A = ||a^||, které mají tvar ai3- = 1 pro 
j == kh au = 0 pro j =f= ki} kde (kv k2, ..., kn+1) je permutace čísel 1, ..., n + 1, 
a pro které je dále 

A'EA = E . (6,4) 
Dokážeme teď d r u h o u pomocnou vě tu : 
Nechť Y = (yv ..., yn+1) je vyjádření vlastního význačného bodu simplexu E 

v barycentrických souřadnicích a nechť vrcholy 03, Ok simplexu E leží ve stejném 
systému transitivity. Potom je y$ = yk. 

D ů k a z . Podle předpokladu existuje isometrické zobrazení A prostoru En 

tak, že převádí množinu vrcholů simplexu v sebe, a při tom vrchol Oj ve vrchol 
Ofc. Pro příslušnou matici A tedy je 

aki = 1 , au = 0 pro l #= j . (6,5) 

Protože !F je význačný bod, existuje přípustné zobrazení <p tak, že 

Y = ?(0i, 0 2 , . . . , On+1) = <p(AOx, A02,..., ,áOn + 1). 

Odtud plyne, že pro některé Q 4= 0 je 

Ay^Qy, (6,6) 

kde y je příslušná sloupcová matice. Protože Y je vlastní bod a platí (6,5), je 
v (6,3) & = 1 a v (6,6) £ = 1. Ze vztahů (6,5) a (6,6) s Q = 1 pak ihned pijme 
#* = Ž/fc> jak jsme chtěli dokázat. 

NecM nyní je pro M = {1, 2,..., n + 1} J ř = i ř x u M2 u ... u Mr 

rozklad množiny M, který odpovídá rozkladu množiny vrcholů simplexu E 
v systémy transitivity. Z druhé pomocné věty ihned plyne, že každý vlastní 
význačný bod Y má barycentrické souřadnice yi tvaru 

yi = c* 
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pro i € _třA, X = 1, 2, ..., r. To však znamená, že bod F leží v lineárním pro
storu ./_£, o němž mluví věta 20, vytvořeném těžišti systémů transitivity vrcho
lů. Tato těžiště mají totiž podle poznámky za větou 18 tvar (v barycentrických 

A A A A 

souřadnicích) T = (íť), kde tt = 1 pro ie MÁ, tt = 0 pro i none Mx. Tedy 
AcAz. 

Obráceně, skupina vrcholů, které patří jednomu systému transitivity, je 
invariantní při všech automorfismech simplexu. Je tedy také těžiště vrcholů 
každého systému transitivity invariantní množina při všech automorfismech 
simplexu E, t. j . toto těžiště je význačný bod E. Odtud plyne, že A% c A 
a věta je dokázána.2) 

Všimněme si teď nevlastních význačných bodů. Jsou-li P, Q dva různé 
vlastní význačné body simplexu, je nevlastní bod přímky PQ (jakožto průnik 
význačné přímky PQ a význačné nevlastní nadroviny rovněž význačným 
bodem simplexu). Jsou tedy všechny nevlastní body lineárního prostoru A 
(přesněji Á) význačné body. Není však pravda, že vlastní i nevlastní body do
hromady tvoří (uzavřený) lineární prostor. Tak pro n = 1 má každý simplex 
(dvojice různých bodů) jen jeden vlastní význačný bod (střed čili těžiště) 
a jeden nevlastní. Obdobně to může nastat i pro n > l.3) 

Platí však tato věta: 
Věta 21. Nevlastni význačné body simplexu tvoří sjednoceni Nx u N2 u ... u 

u Nk po dvou ortogonálních nevlastních lineárních prostorů N{. Má-li A kladnou 
dimensi, je nevlastní lineární prostor prostoru A jedním z uvedených prostorů N£. 

D ů k a z . Dokážeme nejprve dvě pomocné v ě t y : 
I. Jsou-li P, Q dva různé význačné nevlastni body simplexu, pak buď P a Q 

jsou ortogonální, nebo každý bod přímky PQ je význačný. 
Nejsou-li totiž P &Q ortogonální, pak bod P' přímky PQ, který je ortogo

nální k P, je rovněž význačný bod, který je různý od P i Q. Ke každému reál
nému číslu X, X 4= 0, X 4= 1, lze přiřadit právě jeden bod X přímky PQ, pro 
který je dvojpoměr (P, Q, Pf, X) = X, a takto dostaneme všechny body 
přímky PQ, různé od P, Q, P'. Jsou tedy všechny body přímky PQ význačné. 

2) Na platnost věty 19 a odtud vyplývající vztah A^C A mne laskavě upozornil 
prof. VIJ. KNICHAL. 

3) Plyne to na př. z této konstrukce: 
Nechť n > 1. V En zvolme libovolný podprostor Ex dimense 1 a další, s Ex disjunktní 

podprostor En_2, pro n > 2 kolmý k E t . V E„_2 sestrojme simplex Ox, . . . , O n - 1 tak, aby 
všechny jeho (nenulové) hrany měly délky navzájem různé (takový simplex skutečně 
existuje, neboť tím požadujeme pouze platnost nerovností #=, lineárních v e^). Označme P 
průsečík nadroviny v, vedené prostorem En_2 kolmo k Ex, s přímkou Et.V Et ted zvolme 
body On a On+1 tak, aby byly souměrně sdružené vzhledem k P a aby vzdálenost On a 
O w + 1 byla.ruzná od všech vzdáleností Ofi^, i,j= 1, . . . , n — 1, i od všech vzdáleností 
OiOni OjPn^. To lze, volíme-li OnOn+1 dost malé. Tím dostáváme simplex 0lt . . . , O n + 1 , 
jehož grupa automorf ismů má jen dva prvky, z nichž jeden odpovídá identitě a druhý 
symetrii podle v. Každý vlastní význačný bod. leží tedy v v, avšak nevlastní bod přímky Ex 
je rovněž význačným bodem, který neleží v v. 
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II. Zavedeme-li relaci mezi význačnými nevlastními body P ~ Q, jestliže je 
bud P = Q, anebo P 4= Q a celá přímka PQ je přímka význačných bodů, pak tato 
relace je ekvivalence. 

Reflexivnost a symetrie uvedené relace je evidentní. Nechť nyní P ~ Q, 
Q ~ Jř, a při tom P 4= Q, Q + R (jinak je zřejmě P ~ R). Jsou tedy všechny 
body přímek PQ a QR význačné. Leží-li body P,Q, R x přímce, je skutečně 
P ~ R. Nechť tedy neleží v přímce. Zvolme nějaký bod Px přímky PQ, různý 
od P i Q, a bod Rx přímky QR, různý od Q i R (Px i Rx jsou tedy význačné body). 
Můžeme ted v rovině určit jednoznačně soustavu projektivních souřadnic tím, 
že zvolíme body P, Q, R za vrcholy soustavy souřadnic a průsečík přímek 
PXR a PRX za jednotkový bod soustavy. Každé třídě homogenních nenulových 
trojčíslí pak odpovídá nějaký bod roviny PQR, a dostaneme tím všechny body 
této roviny. Je proto každý bod roviny PQR význačný, a tedy i každý bod 
přímky PR, P ~ R. 

Z II. pomocné věty plyne, že třídy nevlastních bodů podle uvedené ekviva
lence tvoří lineární prostory. Z I. pomocné věty plyne, že dva takové různé 
lineární prostory jsou navzájem ortogonální. K důkazu věty 21 zbývá dokázat, 
že existuje-li neprázdný nevlastní útvar N lineárního prostoru A vlastních 
význačných bodů, pak N je jedním z uvedených lineárních prostorů. Kdyby 
totiž pro dvojici různých význačných nevlastních bodů P, Q platilo, že P e N, 
Q none N,P ~ Q, pak by na přímce PQ existoval bod R =t= P, který by byl vý
značný, ale nebyl by kolmý k P. Je-li T těžiště simplexu, S bod přímky TP, 
různý od T i P, pak 8 e A je význačný bod a pata kolmice spuštěné z bodu 8 
k přímce TR je vlastní bod 8', který neleží v A, avšak je význačný. Tím jsme 
dostali spor. 

P o z n á m k a . Podobnou metodou jako v důkazu druhé pomocné věty při 
důkazu věty 20 lze ukázat: Jsou-li vrcholy Oj a Ok ve stejném systému transi-
tivity a je-li y = (yx, ..., yn+x) význačný nevlastní bod, pak platí yj = i yk. 

Pomocí nevlastních význačných bodů můžeme snadno popsat množinu vý
značných vlastních přímek. 

Věta 22. Množina význačných vlastních přímek simplexu je tvořena jednak 
množinou všech vlastních přímek prostoru A význačných bodů, jednak přímkami 
PQ, kde bod P probíhá A a bod Q probíhá ty nevlastní lineární prostory význačných 
bodů z věty 21, které jsou různé od nevlastního prostoru N prostoru A. 

D ů k a z . Že každá přímka uvedených vlastností je význačná vlastní přímka, 
je zřejmé. 

Nechť tedy obráceně je p význačná vlastní přímka. Je-li peA, věta platu 
Předpokládejme tedy, že p nonc A. Pata kolmice z těžiště T simplexu na p je 
zřejmě vlastní význačný bod simplexu; označíme-li jej P, je P eA. Nevlastní 
bod Q přímky p je význačný nevlastní bod, který neleží v A. Tím je důkaz pro
veden. 
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P o z n á m k a . Obdobně lze popsat množinu všech vlastních význačných lineár
ních prostorů dimense k, 0 < k < n pomocí bodů z A a nevlastních význačných 
lineárních prostorů dimense k — 1. 

7. Speciální význačné množiny simplexu. Ve větě 19 jsme si ukázali, že tě
žiště simplexu je význačný bod. V tomto odstavci najdeme jiné význačné 
množiny simplexu a uvedeme jejich vlastnosti. 

Věta 23. Ke každému simplexu v En existuje pravé jedna (n — l)-koule,* 
která prochází všemi jeho vrcholy (opsaná (n— l)-koule). Její rovnice v bary-
centrických souřadnicích je 

n + l 

2 eaxixi = ° > C 7 * 1 ) 
i, 3^1 

její střed je bod S = (gov g02, ..., g0>n+1)
5) a poloměr r = / — ~ . Neobsahuje 

žádný vnitřní bod simplexu. 

D ů k a z . Věta plyne ihned z věty 14 a z faktu, že číslo 1/ —|~j- je kladné 

jakožto čtverec vzdálenosti bodů S a 05. Závěr vyplývá ze (7,1) a z eu = 0, 
eis > 0 pro i 4= j . 

P o z n á m k a I. Z nezávislosti bodu S na permutacích vrcholů a na isometric-
kých transformacích plyne, že S je význačný bod (snadno to také plyne z vě
ty 18). 

P o z n á m k a I I . Můžeme teď pomocí množiny všech význačných bodů 
simplexu a opsané (n — 1)-koule popsat množinu všech význačných ňadro vin 
simplexu. Nadrovina 7r je totiž význačná tehdy a jen tehdy, je-li její pól vzhle
dem k opsané (n —- l)-kouli význačný (vlastní nebo nevlastní) bod. Podobně to 
lze učinit pro každou význačnou regulární kvadriku simplexu. 

Věta 24. Nechť m je přirozené číslo, m <^n — 1. Existuje jediná kvadrika, 
která se dotýká každé m-dimensionální steny simplexu v En v těžišti této stěny.6) 
V barycentrických souřadnicích je její rovnice 

(m + 1 ) 2 *\ - ("Í *.) 2 = 0 , (7,2) 

její střed je v těžišti simplexu. 

D ů k a z . Předpokládejme, že taková kvadrika existuje; nechť má v bary-
n + 1 

centrických souřadnicích rovnici ]? ^ÍJ^ÍXJ = 0. Snadno se zjistí, že vlastnost 
i,j = i 

této kvadriky, že se dotýká každé m-dimensionální stěny simplexu v jejím 
4) Viz odst. 5. 
5) Čísla gQQf gQi, A jsou zavedena v odst. 2 první časti. 
6) Těžištěm stěny Okl, Ok2, ...,Ok rozumíme těžiště těchto vrcholů. 
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těžišti, je ekvivalentní s tím, že pro každou takovou podmnožinu Mm+x množiny 
M = {1, 2, ..., n -f- 1}, která má m + 1 prvků, a pro každé i c Mm+\ platí 

Protože je 1 ^ m <1 n — 1, plyne odtud snadno, že pro i 4= / je au = a, 
a < ť -=- — w a > a =j= 0. To však ihned dává (7,2). Že těžiště simplexu je středem 
kvadriky (7,2), plyne z faktu, že polární nadrovinou těžiště vzhledem ke kvad
rice (7,2) je nevlastní ňadro vina. 

P o z n á m k a . Kvadriky (7,2) pro m = 1, 2, ..., n — 1 jsou navzájem homo-
tetické a homotetické i s kvadrikou téhož tvaru pro m = 0. Tato kvadrika 
prochází všemi vrcholy simplexu a nazývá se Steinerova opsaná kvadrika (nebo 
Steinerův opsaný elipsoid, neboť všechny kvadriky (7,2) pro m = 0, ..., n — 1 
jsou eliptického typu), kvadriky (7,2) pro m > 0 Steinerovy vepsané kvadriky 
(elipsoidy). Množině kvadrik tvaru (7,2) pro m > — 1 budeme říkat Steinerův 
systém kvadrik. 

Věta 25. V simplexu existuje jediný bod L té vlastnosti, ze součet čtverců jeho 
vzdálenosti od (n — 1)-rozměrných stěn je minimální. V barycentrických souřad
nicích je L = (gu, g22, •••> gn+i,n+x)l nazývá se Lemoinův bod simplexu. Je vždy 
vnitřním bodem simplexu. 

D ů k a z . Nechť P = (pl9 p2, ..., pn+i) je vlastní bod. Pak součet čtverců jeho 
vzdáleností od stěn CÚÍ'= x{ = 0 je podle (3,12) 

A n^vJ A .1 A \ ? ^ ? S _ ( ? í ' ť ) 2 

2. er(P, o)t) = - v 2 — = - r^— + - -v— 
»-- 2(ZPi)1^ 9ii 2Z9u \ 2Z9u> (IPÍ)2 

^ * i i 

První sčítanec je však součet čtverců vzdáleností pro Lemoinův bod. Druhý je 

[podle nerovnosti (^afii)2 <̂  ]?aj ^b] pro ať = ]f\g^\9 6< = 7 7 = - , neboť gu 
4 » * - v\9u\ 

jsou nenulová čísla téhož znamení (—• l) n podle (4,3) a (4.5)] stále nezáporný, 
dokonce kladný pro P + L. Odtud plyne věta. Že L je vnitřní bod, plyne ze 
(4,3) a (4,1). 

P o z n á m k a . Obdobně lze dokázat známou větu, že těžiště simplexu je bod, 
pro který je součet čtverců jeho vzdáleností od vrcholů minimální. 

Věta 26. Pro každý simplex v En existuje právě jeden vnitřní bod V, který má od 
všech (n — 1)-rozměrných stěn simplexu stejnou vzdálenost; je to střed vepsané 
(n -- l)-koule, t. j . (n — lykoule, která se dotýká (n:-— l)-rozměrných stěn sim
plexu a obsahuje (kromě dotykových bodů) jen vnitřní body simplexu. V bary
centrických souřadnicích je V = (vv ..., vn+1); vt = ]/\gu\, rovnice vepsané 
(n — 1)-koule je 

Qv^xx) - 2%Vi(evx) ^ + [ M + \A\] (^x^ = 0 , (7,3) 
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její poloměr 

Q = --- |LL . ( 7 > 4 

D ů k a z plyne snadno z (3,11). 

P o z n á m k a . Obdobně se zjistí, že celkem existuje pro simplex v E n n e j v ý š e 
2n bodů, které mají od všech (n — l)-rozměrných stěn stejnou vzdálenost. Jsou 
to (při vyjádření v barycentrických souřadnicích a při v{ = ]/\ga\) t y body 

Mei,. . . ,e»-u) = \€1VV e2V2> • • •> en+l^n+l) - ei = i 1 > 

které jsou vlastní (t. j . pro něž 2 E ^ + ^)- ^TO V(eu ...,e,l+J) 4= F to jsou středy 

t. zv. připsaných (vně vepsaných) (n — l)-koulí. 

V následující větě zobecníme pro simplex definici isogonálně sdružených 
bodů a ve větách 28 a 29 dokážeme zobecnění jejich vlastností, známých z geo
metrie trojúhelníka. 

Věta 27.7) Nechť bod P neleží na žádné (n — l)-rozměrné sténě simplexu. Pak 
existuje právě jeden bod Q, který má tuio vlastnost: 

Jsou-li oo, oo' libovolné různé (n — l)-rozměrné stěny simplexu, pak nadroviny 
vP resp. vq ze svazku nadrovin určeného oo, oo', procházející body P resp. Q, jsou 
sdružené v involuci ve svazku (oo, oo'), která má jako samodružné nadroviny půlící 
úhel nadrovin co, oo'. 

Jsou tedy úhly nadrovin vP, oo a vQ, co' stejné. Je-li v barycentrických souřadni
cích P = (pv p2, ..., pn+1), Q = (qv q2, ..., qn+1), platí pro Q * 0 

QV&i = 9u . (7,5) 

Body P, Q se nazývají isogonálně sdružené. 

D ů k a z . Budiž dán bod P = (pv ..., pn+l), PÍ + 0 pro i = 1, ..., n + 1, 
a předpokládejme, že existuje takový bod Q = (qv ..., qn+l), že vyhovuje první 
části věty. Existuje index i tak, že q{ + 0; nechť j + i. Pro stěny oo == x{ = 0, 
oo' == Xj = 0 je vp == PJXÍ — PiXj = 0, VQ === qjXi — qixi = 0. Snadno se zjistí, že 
obě nadroviny, půlící úhel nadrovin oo, oo', jsou tvaru ^ V l ^ l i ^Vb**! ^ ^-
Poněvadž vP a vQ patří do involuee uvedené ve větě, je 

(PJXÍ - p&j)(qfli - q&i) s (x{Xi]f\gif\ + x^\gZ\f + M^]/W^\ - ^V1^7l)2 • 

Odtud Piqi = (a + j8)|jr«|, p # , = (<x + / % ^ | ; protože p ^ + 0, je a + 0 + 0 
(— l ) n 

a pro p = -——V (vzhledem k (4,3) a (4,5)) platí (7,5) pro indexy i a , . Avšak 
<x + p 

j byl libovolný index různý od i, platí tedy (7,5) pro i = l, ;.., w + 1. Obráceně 
lze snadno zjistit, že bod Q definovaný (7,5) skutečně vyhovuje podmínce věty. 

7) Ve větách 27—30 předpokládáme, že n > 1. 
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2 tofoši — 9 2 p.f»2 ?.& = ° 
П + 1 

P o z n á m k a . Z (7,5) vyplývá, že bod je sám k sobě isogonálně sdružen 
tehdy a jen tehdy, je-li některým z bodů F(£1>...jen+1) z předchozí poznámky, 
t . j . , je-li středem vepsané nebo připsané (n —- l)-koule (případně směrem; 
ve větách 27 a £8 nerozlišujeme vlastní a nevlastní body). J e také zřejmé 
z (4,1) a (7,5), že isogonálně sdružené body leží ve stejných poloprostorech 
vyťatých vždy jednou (n — l)-rozměrnou stěnou. Speciálně jsou oba nebo 
žádný vnitřním bodem simplexu. 

Věta 28. Isogonálně sdružené body (pokud alespoň jeden z nich je vlastni) jsou 
vždy dvojicí (příp. splývající) ohnisek rotačních kvadrik, dotýkajících se všech 
(n— \)-rozmlrných sten simplexu.8) 

D ů k a z je založen na této větě, kterou zde nebudeme dokazovat: 
Rotační kvadrika (v nadrovinových barycentrických souřadnicích, duálních 

k bodovým) s ohnisky P = (pl9 p2, ..., pn+1), Q = (ql9 q2, ..., qn+1) má tvar 
n + l n i l n + l 

•-V 
^, 3 =*i 

a obráceně, každá rovnice tohoto tvaru s Q + 0 a Y p{: =f= 0 nebo Y #*• 4= 0 
* - 1 i = 1 

je rovnicí rotační kvadriky s ohnisky P, Q. 
n + 1 

J e tedy nutná a postačující podmínka, aby kvadrika 2 ^UŠÍŠI = 0 byla 
i, ó = 1 

rotační s reálnými ohnisky P = (p^, Q = (q{) a aby se při tom dotýkala všech 
(n — 1)-rozměrných stěn, aby 

otu = 9u — QP&i = 0 , i == 1, ..., n + 1 , 

2*u = 2J?<Í — e(p<3í + Piíť) P r o í * / • 

Odtud a z (7,5) plyne věta 28. 

Věta 29. Nechť P je vlastní bod, který neleží na žádné (n — l)-rozměrné stěně 
i 

simplexu. Označme R, ť = l, . . . , w + l , body, souměrně sdružené s bodem P 
i 

vzhledem ke stěnám simplexu COÍ == xi = 0. Jestliže body R leží v nadrovině, pak už 
neleží v lineárním prostoru menší dimense a směr kolmý k této nadrovině je isogo-

i 
nálně sdružený (nevlastní) bod s bodem P. Jestliže body R neleží v nadrovině, pak 

1 n + l 

střed (n — l)-koule opsané simplexu R, ..., Rje isogonálně sdružený bod s bodem P 
(vzhledem k původnímu simplexu). 

i 

D ů k a z . Lehko se zjistí, že body R mají v barycentrických souřadnicích 
tvar 

i 

M = (QiiPx - tyaPu 9iiP2 —.tyi&i* •. •> 9iiPn+i ~~ 29i,n+xPi) , 8) Rotační kvadrika je kvadrika, k níž existuje vlastní přímka tak, že každá nadrovina 
k této přímce kolmá protíná kvadriku v (n — 2)-sféře se středem na této přímce. Ohniska 
jsou body, z nichž tečný kužel obsahuje absolutní kvadriku. 
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kde 
П 4 1 

P = (PvPz, •••> IWi) , PІ * 0 (i -= 1, ..., n + 1 ) , ^ P * * °-
ì 

n + 1 

Předpokládejme nejprve, že body R leží v nějaké nadrovině v == 2 ?t^* = 0. 
i = = i 

Potom platí pro k = 1, 2, ..., n + 1: 

9kk 2 y<Pť — 2 ^ 2 s w * = ° > 
i = i i = i 

čili 
n i-1 n J 1 

2 g<*Yi = f ? 2 YÍPÍ • (7,6) 
* = 1 ^ f c * = 1 

Ňadro vina v je vlastní, t. j . levé strany rovnic (7,6) nejsou vesměs rovny nule. 
n + 1 

Tedy 2 YÍPÍ =# 0 a podle (3,4) a (7,5) je isogonálně sdružený bod Q s bodem P 
i = l 

nevlastní bod v kolmém směru k nadrovině v. Odtud rovněž plyne, že taková 
i 

nadrovina v procházející všemi body R je jediná. 
i 

Nechť nyní body R neleží v žádné nadrovině; potom bod Q, isogonálně sdru
žený s P, je vlastní: kdyby byl nevlastní, pak by řádky matice \gup$ --- %gap\ 

souřadnic bodů R byly lineárně závislé (po násobení i-tého řádku — a sečtení, 
PÍ 

podle (2,15 d)), a tedy by byly lineárně závislé i sloupce ve sporu s tím, že body 
i 

R neleží v nadrovině. Přímým výpočtem podle vzorce (2,9) za použití (2,15) 
i 

se zjistí, že vzdálenosti bodu Q od bodů R jsou si navzájem rovny, t. j . bod Q 
1 n + l 

je středem (n — l)-koule opsané simplexu R, ..., R. 
Z vět 19, 25 a 27 plyne ihned věta: 

Věta 30. Těžiště a Lemoinův bod simplexu jsou body isogonálně sdružené. 
Závěrem této části bych podotkl, že pomocí věty 18 můžeme tvořit libovolně 

miioho význačných bodů simplexu, na př. bod 

Cx = (cl5 c2, ..., cn+1) , kde cť = 2 *a > <?2 = (4> <%> •••><£ + -.) atp. 
3 

Některé takové body jsou (obecně) lineárně nezávislé, některé jsou vždy lineár
ně závislé, na př. bod C2 a body D = ,(dl9 ..., dn+1), D' = (d[, ..., dn + 1), kde 
di = 2e?í» ď'i = 2 ei*eu> ̂ e^i vždy v přímce (nebo dokonce splývají). 

3 k,l 
k^l 

Lze dále definovat algebraické význačné body simplexu tak, že to jsou body 
o barycentrických souřadnicích <ri(eM), kde o^ja) jsou homogenní polynomy 
v cf-;- s celými koeficienty, vyhovující podmínce ve větě 17. Tak na př. těžiště, 

473 



Lemoinův bod, střed opsané (n — l)-koule, body Cl9 C2, D, D' z předchozího 
odstavce a všechny body, které z nich vzniknou isogonální transformací, 
jsou body, které mají za OÍ(ŠM) homogenní polynomy s celými koeficienty. 
Tuto problematiku zde již nebudeme rozšiřovat. Je zajímavější studovat speci
ální simplexy, což učiníme ve třetí části. 

Резюме 

ГЕОМЕТРИЯ СИМПЛЕКСА В Еп II 

МИРОСЛАВ ФИДЛЕР, (М^̂ о81аV ШеД1ег), Прага. 

(Поступило в редакцию 20/Х1 1954 г.) 

В настоящей второй части работы, первая часть которой была опублико
вана в журнале Савор18 рго рёайоуйп! таЪетатлку 79 (1954), 297—320, 
прежде всего дается для т 1> 0 целого определение понятия допустимого 
отображения т-го порядка в евклидовом ^-мерном пространстве Еп. Это 
такое отображение у>, которое всякой упорядоченной системе т + 1 точек 
Аг, А2, ..., Ат+Х из Еп ставит в соответствие некоторое множество <р(Аг, 
А21 ..., Ат+1) из Еп (т. е. из Еп, пополненного несобственными точками) 
так, что если Т есть изометрическое отображение Еп, то 

<р(ТАг,ТА%, ...,ТАт+1) = Тср(Аг,А2, ...,Аш+1) . 

Если, далее, -Г — фиксированная система т -)- 1 точек Аг, А21 ..., Ат+1 

из ЕП1 то множество точек М С Еп называется избранным множеством от 
27, если существует допустимое отображение ср т-го порядка так, что 

М = <р(А<1,А^...,А4т+1) 

для любой перестановки гг, ..., гт+1 индексов 1, ..., т + 1. Под избранным 
множеством симплекса мы понимаем избранное множество его вершин. 

В работе далее изучается множество всех собственных избранных точек 
(т. е. избранных одноточечных множеств) симплекса в Ег и доказывается, 
что оно образует линейное пространство Л образованное следующим 
образом: 

Группа автоморфизмов симплекса 27 (т. е. труппа тех изометрических 
отображений в Еп, при которых множество вершин 0 1 ? ..., Оп+1 симплекса 
остается без изменения) изоморфна некоторой группе перестановок ин
дексов 1, . . . ,п + 1, так как каждое отображение Т взаимно однозначно 
соответствует перестановке %,..., гп+1 такой, что ТОк = 01к. Обозначим 
через Тх центр тяжести множества тех верших от 27, которые отмечены ин
дексами одной системы транзитивности $ л упомянутойг группы перестано-
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BOK. Tor^a A 6y%eT jiHHeitabiM npocTpaHCTBOM, o6pa30BaHHiJM BCCMH Tx 

ftJIH BCeX CHCTCM TpaH3HTHBHOCTH $A. 
B noejieftyioiiiHx TeopeMax H3y^aeTCH MHOJKCCTBO Heco6cTBeHHHx H36paHHHx 

ToneK, co6cTBeHHHX H36paHHHX npHMHx H H36paHHHx runepnJiocKocTeii. 
JJjIH nOJIHOTM H B IieJIHX HCnOJIb30BaHHH B TpeTbeft HaCTH npHBO^HTCH He-
KOToptie H36paHHMe TOHKH H n36*paHHBie MHomecTBa, HBJiHiouTHecH o6o6meHjfeM 
HeKOTopbix H36paHHi>ix (3aMe^aTejibHfcix) ToneK TpeyroJibHHKa, H o6cy:>K,rj;aioTCfl 
HX CBOHCTBa. B 3aKJIK)HeHHe nccjie^yeTCH H30rOHaJIbHOe CpOftCTBO B CHMnJieKCe 
M #0Ka3HBaeTCH, Mernjiy npo^HM, HTO H3oroHa«nbHo eonpmKeHHLie TOHKH HBJIH-

IOTCH $0KycaMM rjinepKBajrpHK BpaujeHHH, KacaioniHxcH Bcex (n — l)-MepHHx 
rpaHeii CHMmieKca. 

S u m m a r y 

GEOMETRY OF THE SIMPLEX IN En (2nd part) 

MIROSLAV FIEDLER, Prague. 

(Received November 20, 1954.) 

In the present paper (first part is published in Casopis pro pestovani mate-
matiky 79 (1954), 297—320) we begin with the definition of an admissible 
mapping in the Euclidean n-space En. We say that <p is an admissible mapping 
of degree m (m ^ 0 an integer) in En if for every ordered set of m -f- 1 points 
Al9 ..., Am+1 e En <p(Al9 ..., Am+1) is a subset of En (i. e. En completed with 
improper points) such that, for every isometric mapping T of En, 

<p(TAv ...,TAm+l) = T <p(Av . . . . Am+1) . 

Let E be a set of fixed points Av ..., Am+1 e En. We say that a set M c En is 
a distinguished set of Z if there exists an admissible mapping <p of degree m 
such that 

M = <p(Aii9...,Ait)i) 

for every permutation iv ..., im+1 of 1, ..., m + V A set is a distinguished set of 
a simplex in En if it is a distinguished set of its n -f- 1 vertices. 

Theorems 16—20 show that the set of all proper distinguished points (i. e. 
distinguished one-point-sets) of the simplex is a linear space A formed the 
following way: 

The group of all automorphisms of the simplex (i. e. the group of all isometric 
transforms in En preserving the set of all vertices Ov . . . , On+1 of the simplex) is 
isomorphic to a permutation group of indices 1, ..., n + 1, since for every such 
transform T there exists exactly one permutation iv . . . , in+1 such that TOk = 
= Otjfc. Let us call transitivity systems of the vertices the sets SA of those ver-
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tices of the simplex whose indices belong to one of the transitivity systems of 
the permutation group. Then A is the linear space generated by all the centres 
of gravity Tx of the transitivity systems 8A (theorem 20). 

In the following theorems the sets of all improper distinguished points, pro
per distinguished lines, and distinguished hyperplanes are studied. For the sake 
of completeness and for the use in the third part some special distinguished 
points and distinguished sets are mentioned. 

Finally the isogonal relationship in the simplex is studied. In theorem 28 is 
proved that isogonally associated points are foci of hyperquadrics of rotation 
touching all the faces of the simplex. 
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