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LA SUBSTITUTION DANS LES INTEGRALES 
DE RIEMANN-STIELTJES 

MILOSLAV JûzA, Praha 

(Reçu le 17 novembre 1987) 

Summary. Dans ce travail, on prouve quelques théorèmes sur la substitution dans les intégrales 
de Riemann-Stieltjes. En règle générale, on ne prouve ces théorèmes que pour le cas où on peut 
transformer l'intégrale de Riemann-Stieltjes en intégrale de Riemann; toutefois, dans ce travail-ci, 
ils sont prouvés pour le cas général. 
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L'intégrale de Riemann-Stieltjes est définie — comme on sait — de la façon 
suivante (voir par ex. [ l ] , chap. X, § 7, [2], chap. VIII, § 6, [3], chap. XI, § 6, [4], 
définition 1): 

Ayons des fonctions (réelles finies) f, g définies dans un intervalle <a, o>. Ayons 
une partition 

(1) 3: a = t0 < tx < t2 < . . . < tn = b 

de cet intervalle; désignons 

\3\ = max (*- - *,_,.). 
i = 1 ,...,n 

Ayons n nombres 

(2) T= ( T J , . . . , ^ ) , pour lesquels T,e Oi-n '/> • 

Désignons 

(3) S(/, g; 9, T) = tf^Mu) ~ g(U-i))-
i=-l 

S'il existe un nombre A tel que pour chaque e > 0 il existe un ô > 0 tel que 

\$(f9g;a9T)-A\ <s 

pour toutes les partitions 3 avec \&\ < ô et pour tous les n nombres satisfaisants (2), 
le nombre A est appelé intégrale $b

afdg. 
Si f est bornée et g(t) = t9 il s'agit de l'intégrale de Riemann. Si f est bornée et g 

possède la dérivée continue, on peut convertir cette intégrale en une intégrale de 
Riemann. 
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Pour les intégrales de Riemann-Stieltjes on prouve le théorème sur l'intégration 
per partes, analogue au théorème correspondant sur les intégrales de Riemann: 

\bafàg + Jî g d/ = f(b) g(b) - f(a) g(a) ; 

s'il existe une des deux intégrales, la seconde existe aussi. Mais la généralisation du 
théorème sur la substitution n'est pas étudiée en règle générale. On étudie au plus 
les cas où l'intégrale de Riemann-Stieltjes peut être transformée en une intégrale 
de Riemann. C'est pourquoi nous allons étudier cette généralisation dans le travail 
présent. 

Nous allons partir du 

Théorème 1. Soient f, g des fonctions continues sur <a, b>, g avec la variation 
bornée sur <a, by,soit cp une fonction définie sur (c, d)et y ayant la dérivée bornée 
et soit g(t) e (C, d) pour tout t e <a, b>. Alors1) 

(4) Sbfd(cp o g) = \af(cp' o g) dg , 

s'il exists Vintégrale à droite. 
Le théorème 1 est une conséquence facile du théorème suivant que nous allons 

prouver au lieu du théorème 1 : 

Théorème 2. Soient f, g des fonctions continues sur <a, b>, g avec la variation 
bornée sur <a, by,soit cp une fonction définie sur <c, d> et ayant la dérivée bornée 
sur (c, d) et soit g(t) e <c, d} pour tout t e <a, b>. Une fonction \j/ soit définie sur 
<c, d} et soit \JJ(X) = (p'(x) pour x e (c, d). Alors 

(5) \b
afd(<pog) = \af(^og)dg, 

s'il existe l'intégrale à droite. 

D é m o n s t r a t i o n . Désignons A = Jaf(^ ° g) dg. Soit e > 0. Il existe un ^ > 0 
tel que 

(6) | ^ - S ( f ( ^ o a ) , a ; ^ , T ) | < i e si \s\ < ôx . 

La fonction cpr est bornée sur (c, d), alors i/> est bornée sur <c, d}, |^(x)| ^ M 
pour tout x e <c, d>. Soit Via variation de la fonction g sur <a, b> et posons N = 
= max (1, MV). La fonction f étant continue sur <a, b>, il existe un ô2 > 0 tel que 

(7) | f ( u ) - f ( v ) | < e / 2 N si ue<a,b>, ve<a,b>, \u - v\ < ô2 . 

Soit Q) la partition de l'intervalle <a, b> définie par (l) et soit T une suite de n 

1) Nous désignons par cp o g la fonction défine par 

(V c g) 0) = (p(g(t)) , 

114 



nombres satisfaisant (2). Si [.(?[ < ô = min (O\, <52), nous obtenons 

(8) |S(/, <pog;9,T)-A\ = \ _ J ( T , ) (<p(g(t,)) - <p(g(t,-t))) - A\ . 
i= 1 

Pour chaque f = 1, . . . , n il existe un f/f entre g(f,_i) et g(tf) tel que 

(9) <p(g(t,)) - <p(g(u-x)) = *(*,)(g(h) - g(u-t)) • 

Pour g(t() 4= g(*;-i) cela découle du théorème des accroissements finis et de la rela
tion i/>(x) = (p'(x) pour x e(c , d). Si g(t{) = g(f,_i), alors les deux côtés de (9) sont 
zéro. La fonction g étant continue, il existe des nombres çf tels que 

(10) m = g(Zd> « i - i = ïiè"i-

Étant |__?| < (5, on a ff — ?,_! < <5, alors aussi |rf — çf | < <5 _g <52, alors d'après (7) 

on a 
(11) | / ( T , ) -f(Q\<sj2N, , = l , 2 , . . . , n . 

Désignons E = ( { . , . . . , .„). Selon (8), (9), (10), ( i l ) et (6) on obtient 

|S(/, <pog;9,T)-A\ = \ _ . / ( T , ) «%•) (g(t,) - _.(.,_.)) - A| <. 
i = l 

--liAT,)*^,))^,)-^,.!))-
i = 1 

-_:/(^)'A(^,))(0('.)-^.-1))i + 
i = l 

+1 £/(£.) ^(5,)) (»(',) - -o,-i)) -A\< 
i = 1 

= î |/(t,) -/(«,)| • \Mt,))\ • Mu) - 9(u-t)\ + 
i = 1 

+ |S(/(* o g), g; 2, E) - A\ < ±-. M _ \g(t,) - _•(.,_.)| + 
2N i = i 

+ e/2 <: eMV/2N + e/2 = e , 

ce qui signifie 

A = r.fd(<pog). 
R e m a r q u e 1. On prouve aisément que l'intégrale à côté gauche de (4) toujours 

existe si les fonctions f, a, cp satisfont les conditions du théorème 1 (parce que cp 
satisfait ensuite la condition de Lipschitz et cela entraîne que cp o g jouit de la varia
tion bornée sur <a, b>). Mais il est possible que, ces conditions étant remplies, 
l'intégrale à côté droite de (4) n'existe pas; cela est montré par 

Exemple 1. Soit f = 1, g(t) = t et soit cp une fonction avec la dérivée bornée cpr 

sur <a, b> telle que cp' n'est pas intégrable au sens de Rierrann sur <a, b> (une telle 
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fonction existe, voir [2], chap. V, § 5, page 146). Alors 

\afd(<pog) = <p(b)-<p(a), 

mais 

$bJ((p'ag)dg = \b<p' 

n'existe pas; les conditions du théorème 1 pour / , <p, g sont remplies. 
Si nous supposons l'existence des deux intégrales dans (4), les suppositions du 

théorème 1 peuvent être beaucoup affaiblies. Cependent, on a 

Théorème 3. Ayons des fonctions / , g définies sur <a, b>, g continue sur <a, b>, 
soit <p une fonction dérivable sur (c, d) et soit g(t)e(c,d) pour chaque te <fl,b>. 
Alors (4) a lieu, si les deux intégrales existent. 

D é m o n s t r a t i o n . Parce que les deux intégrales dans (4) existent il suffit de 
construire une suite de partitions 

(12) Sk: a = tk§0 < tkA < . . . < * M k = b 

telle que lim \@k\ = 0 et une suite Tk de systèmes finis de nombres réels pour lesquels 
on a fc-°° 

(13) Tk = \Tkil, . . . , Tk nk) , Tkfie Ok,i-l> '*,i) ' 

(14) S(/, <p0g;3k9 Tk) = S(f(<p' 0g)9g; ®k9 Tk) . 

Soit 3k une partition arbitraire (12) de l'intervalle <a, b> telle que \@k\ ^ l/k. 
Il existe des nombres t]ki entre g(tkti-1), g(tkfi) tels que 

<p(g(h,d) - <p(g{h,i-i)) = <p%ti)(g(tk,i) - g(h,i-i)). 

La fonction g étant continue, il existe des nombres Tki9 aki^1 ^ rkJ = aki9 tels que 
t]ki = g(?k,i)' Définissons Tk par (13) avec Tki ainsi définis. Nous obtenons 

Чf(<p' o g), g; @к9 тк) = Z / ^ . І ) <P'{g(ч,ò) (ø('м) - g('м-i))> 
І = I 

Пк 

S(f9 <p0 g; ®k9 Tk) = £ / ( т м ) (<p(g(tк9І)) - <p(g(h,i-i))) = 
i=l 

Пк 

= E Д т f c , i ) ф ' ( ^ , ř ) ( ^ , i ) - g(Һ,i-i)) = 
І=I 

Пк 

= I / k i l f W ч K è . i ) - øtøu-i))> 
alors (14) a lieu. 

L'hypothèse de la continuité de g dans le théorème 3 ne peut pas être omise, 
même si nous supposions que / est continue et que <p possède la dérivée continue. 
Cela certifie 
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Exemple 2. Soit a = 0, b = 1, c = - 1 , d = 3,f = 1, <p(x) = x2 - ± x \ g(t) = 2 
pour í > 0, q(0) = 0. Si nous désignons <P(t) = <p(g(t)), nous avons <£>(t) = 4 - § = 
= f pour í > 0, 0(0) = 0, p'(x) = 2x - x2, <p'(g(i)) = 0 pour t = 0, alors 

í > / d ( 9 o g ) = íod<ř = t , 

í « f ( ^ o g ) d g = í 0 0 d g = 0 . 

Si y est un nombre réel et si nous posons cp(x) = xy, nous obtenons ce cas spécial 
du théorème 3 (le cas y = 0 qui ne découle pas du théorème 3, est trivial): 

Théorème 4. Soient f, a des fonctions définies sur (a, b), a continue sur (a, b>. 
SO/t y un nombre réel. Dans le cas y < 1 soit g(t) > 0 pour tout t e (a, b). Alors 

(15) iïfà(9y) = y\baf9y-ià9, 

si les deux intégrales existent. 

R e m a r q u e 2. Les deux intégrales dans (15) existent toujours si f et g sont con
tinues et g a la variation bornée dans (a, b). 
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S o u h r n 

SUBSTITUCE V RIEMANN-STIELTJESOVÝCH I N T E G R Á L E C H 

MILOSLAV JŮZA 

V článku je odvozeno několik vet o substituci v Riemann-Stieltjesových integrálech. Tyto 
vety jsou zpravidla dokazovány jen pro případ, že se Riemann-Stieltjesův integrál dá převést 
na Riemannův, zde však jsou dokázány obecně. 

Pe3K)Me 

n O ^ C T A H O B K A B H H T E r P A J I A X PHMAHA-CTHJITbECA 

MILOSLAV JŮZA 

B CTaTbe ,ZJOKa3bIBaeTCfl HeCKOJIbKO TeopeM O nOflCTaHOBKaX B HHTerpaJlaX pHMaHa-CTKjiTbeca. 
3 T H TeopeMti O6BIMHO AOKa3biBaK>TCfl TOJibKO fljiH cjrynaH, Kor^a HHTerpaji PHMaHa-CTHJiTbeca 
MO5KHO nepeBeeTH Ha HHTerpaji PnMaHa, HO 3/iecb OHH 7ioKa3biBaioTCíi jxnsi oôinero cjiynaíi. 

L'adresse de Vauteur: Sasanková 2655, 106 00 Praha 10 - Záběhlice. 
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