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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 108 (1983), Praha 

(2, п) - ЗВЁЗДНО ТРАНЗИТИВНЫЕ ГРАФЫ 

Л. Л. Великович, Гомель 

(Поступило в редакцию 17/VIII. 1981 г.) 

Во многих работах [1, 2, 7, 8] изучаются графы, группы автоморфизмов 
которых обладают определенными свойствами транзитивности. Настоящая 
статья продолжает исследования, начатые в [3 — 6]. 

Под графом С = (У(С)9 Х(С)) будем понимать связный обыкновенный граф 
[7] с множеством вершин ^ С ) и с множеством рёбер Х(С). Группу автоморфиз
мов графа С будем обозначать Аи1 О. Вершины и рёбра графа называют [8] 
его элементами. 

Пусть 7?0-некоторое га-арное отношение на множестве вершин, а 7^-некоторое 
п-арное отношение на множестве рёбер графа С9 инвариантные относительно 
автоморфизмов (т9 п ^ 1). Обозначим через Н(т9 п9 Я09 Я19 С) множество 
упорядоченных наборов (и19 ...9ит9 х19 ..., хп) различных элементов графа 09 

где и( е У(С)9 x^ е Х(С)9 причём ни одна вершина и{ не инцидентна ни одному 
ребру х] (I ^ г ^ т9 1 ^ 1 ^ и), вершины и19 ..., ит находятся между собой 
в отношении Я09 а рёбра х19 ...9хп — в отношении I?!. Обозначим через Н(т9 п9 

Я09 Я19 С) множество, полученное из множества Н(т9 п9 Я09 Я19 С) отождествле
нием всех наборов, отличающихся только порядком следования вершин. 

В случае т = 1 (п = 1) условимся, что отношение К0 (соответсвенно Яг) 
является тождественным отображением множества У(С) (соотвественно Х(С)) 
на себя. Тождественное отображение множества У(С) будем обозначать 
через е0, а множества Х(С) через ех. 

Группу подстановок, индуцируемую группой автоморфизмов графа С на 
множестве Н(т9 п9 Я09 Я19 С) (Н(т9 п9 Я09 Я19 0))9 будем обозначать через 
Г(т9 п9 Я09 Я19 С) (соответственно через Г(т9 п9 Я09 Я19 О) и называть (т9 п9 

Я09 Я^ — неинцидентной (соответственно (т9 п9 Я09 Ях) — неинцидентной) груп
пой графа О. Граф С назовём (т9 п9 Я09 Ях) — транзитивны м(соответственно 
(т9 и, Я09 Я^ — транзитивным), если группа Г(т9 п9 Я09 Я19 С) транзитивна 
[10] на множестве Н(т9 п9 Я09 Я19 С) (соответственно группа Г(т9 п9 Я09 Я19 С) 
транзитивна на множестве Н(т9 п9 Я09 Я19 С)). 

Будем говорить, что вершины и19...9ит находятся в отношении а0 если 
любые две из них смежны, и что рёбра х19..., хп находятся в отношении ои 

если все эти рёбра инцидентны одной вершине. Граф С назовём (т9 п) — звёзд-
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но транзитивным ((т, п) — звёздно транзитивным), если С является (т, п, 
с0, а^) — транзитивным (соответственно (т, п, с0, сх) — транзитивным). Ранее 
автором рассматривался случай, когда т = Г [3 — 6]. В настоящей статье 
рассматривается случай т = 2. Полностью описываются (2, 1), (2, 2) — звёздно-
транзитивные графы, а также (2, п) — звёздно транзитивные регулярные [8] 
графы для любого п. 

Несмежные рёбра графа будем называть параллельными. Двойной звездой 
называют [9] граф, представляющий собой объединение двух непересекающих
ся звёзд [8] с добавлением ребра, соединяющего их центры. Если исходные 
звёзды содержат соответственно к и I рёбер, то полученную двойную звезду 
обозначают 5(к, /). 

Теорема 1. [5] Граф О порядка р = 4 будет (2, 1) — звёздно транзитивным 
тогда и только тогда, когда О принадлежит к одному из следующих типов 
графов: 

C5; K,\ Km>n{m, n>2), Kp_2 u K2 ( Ï - І ; И 
Дoкaзaтeльcтвo. Пycть w є V(G), x = w^w2 є X(G), пpичëм w и x нe инци-

дeнтны. Oпpeдeлим paccтoяниe d*(u, x) мeждy w и x cлeдyющим oбpaзoм: 
d*(u, x) = {d(u, Wj); d(u, w2)} [3], гдe d(u, w^) — paccтoяниe мeждy вepшинaми 
u, wř (i = 1,2) [8]. Пycть y = v^v2 — peбpo гpaфa G, пapaллeльнoe peбpy 
x = wxw2. Oпpeдeлим paccтoяниe d**(x, y) мeждy pëбpaми x, y кaк нeyпopядo-
чeннyю пapy {d*, d*}, гдe d* = d*(wг, y), d* = d*(w2, y). Oчeвиднo, ecли 
G — (2, 1) — звëзднo тpaнзитивeн, тo paccтoяниe мeждy любыми двyмя пapaл-
лeльными pëбpaми oднo и тo жe. Пoэтoмy diam G _ 3, гдe чepeз diam G мы 
oбoзнaчaeм диaмeтp гpaфa G [8]. Ecли diam G = 1, тo G = Kp. Taк кaк G — 
— (2, 1) — звëзднo тpaнзитивeн, тo H(2, 1, G0, є l 5 G) ф 0 и G coдepжит нe бoлee 
двyx pëбep, кaждoe из кoтopыx cмeжнo co вceми ocтaльными pëбpaми. 

Пycть diam G = 2. Boзмoжны тpи cлyчaя. 
I. Для любoгo peбpa гpaфa G cyщecтвyeт пapaллeльнoe. 
Пycть G ф C5. Пpeдпoлoжим, чтo гpaф coдepжит тpeyгoльник uxuгuъ. Toгдa 

в гpaфe cyщecтвyeт peбpo u-o (1 — i = 3), инцидeнтнoe oднoй из вepшин тpey-
гoльникa. Пycть, нaпpимep, i = 3, и пycть Ĝ  = <wl9 w2, w3, v} [8]. Из g(Gj = 4 
cлeдoвaлo бы, чтo d**(w!W2; vw3) ф d**(vuъ; wtw2). Пoэтoмy q(Gj = 5. Ecли 
бы Gx = K4, тo G = Kp. Cлeдoвaтeльнo, Ĝ  = K4 — x. B cилy (2, 1) — звëзднoй 
тpaнзитивнocти вce пoдгpaфы гpaфa G нa чeтыpëx вepшинax ecть K4 — x. 
A этo вoзмoжнo тoлькo тoгдa, кoгдa G = K4 — x, чтo пpoтивopeчит ycлoвию 
paccмaтpивaeмoгo cлyчaя. Знaчит, G нe coдepжит тpeyгoльникoв, a cлeдoвaтeль-
нo, и пpocтыx циклoв длины пять c диaгoнaлями. 

Пpeдпoлoжим, чтo гpaф coдepжит пятиyгoльник бeз диaгoнaлeй U^U^U^UĄU^ 

Taк кaк G ф Cs, тo в гpaфe cyщecтвyeт peбpo, инцидeнтнoe тoлькo oднoй из 
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вершин пятиугольника. Пусть, например, х = и^ и пусть С2 = <н1? и2, и3, 
м4> и59 V}. Так как граф не содержит треугольников, то ̂ (02) _ 7. Рассмотрим 
возможные случаи. 

I. а(02) = 6. Тогда </**(х, 2) = {{1, 2}; {2, 2}} * </**(х, г) = {{2, 2}: {2, 2}}, 
где х = и^9 у = ихи59 2 = м1и2, * = м2м3-

2. д ( е 2 ) = 7. 

а) и2<; е Х(02)9 а**(х, 2) = {{1, 2}; {1, 2}} Ф 4**(у9I) = {{1, 2}; {2, 2}}. 

б) и^еХ(02)9 й**(у91) = {{1,2}; {2,2}} Ф <***(*, г) = {{1,2}, {1,2}}, где 

2 = И 3

М 4 -

Итак, граф не содержит простых .циклов длины пять. Покажем, что С не 
содержит простых нечётных циклов длины = 7 . Пусть и19 и29 и39 м4 — вершины 
графа С, причём и1 смежна с м Н 1 (1 _ / ̂  3). Тогда, очевидно, их смежна с м4. 
Пусть теперь с2л+1-нечетный цикл длины _7 графа С с множеством вершин 
{иЦ, 1 ;= г й 2п + 1, где и{ смежна с и1+1 и суммирование производится по 
шос1 (2п 4- 1). Тогда вершина их должна быть смежной с вершиной м4, 
а значит, с вершиной и6 и, следовательно с вершиной н8 и т.д. Поэтому и1 

должна быть смежной и с вершиной и2п. Следовательно, граф О содержит 
треугольник ихи2пЛЛи2п9 что невозможно. Итак по теореме Кёнига [7,8], 
О — двудольный граф, а так как в рассматриваемом случае сНат С = 2, то 
С = Кт,п(гп = 2, л = 2). 

II. Граф содержит точно одно ребро х, смежное со всеми остальными рёбрами. 
Предположим, что граф содержит треугольник V^V2V3. Тогда ребро х должно 

принадлежать этому треугольнику. Пусть, например, х = V^V2и пусть у — реб
ро графа С9 не принадлежащее треугольнику V1V2V3. Тогда у = V^и1 (*' = 1,2). 
Пусть, например, у = V2и^. По условию рассматриваемого случая в графе 
должно существовать ребро т. = V1и29 инцидентное вершине 1̂ . Пусть их Ф и2. 
Рассматривая подграф 63 = <у^2Р39

 иг> к а к и в случае 1, заключаем, что 
^(С3) = 5. Следовательно, и2р2 е Х(0). К аналогичному заключению приходим, 
рассматривая подграф С4 = (V19V29V39и1^У : м ^ е Х(С). Значит, граф 6 со
стоит из р . 2 треугольников, имеющих общее ребро: 

С = Кр-2 и К2 . 

Допустим теперь, что граф не содержит треугольников. Пусть V1V2V3 — диа
метральная цепь графа О. Тогда х = V2и. Очевидно, граф должен иметь ребро 
у = ии>, неинцидентное вершине V29 и й{ри н>) = 1 или Л{ри и>) = 2. И в том 
и в другом случае С содержит ребро, параллельное х. Противоречие. 

III. Граф содержит два ребра, каждое из которых смежно со всеми осталь
ными рёбрами. 

В этом случае С = К1$р^1 + х [8] — граф, полученный из звезды 2С1)Р-1 
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добавлением ребра х при неизменном числе вершин. Но этот граф не является 
(2,1) — звёздно транзитивным. 

Пусть теперь (Наш 0 = 3. Тогда легко видеть, что С не содержит простых 
циклов длины :_7. Покажем, что С не содержит простых циклов. Доказа
тельство проведём индукцией по длине циклов. 

Допустим, что С не содержит простых циклов Ск, где к ^ п — 1, п = 8. 
Тогда граф не содержит простых циклов Сп с диагоналями. Предположим, что 
граф содержит цикл Сп без диагоналей. Так как сИат Сп = 4 при п = 8, то концы 
этого диаметра в графе должны быть соединены простой цепью длины ^ 3 . 
Учитывая, что при п = 8 справедливо неравенство п > 3 + [и/2], где [г] — 
целая часть числа г, получаем, что С содержит простой цикл длины < п. А это 
противоречит предположению индукции. Таким образом, С не содержит 
простых цыклов и, значит С — дерево [7]. 

Возможны два случая. 
1. Для любого ребра графа существует параллельное. 
Пусть V^V2V3V4. — диаметральная цепь графа С и пусть у = ихи2 — ребро 

графа, параллельное ребру V2VЪ. В силу диаметральности (рх — 1>4) — цепи 
(^е&V^ = (\е%V2 = 1. Следовательно, ребро у параллельно ребру х = V^V2. 
Так как */**(х, у) = {{1,2}; {2, 3}}, то вершина г;2 должна быть смежной с одной 
из вершин иии2, что невожможно. 

2. Существует точно одно ребро х, смежное со всеми остальными рёбрами 
графа. 

Пусть опять (рх — VI) — диаметральная цепь графа С. Тогда х = V2VЪ. 
Любое ребро у ф х графа должно быть инцидентно одной из вершин V2, Vъ. 
Пусть, например, у = V2и. Если ёе§н — 2, то есть существует ребро 2 Ф у, 
инцидентное вершине и, то второй конец этого ребра должен совпадать с V3. 
Значит, С содержит треугольник, что невозможно. Поэтому с1е§ и = 1 и все 
рёбра отличные от х, должны быть висячими. Следовательно, С = 8(к, I) — 
— двойная звезда. Учитывая, что С — (2, 1) — звёздно транзитивен, получаем, 
что С = 5(р/2- 1;р/2- 1). 

Обратное утверждение теоремы устанавливается непосредственной про
веркой. 

Для формулировки теоремы 2 нам понадобятся следующие обозначения. 
Граф, полученный из графа С подразбиением [8] ребра х, будем обозначать 
через 0х. Через С будем обозначать граф Сх для некоторого х при условии, что 
для любых рёбер х, у графа С графы 0х и С* изоморфны. 

Теорема 2. Граф С порядка р = 5 будет (2, 2) — звёздно транзитивным 
тогда и только тогда, когда С принадлежит к одному из следующих типов 
графов: 

С5; Кр; Кт>п; Кр~2 и К2; К1р-Х + х; К1 >р_2; М-- — 1; - — 1 1 . 
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Доказательство. Возможны три случая. 

1) Для любого ребра графа С существует параллельное. 
Предположим, что граф содержит такое ребро х9 для которого существует 

только одно параллельное ребро у. Очевидно, С содержит ребро 2, смежное с х, 
параллельное у. В силу (2, 2) — звёздной транзитивности С рёбра х и 2 подобны. 
Значит, у — единственное ребро С9 параллельное 2. Поэтому все остальные 
рёбра графа должны быть смежными с каждым из рёбер х, г. 

Допустим, что рёбра х, 2 принадлежат одному треугольнику. Пусть X — 
— третье ребро этого треугольника. Очевидно, х подобно X. Следовательно, у — 
— единственное ребро графа, параллельное X. Значит, каждое из остальных 
рёбер графа должно быть смежным с каждым из рёбер х, 2, х9 что невозможно. 
Следовательно, рёбра х, г не принадлежат одному треугольнику. Ребро у 
является либо висячим, либо невисячим ребром графа С. В первом случае граф 
содержит одно ребро, смежное со всеми остальными рёбрами, а во втором — 
два таких ребра. Однако и то и другое противоречит условию рассматрива
емого случая. 

Таким образом, для любого ребра графа С существует не менее двух парал
лельных. Покажем, что для каждого из двух параллельных друг другу рёбер 
существует ребро, смежное с ним и параллельное второму ребру. Действитель
но, пусть х и у — параллельные рёбра графа и предположим, что не существует 
ребра, смежного с х и параллельного у. В силу связности О найдется ребро Х9 

смежное с х. Тогда X также будет смежным и с у. Пусть 2 — ребро графа С, 
параллельное ребру у и отличное от х. Если бы г было смежным с х, то оно 
должно было бы быть смежным и с у. Следовательно, 2 параллельно х. Но 
тогда упорядоченные тройки (г9 х, х) и (г, у9 х) подобны, а значит, подобны 
и рёбра х, у. 

Поэтому всякое ребро, смежное с у, должно быть смежным и с х. Следова
тельно, р(0) = 4. Противоречие с р(С) = 5. 

Пусть (х1,у1) и (х2, у2) — упорядоченные пары параллельных друг другу 
рёбер. Тогда по только что доказанному существуют ребра г19 г2 такие, что г{ 

смежно с у1 и параллельно х( (I = 1, 2). Но тогда упорядоченные пары (х1? ух) 
и (х2, у2) подобны. Следовательно, граф С — (2, 1) — звёздно транзитивен. 
Значит, по теореме 1 С является одним из следующих графов: 

Cs; Kp; Km>n{m, n ^ 2), Kp.2 u X2; S G£-*H-
Но два последних графа не удовлетворяют условию рассматриваемого случая. 

2) Граф С содержит только одно ребро х, смежное со всеми остальными 
рёбрами. 

Пусть х = м к пусть {)><}, {г(} — множества рёбер, инцидентных вершинам 
им соответственно. Если ни одно ребро совокупности {у(} не смежно ни с одним 
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ребром совокупности {г(} и С Ф К\р„2, то из (2, 2) — звёздной транзитивности 
графа С вытекает, что С = 5(р/2 - 1; р\2 — 1). 

Пусть теперь ув{у^, -^е{г̂ } и у, г смежны. Очевидно, {у(} \ {у} ф 0, 
{г,} \ {г} Ф 0. Пусть / е {у^ \ {у}. Из (2, 2) — звёздной транзитивности графа 
вытекает, что у' должно быть смежным с некоторым ребром г' е {г(}А {г}. 
Следовательно, граф в этом случае состоит из р — 2 треугольников, имеющих 
общее ребро: 

С = К р _ 2 и К 2 . 

3) Граф С содержит два ребра, каждое из которых смежно со всеми осталь
ными ребрами. 

В этом случае О = К19Р^1 + х. 
Обратное утверждение теоремы устанавливается непосредственной про

веркой. 

Определим бесконечную серию графов, которые мы будем называть пента-
графами, следующим образом. Рассмотрим некоторое конечное множество 
циклов длины пять (пятиугольников). (Мы считаем, что это множество содер
жит не менее двух циклов). Пронумеруем вершины каждого пятиугольника 
цифрами от 1 до 5. Вершины пятиугольников, обозначенные одной и той же 
цифрой, будем называть соответствующими. Соединим каждую вершину 
любого из данных циклов с двумя вершинами любого другого цикла, которые 
смежны с соответствующей ей вершиной. Полученный граф будем называть 
пентаграфом. Минимальный пентаграф содержит 10 вершин, 20 рёбер и явля
ется регулярным графом степени 4 (см. [11], приложение 2, с. 40, № 58, где 
перечислены остальные свойства этого графа). В общем случае пентаграф, 
степень которого п, содержит 5п/2 вершин и 5п2/4 рёбер. 

Теорема 3. Регулярный граф О степени п ^ 3 будет (2, п) — звёздно транзи
тивным тогда и только тогда, когда О — пентаграф. 

Доказательство. Пусть С — регулярный (2, п) — звёздно транзитивный 
граф порядка р ^ п + 3 и пусть и — произвольная вершина графа С, а Щи) = 
= {1>!, V2,..., Vп} — окрестность вершины и [8]. Обозначим хг = мь е Х(6) 
(г = 1, 2, ..., п) и пусть у — ребро графа С, параллельное каждому из рё
бер *,.. Очевидно, наборы (у, хи х2, ..., хп), (у, хь хр ..., хп) е Н(2, п, с0, <г19 О), 
\{г,],..., к}\ =-= п. Поэтому существует автоморфизм, переводящий первый из 
них во второй. При этом упорядоченная пара вершин {и19 V2) переходит в упоря
доченную пару вершин (и(9 V^). Значит, Аи1 О дважны транзитивна [10] на 
множестве Щи) и либо {Щи)} = Кп, либо (Щи)} = К„, где (Щи)} — подграф 
графа С, порожденный множеством вершин М(и) [8]. Если (Щи)} = Кп, то 
<^[и]> = Кп+1, а так как С — регулярный граф степени и, то С = Кп+1. Про
тиворечие с р(6) ^ п + 3. Следовательно, (Щи)} = Кп. 
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Предположим, что йтт С = 4, и пусть и — конец диаметральной цепи 
т^1щщ . . . . Очевидно, наборы (у19 х19 х29 ..., хп)9 (у29 х19 х29 ..., хп) е 
еН(29 п9 а09 а19 С)9 где у1 = XV ̂ 29 у2 = и>2и'3. Поэтому существует автомор
физм, переводящий первый из них во второй. При этом пара (и9 у^ должна 
перейти в пару (и,у2)9 что невозможно, ибо й*(и9 у х) = {2,3} Ф {3,4} = й*(и,у2). 
Поэтому йггт С ^ З . 

Пусть сЦат С = 3 и пусть и — конец диаметральной цепи м^и^и^. Наборы 
(у, *ь *2> •••> */»)> С)7» ХР х2> •••> хй) е Н(29 п9 (Г0, <т, С), где у = ^ 1 ^ . Поэтому су
ществует автоморфизм, переводящий первый из них во второй. При этом 
автоморфизме вершина и остаётся неподвижной, и ребро у переходит в себя. 
Так как й(и9 xV1) = 2 ф 3 = й(и9 XV2)9 то вершины м?1 и н>2 также остаются не
подвижными при данном автоморфизме. Значит, вершина и^, будучи смежной 
с вершиной V^9 будет смежной и с вершиной V^9 а следовательно, со всеми верши
нами из окрестности N(1/). Поэтому ёе§ м!х _ п + 1, что противоречит условию 
теоремы. Поэтому остаётся единственная возможность: сНат 0 = 2. 

Пусть и — вершина, х1 = т19 х2 = ш;2, ..., хп = тп — инцидентные ей 
рёбра, а у = и>1М!2 — ребро, параллельное каждому из рёбер х1 (I — г = п). 
Очевидно, й*(и9 у) = {2,2}. Предположим, что существует вершина V^еN(и)9, 
смежная с каждой из вершин уу19 >у2. Так как наборы (у9 х]9 х29 ..., хп)9 (у9 х19 

х29 ..., хп) е Н(29 п9 (709 а19 С)9 то существует автоморфизм, переводящий первый 
из них во второй, при этом вершина V^ переходит в вершину V^. Следовательно, 
вершина V^ также смежна с каждой из вершин XV19 и>2. Итак, каждая вершина 
из N(и) смежна с обеими вершинами ууь XV2 и с.е§ хиг _ п + 1, что невозможно. 
Значит, не существует вершин из Щи), смежных с обеими вершинами XV19 XV 2. 

Так как й*(и9 у) = {2,2}, то существуют вершины V^9V^еN(и)9 первая из 
которых смежна с XV19 а вторая — с и>2. Наборы (у, хь х]9 х39..., хп)9 (у9 хк9 хь 

хЪ9..., хп) е Н(29 п9 а09 о19 С)9 (1 5̂  к, I 5̂  п). Поэтому существует автоморфизм, 
переводящий первый из них во второй. При этом упорядоченная пара вершин 
(у̂ , V^) переходит в упорядоченную пару вершин Vк9 ^. Значит, каждая из вершин 
Vк9 V^ смежна только с одной из вершин XV19 и>2. Поэтому множество Щи) можно 
разбить на два класса: N(1*) = N1(и) и ^(м), N1(и) п # 2 ( м ) = 0, где N^(и) — 
— подмножество вершин из N(1*), смежных с XV1 (. = 1, 2). 

Предположим, что | ^ (м) | Ф | # 2 ( м ) | и пусть, например, |1Уг

1(м)[ > | ^ ( м ) | 
Пусть V^^9 V^29..., V^к е N1(14); V^^9 V^29..., V^^ е N2(11), где к > I. Очевидно, наборы 
(у9 х119 ..., х1к9 ..., х1п)9 (у9 х]19 ..., я,., ..., х1к9 ..., х1п) е Н(29 п9 ст0, о19 6). Поэтому 
существует автоморфизм, переводящий первый из них во второй, при этом 
ребро х1к9 а значит, и вершина 1?̂ , остаётся неподвижной. Если при этом автомо-
физме вершина XV1 остаётся неподвижной, то пара смежных вершин УV19 V^^ 

переходит в пару несмежных вершин XV19 V^^. Если же вершина XV1 переходит 
в вершину XV2, то пара смежных вершин м1^1к переходит в пару несмежных 
вершин XV29 V^к. Ни то, ни другое невозможно. Поэтому |Лгг

1(и)| = |Л/2(и)| = и/2-
Следовательно, п — чётное число. 



Так как е~е§ и^ = ёе§ н>2 = п, то существуют п/2 — 1 рёбер, инцицентных н^, 
и столько же рёбер, инцидентных вершине м>2, отличных от рёбер у, \^^(; и>21>у. 
Обозначим концы этих рёбер, отличные от н^, н>2, через 1к (1 й к ^ п — 2). 
Пусть *, е N(^0, *у е N(^2). Если предыдущие рассуждения относительно 
ребра у применить к ребру \^1 хь то получим, что вершина Хь должна быть 
смежной с каждой из вершин ^ ( н ) . Аналогично устанавливаем, что вершина (} 

смежна с каждой вершиной из N1(и). 

Предположим теперь, что 1{ = \}. Тогда согласно только что сказанному 
<1е§ \х = п/2 + 1 4- п/2 + 1 = п + 2 > п, что невозможно. Поэтому, если \ Ф I, 
го Х{ Ф 1}. Очевидно, ^ ( и ^ ) ) = <^(^2)> = Кп9 ибо в противном случае граф С 
содержал бы ребро, принадлежащее треугольнику с вершиной в N,(1*) (г = 1, 2). 
Так как Шапт С = 2, то 1 ^ с4(**, *,) <; 2, г, б Щк^, х} е ^и ! 2 ) . 

Предположим, что Л(ХЬ х}) = 2. Так как вершина г( не смежна с вершинами 
и9 и>2 и с вершинами из N1(1*), а вершина ^ не смежна с вершинами ^ ^ и с вер
шинами из ^(м), то должна существовать вершина 19 смежная с каждой из 
вершин Хь 1}. Очевидно, вершина г должна быть смежной со всеми вершинами 
из Щи). Значит, с1е§ X ^ п + 2, что невозможно. Поэтому й(х{9 Х}) = 1. Следо
вательно, каждая вершина Х1 е Щ^х) смежна с любой вершиной *,- б Щ\ч2). 

Пусть их — некоторая вершина графа О, отличная от вершин и9V^(\ ^ / ̂  п), 
™и ̂ 2> ** (1 ^ к й п — 2). Очевидно, вершина и1 не смежна ни с одной из 
вершин и19 м?19 м2,Хк (1 ^ к ^ п - 2). Так как (Наш 0 = 2, то ф ^ , и) = 2 
и вершина м.. должна быть смежной с некоторой вершиной V^ е Щи). Применяя 
к ребру их V^ и звезде с вершиной в н>2 те же рассуждения, которые мы применяем 
к ребру у = УУ^З и звезде с вершиной и9 а также учитывая, что вершина V^ 
смежна с п/2 вершинами из N(\V2)\N2(и), получим, что вершина и1 смежна 
со всеми вершинами из ^ ( и ) . Пусть V^еN2(и). Рассматривая ребро и{0} 

и звезду с вершиной в и^, получим, что вершина их смежна и со всеми верши
нами из N1(и). Значит, Щи) с Щи^. А так как \Щи)\ = |.АГ(«1)| = п, то Щи) = 
== Щих). Таким образом, любая из вершин графа С9 отличная от вершин 
и>и1 (I ^ I <^ п), \У19 И>2, Хк (1 ^ к ^ п — 2) имеет окрестность Щи). Легко ви
деть, что граф С является пентаграфом. 

Обратное утверждение теоремы устанавливается непосредственной про
веркой. 
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