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Casopis pro p&stovani matematiky, ro¥. 98 (1973), Praha

RUZNE

O ISTYCH KONVERGENTNYCH POSTUPNOSTIACH
DVOJAKYCH PRIEMEROV

PAVEL BARTOS, Bratislava, VLADIMIR DOLEZAL, Praha
(Doslo diia 12. novembra 1971)

Nech ay, a4, ..., a, su kladné Cisla. Pre kazdé nezaporné celé ¢islo k nazveme &islo

] n

(1) Afao, ay, ..., a,) = A" = [T a%:,
n+1j=o0i=o0
resp. &islo
n k
(1') Gk(am Ays .0 an) = GZH = _ll(lzoﬂk,za,-u)”(”” s
j=0 i=
kde
[k
(2) ﬁk,l = 27* (l)
a
(3) aj=aj_n_1 pl'e j>n,

priemerom prvého resp. druhého druhu kladnych d&isel aq, ay, ..., a,. SU to aritme-
tické, resp. geometrické priemery zvlaStneho druhu a je zrejma dualita, ktorad
medzi nimi existuje.

Veta 1. Plati

1 n
4 Artt = a;, =4,
@ o n+170’
(4/) Gl(l)-i-l = Ha}/(n"'l) — G,
i=0

kde A je aritmeticky a G geometricky priemer disel a;

Veta 2. Pre k = 0 si Ay*Y, Gi+* zvldstne pripady cyklickych aritmetickych resp.
geometrickych priemerov, definovanych v prdci [2], kap. 1.
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Dokaz. Ak podla &lanku [2] ozna&ime

(5)
resp.

(5)

n n
Gy = [T[ X ®a; 4]0,
j=0i=0

n
kdeprej > njea; = aj_,—y a(x) = (o, %, ---» %) je jednotkové vaha () o, =
j=o

potom

a) pre k < n voIba (@) = (Bx,0» Br,1> > Bi» 0, 0, ..., 0),
b) pre k = n volba («) = {B, ;}j=0

c) pre k > n volba

(6) (@) = {Bes + Biyisnsr + Pras2geny + Yo

1),

prevedie (5) v (1) resp. (5") v (1'). V pripade c) je to zrejmé z toho, Ze nasledkom (3)
k k

sa &islo a;, 0 < j < n, vyskytuje v sutine [] %%} resp. v si€te Y B, ,a;4, periodic-
1=0 i=o

ky s periodou n + 1.
Tym je veta dokéazana.

Veta 3. Pre kazdé k = O plati

(7) G=4*'g4

resp.

(7) GG <A,

Rovnost plati, ked ay = a; = ... = a,, tdto podmienka vSak nie je vZdy nutnd.

Dokaz. Tvrdenie vyplyva bezprostredne z vety II &lanku [2] a z poznamky II

k tejto vete.

Veta 4. Pre kaZdé k = O plati

(3)
resp.
(®)

Rovngst uréite plati, ked ag = a; =,
nutnd.

n+1 n+1
Ak 2 Ah+1

n+ 1
Gk

IIA

n+1
Gk+1 .

.. = a,, tdto podmienka v§ak nie je vidy
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1 " 1 n k k
AntL = Br,t — Bt + b
k n+1 ,;0 'DOGJH 2An + 1) j;O[IUOaJH tl;loa”l“]
= 1 i ﬁ(a. @) = i T alfrt -z 1) o
Tn+ o0 " i=0 i=o oA

1 o
" Z l‘l k+1 - A;i} .
=o i=0
Obdobne uplne duilne

G H[Zﬁk ;] = H[Zﬁk zaJ+zZﬁk Wiy <

n  k+1

(ﬁk @51+ Biadirren)]OTY = H [Z%(ﬁkz + Bra-1) a;4 ]V =

IIMa-

n
sTIE
k+1

n
= H[Zﬁm ;5] = GRiL
j=0

Podmienky rovnosti a, = a; = ... = a, st zrejme postacujlice, problém podmie-
nok nutnych je obfaZny a nebol rieSeny (ani v &lanku [2]).

Veta 5. Plati

9) lim A}*' =G
k- + o

resp.

9) lim Gi*' = 4.
k= + o0

Dékaz. KedZe postupnosti A3*! a G;*' st podla vety 4 monoténne a podla
vety 3 ohraniené, st konvergentné. Pre k > n plati podIa (6)

10 AT = T a“!
( ) n + 1 j=0 ll=—!) Ak
resp.
(10) Gi* = T[[ Y ua ],
kd . j=0 1=0

(S

= Bra + Brirorty + Berszmeny + -

=%[(I;)+(l+(:+ 1)>+(?+2(’;+ 1))“']'

1y Tu treba poloZif fx,—1 = Brk+1 = 0 a potom plati 38k,0 = Br+1,0; 3Bk = Br+1.k+1
aprel =1 < k: 3B, + Bri-1) = Brvq 1.
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Podla vzfahu (10) v kap. 13 diela [1] plati

i j k-2l
u,="%1*“_2 2 cos —= )cosj( ) _
2%(n + 1) j=0 n+1 n+1

ol E ) =T

Pretoze pre j = 1,2,...,n je 0 < jrf(n + 1) < =, plati |cos juf(n + 1)| = ; < 1,
z ¢oho potom snadno plynie, Ze

j k i(k — 21
lim cos—E— cos]—(———i] =0,
k= + o n + 1 n+ 1

lim u, = 1f(n + 1)

k= + o0

a teda

prel =0,1,..,n
Potom viak podla (10)

lim A"*! = 1m+1) _ nall(n+1)
kb n+110£101+1
Obdobne podTa (10)

uMa

lim GJ** =] [

k— 4+ o0 ji=0
b
ji=0

Poznamka. Kedse A"*' > G, Gi*! - A, G < A, postupnosti 43" 2 Gy*! su
monoténne, musi pre pripady 4 + G existovat také ko, Ze pre k < k, plati A"+1 =
> GI*'apre k > ko plati AT+ < G, Urdit toto ko sa nepodarilo.

1 1/(n+1)
aj+l] =

on+ 1
1/(n+1) n 1
1 a,] = a=A4.

u[\/]:

1

+

Tym je veta dokazana.

Literatura
[1] Netto E.: Lehrbuch der Combinatorik, B. G. Teubner, Leipzig 1901.

[2] Barto§ P., Znam $.: O symetrickych a cyklickych priemeroch kladnych &isel. Mat. fyz. &asopis
SAYV, 18 (1966), 291—298.

Adresy autorii: Pavel Barto§, 801 00 Bratislava, Sibirska 9, Vladimir DoleZal, 115 67 Prahal,
Zitna 25 (Matematicky ustav CSAV).

217



		webmaster@dml.cz
	2012-05-12T05:16:29+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




