
Časopis pro pěstování matematiky

Pavel Bartoš; Vladimír Doležal
O istých konvergentných postupnostiach dvojakých priemerov

Časopis pro pěstování matematiky, Vol. 98 (1973), No. 2, 214--217

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/108469

Terms of use:
© Institute of Mathematics AS CR, 1973

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/108469
http://project.dml.cz


časopis pro pěstování matematiky, roč. 98 (1973), Praha 

RŮZNÉ 

O ISTÝCH KONVERGENTNÝCH POSTUPNOSTIACH 
DVOJAKÝCH PRIEMEROV 

PAVEL BARTOŠ, Bratislava, VLADIMÍR DOLEŽAL, Praha 

(Došlo dňa 12. novembra 1971) 

Nech a09 aí9 ...9 an sú kladné čísla. Pre každé nezáporné celé číslo k nazveme číslo 

(1) Ak(a0, alt..., a„) = A?l = - - — £ {\ afc\, 
n 4- 1 j=o i=o 

resp. číslo 

(ť) Gk(a0,au...,an) = G£+1 = f l ( £ Pt,fiJ+l)
1K" + 1), 

j = 0 1 = 0 

kde 

(2) ^ = 2-0) 
a 

(3) aj = a,-,,-! pre j > n , 

priemerom prvého resp. druhého druhu kladných čísel a0, al9..., an. Sú to aritme-
tickéy resp. geometrické priemery zvláštneho druhu a je zřejmá dualita, ktorá 
medzi nimi existuje. 

Veta 1. Platí 

(4) ^ " - - l — i a j - A . 
n 4- 1 j=o 

(4') G"0
+1= Tla^"+1> = G, 

j --0 

kde A je aritmetický a G geometrický priemer čísel as. 

Veta 2. Pre k ^ 0 sú -4J*1, GJ+1 zvláštně případy cyklických aritmetických resp. 
geometrických priemerov, definovaných v práci [2], kap. II. 
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D o k a z. Ak podfa článku [2] označíme 

(5) A2a = - ± - i n-r+,, 
n + 1 1=0 i«o 

resp. 
(50 c 2 . = n [ Ě « ^ + t ] 1 / ( " + 1 ) ' 

j = 0 í = 0 
n 

kde pre j > n je ay = a ^ n _ t a (a) = (a0, ccu ..., an) je jednotková váha ( £ o, = 1), 
J^O potom 

a) pre fc < n voiba (a) = {pkt0, p k t U ..., jSfc,fc, 0, 0, . . . , 0), 

b) pre fc = n volba (a) = {pnj}%0 

a 

c) pre fc > n volba 

(6) (a) = {pkJ + Pkti+n+l + Afc,i+2(„+l) + •••}í=0 

prevedie (5) v (1) resp. (5') v (1'). V případe c) je to zřejmé z toho, že následkom (3) 
k k 

sa číslo ap 0 = j = n, vyskytuje v súčine f ] aj^} resp. v súčte ]T Pk$iaj + 1 periodic
ky s periodou n + 1. í==0 i==0 

Tým je veta dokázaná. 

Veta 3. Pre každé fc ^ 0 platí 

(7) GSAtt
k

+í^A 

resp. 

(7') G = GJ + 1 ÚA. 

Rovnost'platí, keda0 = ai = ... = a„, táto podmienka však nie je vždy nutná. 

D o k a ž . Tvrdenie vyplývá bezprostředné z vety II článku [2] a z poznámky II 
k tejto vete. 

Veta 4. Pre každé fc ^ 0 platí 

(8) Al+* = AlX\ 

resp. 

(80 or1 = GJ:Í . 
Rovnpsť určité platí, ked a0 = fli = ... = aB, táto podmienka však nie je vždy 

nutná. 
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Dokaž. 
n k 

лľ* = -Ц- І ПФi = ^rr л Іф°tei + П-#u«] 
n + 1 j=o /=o 2(n + l j j = o /=o /=o и * + l 

= - ^ T i rKw,..-)'"-"2 - 1 n«y5

+.,+/,k-,-,)/2 o = 
n + 1 i=o /=o 1=° í==o 

л fc+l 

= — z n^i'i = An+

+i. 
n + 1 1=o Í=O 

Obdobné úplné duálně 

Gl+: = ň [ I A,,aJ + , ] 1 / ( " + 1) = n[ZA,a; + ,ZA,,̂ - + 1 + ( ] 1 / 2 ( n + 1) = 
j = 0 / = o j = o J = o / = o 

= ft[iI(A.i-y+« + A,a,+,+1)]1/(n+1) = ft[lW + A,,-1)«J+,]1/(n+1) = 
j = 0 / = o 1 = 0 / = o 

= fl[E1A+iA+J1/(',+1) = G-í. 
J=o /=o 

Podmienky rovnosti a0 = ax = ... = an sú zrejme postačujúce, problém podmie-
nok nutných je obfažný a nebol riešený (ani v článku [2]). 

Veta 5. Platí 

(9) lim An
k

+l = G 
fc-> + oo 

resp. 

(9') lim Gn
k

+1 = A. 
* - > + oo 

D ó k a z . Keďže postupnosti An
k

+Í a Gn
k

+1 sú podlá vety 4 monotónně a podlá 
vety 3 ohraničené, sú konvergentně. Pre k > n platí podlá (6) 

(io) 4 . + 1 = - ^ - I ft-ft. 
n + 1 j = o i=o 

resp. 

(io') Gr l = n[Ě«/«;]l/(B+1). 
7 = 0 / = 0 

kde 
M / = Pk,l + Pk,l + (n+l) + ,#fc,/ + 2 ( . i + l ) + ••• = 

= 2*11./ + V + (» + l)j + v + 2(» + 1 ) / + "T 
*) Tu třeba položiť /3*,-i = /?*,*+1 = 0 a potom plati \h,o = Ac+'i,o; i/k.fc = A. + i,*+i 

a přel g / <: k: $(flk,i + /5*,/-i) = Ak+i,/. 
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Podlá vztahu (10) v kap. 13 diela [1] platí 

u = i V ( 2 cos — ) cos ̂  -— = 
2*(n + 1) A V n + lj n + 1 

1 T » / jit V X k - 2 0 *1 
= _ L _ i + V {cos — ] cos ̂  >— . 

n + 1 L J-i \ n + 1/ n + 1 J 
Pretože pre j = 1, 2,..., n je 0 < J7i/(n + 1) < TI, platí |cosj7i/(n + 1)| = <5; < 1, 
z čoho potom snadno plynie, že 

ta rfcos^-Ycos^tt^l.o, 
fc- + oo L\ n + 1/ n + 1 J 

a teda 
lim uz = l/(n + 1) 

fc-> + 00 

pre l = 0, 1,..., n. 

Potom však podlá (10) 

Km AI+Í = - i - i h")'íi+í) = n«. / ( , , + l ) = G. 
k-> + oo n + 1 j = 0 í = 0 1=0 

Obdobné podlá (10) 

11/(n + D 

liшGr^пpž-Ь^T 
k-+ + oo j = 0 Lï = 0 П + 1 J 

n г и i Пl/(« + l ) " 1 

= п|i-Ъa< -x.—a' = л 

j-rO [j=o n + 1 J 
_ i=o n + 1 

Tým je veta dokázaná. 

Poznámka. Keďže An
k

+Í -+ G, G^+1 -> -4, G = A, postupnosti A£+1 a GJ+1 sú 
monotónně, musí pre případy A 4= G existovat také fc0, že pre k ^ fc0 platí A£ ž 
= GJ+1 a pre k > k0 platí A£+1

 = G£+1. Určif toto fc0 sa nepodařilo. 
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