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Časopis pro pěstování matematiky, roî. 98 (1973), Praha 

ELIPTICKÉ PARCIÁLNÍ DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 
S DEGENEROVANÝMI KOEFICIENTY 

JIŘÍ CERHA, Praha 

(Došlo dne 21. Června 1971) 

Práce se skládá ze dvou částí. V první z nich se dokazují věty o vnoření pro Sobo-
levovy prostory s nezápornou spojitou vahou, která je nulová nejvýše v jednom bodě. 
Těchto vět se ve druhé části používá k důkazu existence zobecněných řešení, ve smyslu 
distribucí, parciálních diferenciálních rovnic eliptického typu s degenerovanými 
koeficienty. 

VĚTY O VNOŘENÍ 

Budiž dáno přirozené číslo N, omezená oblast Q <= RN s hranicí dQ, reálné číslo 
p _ 1 a celé číslo k ^ 0. Je-li dána funkce w definovaná, spojitá a nezáporná na 
uzávěru Q oblasti Q, kladná uvnitř Q, pak symbolem ${Q) označíme množinu 
funkcí definovaných v Q9 které tam mají spojité všechny derivace všech řádů a které 
je možno i s těmito derivacemi spojitě rozšířit na uzávěr oblasti Q. Banachův prostor, 
který vznikne jako uzávěr množiny £{Q) v normě 

(!) \\4wP^W = (\™PÍ IID^doY'*, IIG*(fi), 
\JQ 1=o \t\*j ) 

označíme 

Km. 
případně 

Lp,w(Q) = W™(Q). 

Prvky tohoto prostoru je možno ztotožnit s funkcemi u definovanými skoro všude 
v Q, které tam mají zobecněné derivace (ve smyslu distribucí) Dlu až do řádu k 
včetně takové, že funkce |wD<tt|p jsou integrovatelné v fí, |i | = 0,1,..., fc. Dále buď a 
funkce definovaná na Ú9 s > t > 0 reálná čísla. Označíme: \x\ Eukleidovskou normu 
bodu x e RN9 Tr = {x: \x\ < r}9 Kr= Trn Q9 Lr = {x: \x\ = r}, Sr = Lrn Q9 

pro r > 0; Ux = {z: z = Ax, 1 < k < sr"l}9 pro x e Lr, 0 < r < s. Pro funkce u 
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s definičním oborem v RN budeme psát u(x) = u(S, r), kde S = x/r, r = |x|. Písme
no c, cx bude značit kladnou konstantu, nezávislou na funkcích u,f V různých výra
zech může značit různé konstanty. Zavedeme ještě tyto předpoklady 

(2) 0 G dQ ; Ux c Q , jestliže 0 < r < t, x e Sr; 

a bude spojitá konečná nezáporná funkce v Q, a(S, r) neklesající kladná funkce r 
pro r > 0 a každé S. 

Lemma. Existuje c nezávislé na r tak, že pro u e S(Ú), 0 < r < t platí 

f a(S, r) \u(S, r)\ dSr á c f a(x) í\u(x)\ + | *& ) 
J sr J Ks — Kr \ n / 

áx 

Důkaz. Zvolme funkci cp e @(TS) takovou, že <p(x) = 1 pro xe Tt, 0 ^ <p ^ í, 
označme \j/ = 1 — q>. Buď u e S(Q), v = ucp, w = wi/f. Je 

a(S, r) \v(S, r)\ <; a(S, r) f M ^ ) dQ ^ f ^ g) 

Jr ČQ Jr 

дv(S, Q) 

ÕQ 
dQ 

õv(x) 

Odtud integrací přes Sr dostaneme 

a(S, r) \v(S, r)\ dSr g c «(*) Ž 
t/ sr v Ks ~" Kr 

kde c nezávisí na v, r. Obdobná nerovnost pro w je zřejmá. Jejich užitím dostáváme 
tvrzení. 

Věta 1. Bud b0 spojitá nezáporná neklesající funkce v intervalu <0, co), kladná 
v (0, co), b(x) = &o(|*|)> w bud spojitá nezáporná v Q funkce, kladná pro x + 0, 

Q = fc-^r) j w-^-^dQ) dr < co , je-Jí T > 1 , 

Q = fcoW"1 dr < co , w = 1 , je-li p = 1 . 

4ÍV 

I«lk.<-> ^ -Í1«lk<»,,-.(0) . « e fC*(Q). 

Důkaz. Podle lemmatu je pro u € S(Ú) 

[ a(S, r) \u(S, r)\ dSr £ cb;l(r) [ w^abw (u + £ — \ dí2 . 
J* JK.-Kr \ -ySxJ 
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Odtud, případným užitím Hólderovy nerovnosti (při p > 1) a integrací dle r, 
dostáváme 

| | " | | L l i a ( í t ) á c Q | | t t | | 1 F ( i , F i r t w ( W . 

Odtud a z nerovnosti 

IMUi..<i--*,) ^ cllwl|irci>jr.-lfcwco--C.> 

plyne tvrzení věty pro u e S(Q) a limitním přechodem i pro ostatní u. 

Věta 2. Za předpokladů věty 1 buďte bm neklesající spojité nezáporné funkce 
na intervalu <0, co), am(x) = bm(|x|), J*0 bm(r)-1 dr < co, m = 1, 2, ..., k - 1, v = 
= aa!a2 ... afc-ibw. Pak 

D ů k a z . Věta se dokáže postupným užitím věty 1 na derivace Dlu. 

DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 

Podobně jako v [1] nebo [2] lze dokázat 

Věta 3. Budiž LBanachův prostor, M modul hustý v L,B sesquilineární forma 
na M, B(u,u) ^ C | | M | | L 5 tieM. Uvtořme a označme HB Hilbertův prostor, který 
vznikne jako uzávěr množiny M v normě určené skalárním součinem (u, v)B = 
= B(u, v); u, v e M. Formu B tak spojitě rozšíříme na prostor HB a platí 

(i) existuje jediné lineární spojité zobrazení Z : HB -+ L tak, že Z(u) = u pro 
ue M. 

(ii) Je-li feL* {hvězdička značí duální prostor), existuje jediný prvek ueHB 

tak, že pro (rozšířenou) formu B platíB(v, u) = f(v), ve M. Přitom 

lZ»Ušc\u\Hašcl\fl 

Buď M modul splňující @(Q) c M c $(Q), Pk množina polynomů stupně nejvýše 
fe — 1, afJ omezené měřitelné funkce v Q; \i\, \j\ = 1, 2,..., k; aid = ajti při | i | = 
= |J| (pruh značí komplexně sdruženou funkci). Zavedeme formální diferenciální 
operátor 

^ = Í ( - i ) m E ->'Z«w->/ 

m = 0 jř|=m \j\=m 

a sesquilineární formu 

(3) B(u, v) = i £ £ atj&uDiv dí2 ; u, v e M. 
j f l m = 0 |i| = |y|=m 
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Buď/e L*fl(Q). Řeknu, že ueHB je řešením rovnice 

Au=f, 
když 

B(v,u)=f(v), veM9 

kde forma J5 je rozšířená ve smyslu věty 3. 

Věta 4. Budiž za předpokladů věty 2fe 0[,a(
Q\ 

B(u9 u) ^ c||M||^(k,pt;(ÍJ), u e M . 

Pak má rovnice Au = / právě jedno řešení v HB. Toto řešení u leží též v Líta(Q) 
a platí 

|MIU1..(ll).ác||M||1 I j |gc1 | |/||L l i -. ( l l ). 

Věta 5. Nechť za předpokladů věty 2jefeL*Ua(Q), Pk c M, 

B(u9u) ^ c(i vp £ 1.0'ul'dQ] P , weM, 
\Jo MI-* / 

J5(Pfc, M) -= 0, M e M. Pak má rovnice Au = f řešení v HB právě tehdy, kdyžf(Pk) = 0. 
JeAi u0 jedno řešení, pak množina všech řešení N = {u:u = u0 + v, vePk). 
Nechť řešení existuje. Pak v podprostoru HB Q Ph existuje právě jedno řešení u 
a platí 

b\\aBúc\\f\\LttmHa}. 

Za užitečné rady a připomínky je autor zavázán prof. Dr. JINDŘICHU NEČASOVÍ, 
DrSc. 
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S u m m a r y 

ELLIPTIC PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS 
WITH DEGENERATE COEFFICIENTS 

JIRI CERHA, Praha 

An imbedding theorem for weighted Sobolev spaces is proved. Then it is used to 
prove an existence theorem for generalized partial differential equations with at one 
point degenerate coefficients. 

Let p = 1, fe a positive integer, Q c RN a bounded domain satisfying (2). Let 
W^l(Q) denote the weighted Sobolev space with the norm (1). Let bt; i = 0,..., k — 
— 1; be some continuous positive non-decreasing functions on (0, oo), J 0 b^r)'1 dr < 
< oo for i = 1, ..., k — 1. Let a, w be continuous nonnegative functions on Q, 
positive for x 4= 0. Let a(x) = a(r, S) be non-decreasing in r for all S, where r = |x|, 
S = x\r. Let 

f ^ o W ' f f w(x)-p/p~l dx\d 
Jo \jKa-Kr J 

j } 0 ( r r 

Г < 00 Іf p > 1 , 

w = 1 and | b 0 ( r ) _ 1 dr < oo if p = 1 , 

where Kr = {x e Q : 0 < x < -r}, r > 0. Let v(x) = a(x) b0(x) ... b^.^x) w(x), 

x e f l . 

Then W^(Q) c L^^O) algebraically and topologically. Moreover, let 

^ = £(-i)m I -»' E «.-.^ 
m = 0 h ' l - w I1l==w» 

be a partial differential operator with bounded measurable coefficients, / an element 
of the dual space L* >fl(0). We define the generalized solution of the equation Au = / 
by means of the sesquilinear form (3). Let this form be W£l(Q) - elliptic. Then there 
exists a solution. 
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