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Časopis pro pěstování matematiky, ro& 84 (195?), Praha 

O KMENNÝCH ZLOMCÍCH 

JIŘÍ SEDLÁČEK, Praha 
(Došlo dne 5. září 1958) DT: 511.181-

Tento příspěvek navazující na nedávno uveřejněnou monografii 
W. SiBBPn^sKÉHO si všímá čísel, jež lze vyjádřit jako algebraický 
součet daného počtu kmenných zlomků. 

Kmenným zlomkem nazýváme číslo —, kde n je přirozené číslo. Algebraic-
t * 

kým součtem čísel wv wž> *,.., ws rozumíme číslo w = 2 &i^h &de e€ ==, -f- 1 nebo 

— 1 pro £,= 1, 2, .,.., s. Budeme zde používat názvosloví, které zavedl W. SIER-

PIJÝSET V práci [1]. Podle něho As (resp. Bs) značí množinu všech těch racionál
ních čísel, jež je možno vyjádřit jako součet (resp. algebraický součet) s kmen
ných zlomků. Zřejmě A$ c B8 pro 8 = 1, 2, 3, ... a dále Ax c A2 c Az c ..., 
Bx c JB2 C JB3 C — Označme ještě B& množinu mající jediný prvek, nulu. 
Zřejmě B0 c Ba pro s•== 2, 3, á, ... Snadno nahlédneme, že pro každé we B8 

(při libovolném s) platí 
M-=f- , . (!) 

Označme R množinu všech reálných čísel. SierpMski ukázal, že pro každé přiro
zené ěíslo s je Bs množina řídká v iž. Pro M c R označme M' množinu všech 
hromadných bodů množiny M (tzv. derivace množiny M). Platí věta 

Věta i. Pro každé celé nezápoimé číslo s je B8+1 = BQ u Bs. 

Důkaz. Dokážeme nejprve J5S+1 D BQ U B8. Nula je hromadným bodem mno

žiny JBS+1> neboť je limitou posloupnosti - — _ _ . . . , přičemž platí -=- e Bs+1 
I JU O tC 

(pro k = 1, 2,...). Pro libovolné veBs sestrojme nyní množinu čísel v + -=--

(fc = 1, 2, .*.), která patří do -Bs+1. V každém okolí bodu v je tedy nekonečně 
mnoho prvků množiny J3S+1, proto v € B^+1. 

Dále dokážeme inHusi B's+i cU0 u Bs (pro všechna celá nezáporná čísla 
s). Ukážeme, že platí i? s + 1 — (BQ u Bs) = 0. Pro s = 0 je to zřejmé. Dále budiž 

MB 



$ > 0; učiňme indukční předpoklad a nechť existuje prvek w e B's+i, pro nějž 
není w e B0 u Bs. Obsahuj e-li každé okolí bodu w prvky množiny BS3 potom 
w € B's; při tom však není w e B0 u J5S_1 (to by mělo za následek w e J50 u Bs), 
takže W€ Bs —- (B0 u B^J a to je spor s indukčním předpokladem. 

Existuje tedy interval I = (vl9 v2) neobsahující žádný prvek množiny 
J?0 U BS a takový, že vx < v2, w e I. Položme 

s = | min \w — Vi\ 9 J = -^(1^ — ^1 < e). 
i = 1,2 as • • • 

2 předpokladu w € JSg+i plyne, že J obsahuje nekonečně mnoho prvků množiny 
* + l 

JBS + 1. Pišme každé takové z e Bs+1 n J ve tvaru z = 2 TT ( ^ e ^ < ^i á i 2 S 

<: ... <g is+i)- Potom je 

a ^ y + ^ ± L , (2) 

e 1 1 
kde i/ € J?s, T ^ € J?^ Je tedy T — > £ čili i s + 1 < —, což lze splnit jenom ko-
nečně mnoha hodnotami &s+1. Musí tedy ve (2) existovat nekonečně mnoho 
hodnot y; pro každou z nich je 

i**l tCi 

Z nekonečnosti množiny čísel */ plyne, že lze najít takové y*, jez má v zápise (3) 
1 1 e* 

aspoň jeden jmenovatel kf > — čiliy-£< e. Platí tedy z — ^ e JŽa-rO-Áp C°Ž j© 
8 kj iCj 

spor. IMkaz je podán. 
Všimněme si nyní, kolika způsoby je možno dané číslo we Bs vyjádřit jako 

součet 8 kmenných zlomků. Dva rozklady 

ř = i 
2 * 4 ' 

e e 
pokládáme při tom za různé, jestliže neplatí -^ = -=— (i = 1, 2, ..., s) (ani po 

ť • * 

event. výměně zlomků v rozkladu). 
Věta 2. Budiž dáno přirozené číslo s Si 2. Nutná a postačující podmínka 

k tomu, aby dané racionální číslo w bylo mo&no jem, konečným poetem réznýcB 
žpésdbú vyjádřit jako algebraický součet s kmenných zlomků, zm% 

weBs~^Bs^. '• • -;" .;;,.;*"^''. '^í 

Důkaz. Nechť neplatí (4). V případě wnoxie Bs nelže najít žádný způsob 



takového vyjádření. Nechť w e B8 a předpokládejme, že we Bs~2.kze tedy psát 

2 6 • 1 

~ . Pro libovolný kmenný zlomek --r- pak platí 
i - i * 

i i , v«< 
' ^ - i • 

takže hledaný počet vyjádření není konečný. 
Nechť za druhé platí (4); chceme dokázat, že w je možno jenom konečným 

počtem způsobů vyjádřit jako algebraický součet s kmenných zlomků. Pro-
s = 2 a 8 = 3 toto tvrzení plyne z vět, které Sierpiňski uvádí v [1] na str. 87 
a lOL1) Budiž nyní 8 > 3; učiňme indukční předpoklad a uvažujme nejprve 
číslo w > 0 splňující vztah (4). Lze psát 

»=2J, (5> 
kde yl9 y2> ...9y8 jsou přirozená čísla. 

Protože w > 0, musí v (5) aspoň pro jeden indexj platit ê  = 1. Nechť ozna
čení v (5) je tak voleno, že éx =- 1, při čemž yt ^ y{ pro všechna i, pro něž 

T T 

ei = 1. Je-li takových i právě r, dostaneme z (5) odhad w <; —- čili ^ á ~-. 
Číslo yx může tedy v (5) nabývat nejvýše konečný počet hodnot; budiž y% 

1 
jedna z nich. Kdyby bylo w E€^(S-JO-^ kýlo by W€Bs-% (spor). Je tedy 

y-k 

w _ _ € j j ^ _ Bi-t* Nyní uvažujme rovnici # 

Kdyby platilo ?# ^ = 0, bylo by w eB^ c -5 -̂2, což odporuje předpokladu. 
y\ 

Vztah (6) můžeme proto vždy (vynásobením) převést na tvar, v němž na levé 
straně je kladné číslo. Podle indukčního předpokladu vyhovuje tedy rovnici (6) 
jen konečný počet (s — l)~tic čísel y2, yz,..., ys. Vidíme proto, že existuje jen 
konečný počet 8-tie čísel splňujících vztah (5). Tento závěr platí tedy zřejmě 
i pro w < 0 splňující vztah (4). Důkaz je podán. 

Množiny Bx a B% mají vlastnosti celkem jednoduché. Věnujme nyní pozornost 
množině Bz. A. SCHUSTZEI. vyslovil domněnku,2) že ke každému přirozenému 

x) Citované věty znějí: I . Každé racionální Číslo různé od nuly má jen konečný počet *g 0 
rozkladů na algebraický součet dvou kmenných zlomků. U. Každé kladné racionální číslo, 
které není kmenným zlomkem, má jen konečný počet ^ 0 rozkladů na algebraický součet tří 
kmenných zlomků. 

2) Formulaci domněnky zde uvádíme v trochu modifikované formě (ve srovnání s [1]-. 
str. 100). 
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číslu m existuje přirozené číslo lm takové, že pro všechna přirozená n .> Zm platí 
ŤYh 

— € JB3. (Pro jednoznačnost volme za lm vždy nejmenší možnou hodnotu.) Tato 
n 
domněnka byla ověřena pro m ^ 18. Z úvah, které uvádí W. Sierpinski, mů
žeme sestavit tabulku:3) 

m | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | l 0 | l l | l 2 | 13J 14 | l5 | l6 | 17|l8 
lm | 1 | 1 j 1 j 2 | 2 | 3 | 3 | 4 j 3 | 4 j 5 | 8 | 6 | 6 | 5 |10| 8 |24 

Je-li uvedená domněnka správná, pak důsledkem vztahu (1) je lim lm = oo* 
m-*x> 

0>věříme zde Schinzelovu domněnku ještě pro m = 19, 20, 21. 
19 Věta 3. Pro všechna přirozená čísla n >̂ 12 platí — e JBS. PU tom je 

IQ 

- f e B 4 - B , . (7) 

Důkaz. 4) Pro w = 0 (mod 19) je tvrzení zřejmé. Uvažujme nyní číslo n 
tvaru 194 ± r, kde r = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 9. Platí 5) 

194 ± 1 4 ^ 24(194 ± 1) 
19 =i*^^± 19* ± 2 k^ *(9fc ± 1) 

1 9 -ЬИLWІ 19* ± 3 k^ *(6fc ± 1) 
19 Iт^т 19* ± 4 * ' *(5* ± 1) 
19

 = 1 + * + 
19* ± 5 k^ *(4* ± 1) ^ 

19 ІT^І 

т

 l 

1 24(194 ± 1) ' 

1 
(94 ± 1)(194 ± 2)' 

1 
( 6 4 ± 1 ) ( 1 9 4 ± 3 ) ' 

1 
(54 ± 1)(194±4) ' 

1 
( 4 4 ± 1 ) ( 1 9 4 ± 5 ) ' 

(34 ± 1)(194± 6)' 

1 

19* ± 6 * n *(3* ± 1) 

"> = 1 1  
19* ± 9 * ^ *(2* ± 1) -= (2* ± 1)(19* ± 9) * 

Těmito vzorci je tvrzení dokázáno pro každé přirozené n z uvedených čtrnácti 
zbytkových tříd. Nechť ra = ± 7 (mod 19). Pro n = 12 a 31 tvrzení platí, 
neboť 

H.I+1+1 H.1+I+ * 
1 O 1 > O ' .4 » o i o » o ' 12 1 ' 3 ' 4 ' 31 2 ' 9 ' 2 . 9 . 3 ť 

8) Důkaz pro m — 8 a 18 podal A. SCHINZEI*. 
4) Písmeno k značí v celém důkaze číslo přirozené, Z je číslo celé nezáporné. 
5) V jednotlivých vzorcích je ovšem třeba číst, všude-buď znaménko horní nebo všude 

znaménko dolní. 
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Každé jiné přirozené číslo n S: 12, jež je == ± 7 (mod 19), je možno psát ' vprav! 
jednom ze tvarů4) 57k ± 7, 57k ± 12, 114Z ± 26, llák ± 31. Správnost na
šeho tvrzení plyne pak z těchto vzorců: 

19 - _ т 57k ± 7 ЗÄ: "•" 3_(8ib ± 1 ) 3(8* ± 1)(67_ ± 7) ' 

. " > _ ł
 т - т , ' 1 " . 

57fc ± 1 2 Зfe "̂ " Зfc(5Jb -fc 1) 3(5& ± l)(19Jk ± 4) ' 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ ± 1 - -
114? ± 26 2(ЗZ ± 1) - 2(3ř ± 1)(9Ž ± 2) ^ (9Ï ± 2)(1Ш ± 26)' 

19 1 1 1 
= "57:+ Í.L/1H. гҷ>; ± llék ±21 6k ^ 2k(llk ± 3) ^ 6(llifc ± 3)(114Jk -fc 31) * 

Nechť konečně ^ = + 8 (mod 19). Pro n =- 27 správnost tvrzení plyne ze 
vzorce 

19 _ 1 1 1 
27 — 2 + 5 + 270 ' 

Každé jiné přirozené n *z 12, které je ==_ ± 8 (mod 19), je možno psát 
v právě jednom ze tvarů 57k ± 8, 57k ± 27, 114* ± 11, 114Z ± 46. Lze najít 
vzorce 

19 _ _ т L__±, 
57& ± 8 3k f Zk(lk ± 1) ~ 3(7fc ± 1)(57& ± 8) ' 

1 9 _ * T - , - " 
57& ± 2 7 3& ~ Zk(2k ± 1) ^ 3(2jfc ± l)(19Jfc ± 9) ' 

"> _ - T - , ' , - , . 
114fc ± 1 1 62; ^ 2k(Zlk ±Z)~tz 6(31& ± 3)(114ifc ± 11)' 

19 1 ..'*_. 1 _ 1 
" ' + i w o i i n / i r i i /.v + 114Z ± 46 2(3Z ± 1) "*" 2(3Z ± 1)(15Z ± 6) "j" (15Z ± 6)(114Z ± 46) * 

19 
Tím je tedy dokázáno, že pro w _ 12 platí — e J53. Budeme nyní dokazovat 

7% 

19 19 1 1 1 1 
(7). Je — € J94, neboť —- = y + — + -j — — ' . Dokážeme (nepřímo), že 

j g •' * •*'• 
neplatí — e jBa. Nechť existují celá čísla %;yi z taky ž e ; ) ; . . 

. 19 1 ,,..1 f. 1 
77 = - + — + - . 8) 

Volme •označení tak, že x f£ y šS «. Pt#tole na. levé,.jstrai»ě i^vnice (S). je ěísio 
> % mxmí,0^>& dva _'hmtm^úk titó^aků Ba pir^vé straně byl kladné. Budeme 
tedy ro-lSovat dva disjunktní případy: a) x > 0, b) a: < 0, y > ,0_ 



á ) P r o x 2 b 2 b y c h o m d o s t a l i :,*,<^ , :. 'V . ,.>I> .-..., -.-'i 

' ; ;.::'l- , 1 • 1 ^ 3 18: . „..,;; ; . 
x ^ y ^ z - 2 11 

Může být tedy jen x = 1. Hledejme proto dále (kladná) řešení rovnice 

• . "'-..i-.I + i,... ( 9 ) 
11 1/ ^ 2 ' W 

Pro Í/ ̂  3 bychom dostali 

1 , 1 2 8 

.7,+ 7 * 8 <•-!>. 
-:•: - ••*>*. • ' - • • . • — ••• 8 1 H •• 

což není možné. Rovnice (9) .dovoluje odhad JJ > — &Uiy > —,. Zbývá už 

jen y = 2, avšak z (9) pak pijme — = — ~ ~ === — , takže i tuto možnost Je 
Z U z -w*4 

nutno zamítnout. , 
19 2 22 

b) V druhém případě dostáváme z rovnice (8) odhad —- < — čili y < -—-
. , . • , - l i y 19 

čili y = 1. řešíme tedy rovnici 
••' • i = i + i 

11 x ^ z 
8 1 11 

s požadavkem oé < 0,'z > C>. Musí platit — < —, tedy z < — čili z = 1. Pak 
1 8 2 

ale — = ---------- l ==. -^ -T-—, tákžé ani v případě b) nenacházíme žádné řešení. 
a?' 11 11 

Důkaz věty 3 je tím podán. 
19 

P o z n á m k a 1. Věta 3 neříká nic o unicitě rozkladu čísla — v algebraický 

součet tří kmenných zlomků. Víme již, že může existovat i nekonečně mnoho 
takových rozkladů, t^kže rozklad nemusí být jednoznačný. Kromě vzorců 
uvedených v důkaze věty 3 nacházíme např. ještě pro n = 19fc ± 1 > 19 
vzorec , ' • ' . : . . « 

19'"" ! I'" 
± Ł / Ł , .ч=F ?i fc ± 1 ""- fc(fc ± 1) ^ fc(19fc ± 1) ' 

pro % = 19fc ± 2 'vzorec ., '; \ 

* 19 1 ' 1 1 
n fc ' fc(10fc ± 1) U (103b ± l)(19fc ± 2) 

šal* nahlédneme, ž 

kmenných zlomků jé jednoznačný. 

19 apod. Snadno vša^ nahlédneme, že rozklad čísla —- v algebraický souěe^ tří 
xó 



P o z n á m k a 2. VSimneme-K si ještě (v souvislosti n věéoli 3) hodnot ?i < H , 
19 

vidíme, že pro n __ 6 vzhledem ke vztahu (1) neplatí — e Bz, avšak 
n 

J 9 _ _ l _ 1 1 ,19 JL^j^tL ___ * 
9 ~ 1 + 1 + 9* 10 """ I ^ T ^ I O ' 

20 
Věta 4» Pro všechna pHrozená čísla n J_ 30 p t o í — € J33. Při tom je 

n 

M€Bl~B*- {10) 

D ů k a z . Je-li n dělitelné čísly 2 nebo 5, plyne tvrzení z tabulky, kterou jsme 
uvedli před větou 3. Každé jiné přirozené číslo n __ 30 můžeme psát v právě 
jednom že tvarů 204 ± 1, 204 ± 3 , 204 ± 7, 404 ± 9/80$ ± 1 1 , 804 ± 29. 
Správnost tvrzení pak vyplývá ze vzorců 

20 "-i**^* V : 
204 ± 1 4 f 24(204 ± 1) ^ 24(204 ± 1) ' 

i'» "20 '.'. M r _ _ - • - ; 1 - • , ,- • • 1- f 
20ifc_3 k ' fc(7&_l) ' (7k±l)(Шk±Ь)' 

20 1 _ 1 _ 1 

= тг + .,„: , w т 20* ± 7 k ' Æ(ЗÆ_1) ' (3& _ l)(20fc _ 7 ) ' 

20 ---т * -ғ * 
07, T т,/Лт. I ON > 

404 ± 9 24 J 4(94 ± 2) п 2(94 ± 2)(404 ± 9) : 

804 ± 11 H tí3? ̂  J b p t ó ± 4 ) -" 4(294 ± 4 ) ( 8 0 4 ± 11) * 
20 1 1 1 

= 7 I T l/TTL « A\ - t 804 ± 29 44 l 4(114 ± 4) ~" 4(114 ± 4)(804 ± 29) 

Abychom dokázali (10), ověříme správnost vzorce 

: ^_I + A + 2 . +
 1 

o n o i „ « A A ' 29 2 ' 6 ' 44 ' 4 4 . 3..29 

20 
Obdobný Jako v důkaze yěty 3 bychom dokázal, že neplatí —r- €J?3; důkaz fe 

3 ' -w'9 

tím podálí, .:;-;
 ::í ,w< a ' : ^ :'',.."• • : 

21 
Věta 5. Pro v&echna přirozená Ušla n ^ 30 pkdí — c B 3 . P f i kríft, je 

&4B^B3. (11) 

D ů k a z . Je-li n dělitelné čísly 3 nebo 7, plyne tvrzení z tabulky uvedené před 
větou 3. V ostatních případech vyplývá správnost ze vzorců4) 
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_ _ _ _ _ _ L 1 1 
214 ± 1 ^ k .=F 24(214 ± 1) ^ 24(214 ± 1)' 

21 ' ! 
214 ± 2 "~~ J =F k(iik±T) T (114 ± 1)(214 ± 2) ' 

— ^ — = 1 1 1 
214 ± 4 & =F ^ ± i) ± (54 ± 1)(214 ± 4) ' 

21 ^ . i i '• 
214 ± 5 4 =F k^h _j_ i) ± (44 _ 1)(214 ± 6) ' 

21 
634 ± 8 ~ _ -r 34(84 _ 1) "*" 3(84 ± 1)(634 ± 8) " 

21 i i i 

1264 ± 13 ~" 64 =F 24(294 ± 3) =-" 6(294 ± 3)(1264 ± 13)' 

21 1 _ 1 1 
т a/oт , i w i ľ 7 , „ ч ± 126Z ± 50 2(ЗZ ± 1) "•" 2(. ± 1)(Ш ± 6) =•= 2(Ш ± 6)(63ř ± 25) ' 

21 1 1 1 
~ : ж = F - * t 7 í õ Г - Г õ - ± ; 1264 ± 29 64 "*"" 24(134 ± 3) ^ 6(13& ± 3)(1264 ± 29)' 

* ± i _ i ^ , T 126ř ± 34 2(3Z ± 1) ^ 2(3Z ± l)(15í ± 4) ^ 2(15Z ± 4)(63Z ± 17)' 

• = = . x = F L/oř. , i\ ± ' 214 ± 10 4 ^ 4(24 ± 1) ̂  (24 ± l)(2l4f ± 10), 

Vztah (11) plyne z rovnice ; 

!ł = L . L + 2 , 
O Л O ' K I ЛCÌ • 29 2 ' 5 ' 42 ' 5 .21 .29 

a z úvahy obdobné, jaká byla uvedena v důkaze věty 3. 

Závěrem si všimněme (při daném s) množiny Bs+t — Bs; vidíme, že Bs+X — B9 

má nekonečně" mnoho prvků. Najdeme dokonce nekonečně mnoho prvků této 
množiny i tehdy, omezíme-li se na interval Js = <—8; + 8 ) . Množina As+1 — Bs 

je zřejmě vlastní částí množiny Bs+1 — B^ z násfeďbfící Vštjf uvidínte, že ješt$ 
i množina As+1 — Bs má s intervalem J. společnou část o nekonečně miióha 
prvcích. ' • 

Věta é. Bttdte dána přirozená čísla Je, s (Je _> 2, s __ 1). Položme g = (« — 1) + 

+ Y + 2Jfc' í > o ř 0 m # € ^ + 1 """"* ^ 

D ů k a z . Zřejmě q e As+1. Předpokládejme dále, že existují celá čísla xl9 x2,..., 
x9 tak, že 
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Pro 5 = 1 zřejmě neplatí q e Bs. Budiž tedy s ^ 2; Kdyby aspoň jedno _ 6ísel x{ 
s , . ' . • ' • ' • ' 

2 1 1 1 

—. <£ s —- 1, tedy -r- + -ěfj- < 0, což je spor. 
K obdobnému sporu však dojdeme i za předpokladu % > 0, volíme-li ^- j ^ 2. 
Potom je totiž 

" - ' ' . V i ' V"':? x '•' 
i -s(2è) + т + i - í <»- 2 > + 1-

Zbývá tedy možnost % == a?a == ... = a^-i = 1. Odtud plyne # = (8 — 1) H 

čili ~- -f --- c JLX (spor). Důkaz je tím podán. 

LITEBAiTIJKA " ^"' ,ží< - * ' ' 

[1] W. SierpiásM: Q fozkla%tcri liczfo wyn4$r^erx n a uiaiiaM pr©S>e? Warsízawa Lp£7. 

' .Резюме ''• ч • 

О ДРОБЯХ С ЧИСЛИТЕЛЕМ, РАВНЫМ ЕДИНИЦЕ 

ИРЖИ СЕДЛАЧЕК («П*1 8еаТабек), Прага 

(Поступило в редакцию 5/1Х 1958 г.) 

Пусть 5 — натуральное число. Обозначим (согласно [1]) символом В8 

множество всех рациональных чисел го вида 

2 1 <•' го 

где х4 — целые числа. Далее, пусть В0 = {0}, Доказываются следующие 
теоремы: 

I. Для производной от множества В3+1 имеет место соотношение В'3 + 1 = 
= В0 и Вг. 

П. Пусть 5 ^ 2 . Рациональное число ю можно представить лишь 
конечным числом способов в виде (*) тогда и только тогда, если го € В3 — В3_2* 

Согласно одной гипотезе А. Шинзеля (которая в [1] проверена для 
га ^ 18) для каждого натурального числа т существует такое число 1т} 

7/1 
что для всех п ^ 1т будет — е Вг„ В этой статье мы показываем, что гипотеза 

п 
справедлива также для т = 19; 20; 21. 



Zusammenfassung 

ÜBER DIE STAMMBRÜCHE 

JI&1 SEDLÄÖEK, Praha 

(Eingelangt am 5. September 1958) 

Sei s eine natütriiehe Zahl. Mit Bs bezeichnen wir |*iach [1]) die Menge aHer 
rationalen Zahlen w der Form 

wo x{ gewisse ganze Zahlen sind. Weiter sei BQ = {0}. Folgende Sätze werden 
bewiesen: • > • ': •••>.•••• \ .*..>•-' 

'\[ I. Für dieAbleitung[der'Menge B^güti i ^ + 1 = J?0 u B8. 

IE. Sei s,*z % Mine rcdioomh %/ahl W ist dm^ M^wwr dann auf nur endlich 
mekm* Weismimd£?rFmm(*^ 

Nach einer Vermutung YonÄ. SCHINZEL (die in [1] für m"ig 18 beglätibigt| 
7YL' 

wird) existiert zu jeder natürKchen Zahl m solche Zahl lm> dass'— e B3 für aEtö 
n *z lm gilt. In diesem Beitrag zeigen wir, dass diese Vermutung auch für m = 
= 19; 20; 21 richtig ist. .: 
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