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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky dstav CSAV, Praha
SVAZEK 84 * PRAHA, 15.V.1959 * ¢&[sLO2

LINEARNI SOUSTAVY PRIMYCH PODOBNOST{ V ROVINE

PAVEL BARTOS, Zlaté Moravee a JAN VYSIN, Praha .
(Doslo dne 3. dubna 1957) ' DT: 518.72

V tomto 6ldnku se studuji jisté mnoZiny pfimych podobnych zobra-
zeni v rovind, které se nazyvaji linedrni soustavy podobnosti.

Linedrni soustavy podobnosti budeme definovat takto:

Definice 1. V eukleidovské roviné budiz ddno » navzajem raznych bodi
By, By, ..., B, a n pfmek p,, py, ..., P, (n = 1). Linedrni soustavou (piimych
podobnosti) nazveme mnoZinu X, viech takovych p¥{mych podobnosti, z nichZ
kazd4 prevadi body By, B, ..., B, v body, které le#i po ¥ad$ na p¥imkich -
P15 Pos -+ +5 Pae

Bod B,(v =1, 2, ..., n) se nazyva bodem baze soustavy X, piimka p, je k nému
pFislusnd nositelka soustavy X,. Cislo n je tzv. #dd soustavy.

Je vyhodné potitat mezi podobnosti i tzv. singuldrni podobnosti. Singuldrni
podobnost je zobrazeni, které ptifaduje viem bodim eukleidovské roviny tyz
bod roviny, zvany pdl zobrazeni. K singuldrni podobnosti oviem neexistuje
podobnost inversni. Podobnosti v béZném slova smyslu (které jsou vzajemnd
jednoznaénd zobrazeni) budeme nazyvat reguldrni podobnosti.

Podetni vyjadieni piimé podobnosti v komplexni soufadnici z je dano funkef

2 =az+0,

kde a, b jsou komplexni konstanty, z soufadnice vzoru, z’ soufadnice obrazu.
Pro a + 0 dostaneme podobnost regularni, pro a = 0 podobnost singuldrnf
8 pélem [b].%)

Vychodiskem naSeho vykladu budou soustavy 2. fddu. Uvedeme pro né
nejprve dvé pomocné véty: '

Véta 1. Budif X, soustava 2. ¥ddu s bazi B,, B, a nositelkami p,, p,, budif
ddle P, reguldrni piimd podobnost. Pak mno¥ina PyXs?) je soustava 2. Fddu Xy
8 bazt By, By a mositelkami p., Da; Pitom je B, = P;(B,), By = P;}(B,).?)

1) Pro formélni zjednoduSeni uZivéme jedné komplexni soufadnice misto obvyklych
dvou kartézskych soufadnic. Symbol [z] znaéi bod roviny o komplexni soufadnici z.

2) Symbol P,E, znadéi (jako béZné v teorii grup) mnoZinu v8ech podobnosti, které vznik-

nou sloZenim podobnosti P, se v8emi zobrazenimi ze X,.
3) Symbol P,~1(B,) znadéi obraz bodu B, v podobnosti P,

129 .



Diikaz. JeliP e Xy, je PP € Ty = PyZy; je-li P’ € 2y, je Py P € Pg 2, = 3,
Definice 2. NaleZi-li kazdy bod baze linedrni soustavy X, piislusné nositelce,
nazveme soustavu X, zvld&int linedrni soustavou.

Véta 2. Budit X, soustava 2. *ddu s bazt B,, B, a nositelkams py, P, .Budte B;,
B, dva rizné body, které leZs po tadé na pFimkdch p,, p,. Pak existuje (aspot
jedna) reguldrni primd podobnost P, tak, fe soustava P,Z, je zvldstns.

Dikaz. P¥{mou podobnost P, uréime dvojicemi B; — B;, By — B,.

Prvnim nafim dkolem bude ziskat analytické vyjadieni zvlastnich linedrnich
soustav 2. fadu a z ného odvodit nékteré jejich vlastnosti.

Véta 3. Budiz X, zvldstni linedrni soustava, jejié baze jsou body B, = [0],
B, = [1 + ki] a pFisludné nositelky rovnobéiné primky p,, py o rovnicich z — z =
=0, 2 — 2 = 2ki (k rediné).®) Analytické vyjddrent soustavy X, je pak ddno
rovnict

2 )

z—'l—-k_k—i—z_}—v’ (1)

kde parametry w, v probihajt navzdjem nezdvisle vecka redind Cisla.
Dtkaz. BudiZ 2’ = az + b libovolnéd podobnost ze X,. Podle piedpokladu
piati B _
b—b=0, a(l + ki) +b—a(l —k)—b=2ki. 2y
Z rovnosti (2) vyplyvé, %e b = v je Cislo redlné a Ze imaginarni ast &isla
a(l + ki) je k, tj.
u + ki
1+k

kde u je vhodné &islo realné.

Obrécend je zfejmé, Ze rovnice (1) vyjadiuje pro kazdou dvojici redlnych
¢isel u, v podobnost ze soustavy X,.

Poznidmka. Rovnice (1) vyjadiuje nejobecnéj§i zvladtni soustavu s rovno-
béZnymi nositelkami. Pro k = 0 ob& nositelky splynou, body baze jsou pak[0],
[1], coZ jsou dva libovolné body osy redlnych &isel pfi vhodné volbé jednotkové
tselky. '

Nyni budeme zkoumat obrazy daného bodu Z ve vSech podobnostech sousta-
vy Z,. Tak dostaneme jistou mnozinu, kterou oznadime X,(Z). Snadno ukizeme,
Ze mnoZina Xy(Z) je bud celé rovina nebo piimka. Zavedeme definici tyto nizvy:

Definice 3. BudiZ X, linedrni soustava 2. ¥ddu. Bod Z, pro néjZ je mnoZina
2'o(Z) cela rovina, nazveme reguldrnim bodem (vzhledem k soustavs X,); bod Z,
pro né&jZ je mnozina X,(Z) piimka nebo jeji &4st, nazveme singuldrnim bodem
(vzhledem k soustavé X).

4) Rovnici pfimky v komplexni soufadnici pfSeme zpravidla ve tvaru A(az 4 oz + B) =
= 0, kde «, 1 jsou komplexni ¢isla rizné od nuly, 8 je &slo redlné.
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Je zfejmé, Ze kazdy bod baze soustavy je bodem singuldrnim.

Véta 4. Zvld$ini linedrni soustava 2. fddu s rovnobéZnymi nositelkami md
nekoneéné mnoho singuldrnich bodd, které vyplnt primku s spojujict body baze;
kaZdy bod leZict mimo pFimku s je reguldrné. Mnofina Xy(Z) prislusnd singuldr-
nimu bodu Z je primka rovnobéind s nositelkams soustavy a prockazeywi bodem Z.

Dikaz. Rovnici (1) prepiSseme do tvaru

;2

=TT meTY Jr1+lm @)
MnoZina X,(Z) neni celd rovina tehdy a jen tehdy, plati-li pro soufadnici 2
bodu Z vztah

z 2

T+ T—F=| % (4)
1 1
neboli _ . e
k+id)z+E—28)z=0. 7 (B)

Singuldrni body vyplni tedy p¥imku o rovnici (5). Mnozina X,(Z) je pro kazdy
singuldrni bod Z = [z] p¥imka o parametrickém vyjédieni (3). Tato piimka
je vzhledem ke vztahu (4) rovnobéZna s redlnou osou, tj. s nositelkou p,(ps)
a obsahuje bod Z; nebot pro u == 1, v = 0 vychéz{ z rovnice (3) 2’ = 2.

Véta 5. Budiz 2, zvld$tnt linedrni soustava s rovnobéEnymsi nositelkams py, ..
Budte ddle By, B, dva jeji rizné singuldrni bocly, 22' 2vlddtng :soustava, jejiz bazt
jsou body By, B a jejié nositelky jsou pitmky py, p; rovnob&iné s. p1 a prochdzeywz
po fadé body By, By. Pak soustavy X,, X jsou totoné. .~ . . - e

Dikaz. Podle véty 4 kazda podobnost ze 2, naleZi do 22 a kazd.é podobnost
ze Zy do Z,. .

Véta 6. Zuldstnt linedrni soustava X, s rovnob&ingmi spljvagicimi nosztelkamz
obsahuje nekoneéné mnoho singuldrnich podobnosti; jejich poly vyplng: ‘nositelku.
Zwldstnt linedrnt soustava X, jejiz nositelky jsou mizné rovnobéiky, 'neobsahuje
Zddnow singuldrnt podobnost. : :

Dukaz. Z rovnice (1) dostaneme smgularni podobnost tehdy a- ]en tehdy,
je-li
u 4kt
1+ke
tj. w = — ki. Cislo — %i je redlné jen pro k = 0; pak dostanethe “Pro u = 0
a libovolné redlné v singularni podobnost.jejiz pél je bod [v].
V&ta 7. BudiZ X, zvld$tni linedrni soustava, jejiZ baze jsou body [1], [z,]
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@ jeji¥ mositelky jsou riznobéiné piimky P P2 0 rovmicich z —z = 0, xz +
+ &,z = 0. Analytické vyjddient soustavy 2» je pak ddno rovmici

1 a)  u v
’ —_ I . *1 R _ 6

) [ 2(14“0‘1)%__1‘{'“1(%_1)]@ 1)+, (6)
kde parametry u, v probihaji navzdjem mezdvisle viecka redind Cisla.

Dukaz. Z predpokladia véty 7 vyplyvaji tyto podminky:

2o+ 1, ¢, +0o;, + 0, (atudiz &, + 0), (7a)
a dale vztah
06120 + E].EO = 0 . (7b)

BudiZ 2z’ = az + b rovnice libovolné podobnosti ze X,. Pak plati vztahy
a+b—a—5b=0, ez +Db) + xlaz, +b)=0. (8)

Z prvni rovnosti (8) vyplyva, Ze &islo @ + b = u je redlné. Z druhé rovnosti (8)
plyne, Ze komplexni é&islo x,a(z, — 1) mé redlnou &ast — 3(x; + ;) u; je tedy

0z — 1) = — F(o¢y + o3) u + w3,

neboli vzhledem k (7a)

a=___1_(1+ﬁ_1) )2 n i ’

2 o) 2y — 1 ®y(2g — 1)

a déle b = u — a. Odtud dostaneme rovnici (6).
Obréeend je zfejmé z rovnice (6), Ze obrazy bodu [1]leZi na piimcez — z = 0,
obrazy bodu [z,] na p¥mce o,z 4+ x,z2 = 0.

Poznamka. Rovnice (6) vyjadiuje libovolnou zvlastni soustavu s riznobéz-
nymi nositelkami, nebot vhodnou volbou jednotkové tsetky lze vidy dosahnout
toho, Ze jeden bod baze m4 soufadnici [1], je-li pruseéﬂ& obou nositelek zvolen
za potitek souradnic.

Vé&ta 7. ZoldSini linedrni soustoava 2. #ddu s ruznobésnymi mositelkami md
nekoneéné mnoko simguldrnich bodi, které vyplni kruinici s, prochdzejict body
B,, B, a prisetikem obou nositelek; kazdy bod le¥ici mimo kruénici s je reguldrnd.
Mmnofina Z(Z) pristusnd singuldrnimu bodu Z je primka prochdzejict praselikem
nositelek a bodem Z. Mnofina Zy(Z) pFislusnd prisebiku obou mositelek je teéna
krugnice 8 v tomto bodé.

Dikaz. Rovnici (6) piepifeme do tvaru

, xy) 2 —1 1 z—1
[1—~(1+ l)“-l]ujLleo—l”' (9)

132



Mnozina 2y(Z) neni celd rovina tehdy a jen tehdy, plati-li pro soufadnici z bo-
du Z vztah

1 %) z—1 1 a) Z2—1
3+3) -3fp) i

o] 29— 1 Zo— 1 -0 (10)
1 z—1 1 z—1
alizo—l &120'—1

PouZijeme-li podminek (7a), (7b), miZeme upravit vztah (10) na ekvivalentni
tvar

(g + &y) 22 — (0t + 0412) 2 — (067 + %429) 2 = 0. (11)

Rovnice (11) vyjadiuje kruznici s, kterd prochézi podatkem (priseéikem obou
nositelek).

MnoZina Zy(Z) pro libovolny bod Z kruZnice s je piimka o rovnici (9); tato
piimka prochédzi ziejmé poddtkem, tj. prisetikem obou nositelek.
 Budi# Z = [#] libovolny bod kruznice s riizny od bodu [1]. Na p¥imee (9),
totozné s primkou X,(Z), lezi bod [2], ktery dostaneme pro u# = 0, v =
o tgz(zy — 1)
o z—1
rozdil v — v a pouZijeme vztaht (7b), (11). ‘

Piimka X,(Z) pro bod Z = [0] mé podle (9) parametrické vyjadieni z =

i

- &: 2o — 1
feSenim rovnice

(0 + o) 88 48[ (g + *12) &1(50 — 1) — (og + 2420) &r3(29 — 1)] 2 = 0. (12)

; skutedné toto ¢éislo v je redlné, jak zjistime, vypo&teme-li

. Jeji spoledné body s kruZnici ¢ maji parametry, které jsou

S pouZitim vztahu (7b) snadno dokéZeme, Ze koeficient p¥i ¢ v rovnici (12)
je roven nule. Proto mé rovnice (12) jediny kofen ¢ = 0 a p¥imka X\y(Z) je ted-
nou kruZnice s v bodé& [0].

Véta 8. Budit X, wldsini linedrni soustava s riznob&Enyms nositelkami py, P,
s priusebikem Q. Budte ddle By, By dva jeji raezné singuldrni body, X5 zvld&ini
soustava, jeji bazt jsou body By, By a jeji¥ nositelky jsou pFimky QB;, @B;.5)
Pak jsou soustavy Xy, X, tototné.

Véta 8 plyne z véty 7 podobné jako véta 5 z véty 4.

Véta 9. Zvldstni linedrni soustava X, s riznobéZnymi primkams obsahuje
Jedinow singuldrni podobnost; jeji pdl je priseéik obou nositelek.

5) Je-li nap¥. B,’ = @, nahradime p¥imku @QB,’ teénou kruZnice singuldrnich bodi
v boddé B,’. '
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Dikaz. Podobnost (8) ze soustavy X, je singuldrni tehdy a jen tehdy, je-li

1 o U 3
"_2_(1 +Z"_1) zp— 1 +0‘1(zo— 1) =0
neboli (xx; + &;):% = 2vi, co¥ nastane jeding pro v = v = 0.

Pozndmka. Je mozné, Ze jeden z bodi baze splyne s prisedikem obou
nositelek. Pak je p¥isluiné nositelka te&nou kruZnice singuldrnich bodd, jak
vyplyvé z rovnice (11), dosadime-li tam z, = 0.

Pomoci vét 1, 2 lze prevést vlastnosti zvlastnich soustav 2. ¥4du na libovolné
soustavy. Libovolnou soustavu 2. ¥4du lze psét ve tvaru '

2y = P2, , (18)
kde P, je reguldrni podobnost, Z; je zvlaStni soustava s tymiZ nositelkami jako
Z,. Je ziejmé, Ze pro mnoZinu obrazi libovolného bodu Z plati v

o . Zz(Z) = ZQ(PO(Z)) . (14)
Ze vztahu (14) vyplyvé véta 11:

Véta 11. Budiz X, libovolnd soustava 2. fddu, P, requldrnt piimd podobnost,
X5 zoldétnt linedrni soustava tak, Ze platt X, = P,X;. Pak bod Z je reguldrnim
(stnguldrnim) bodem soustavy X, tehdy a jen tehdy, je-li bod Py(Z) reguldrnim
(singuldrnim) bodem soustavy Zj.

Z vty 11 vyplyvé, Ze mnoZina S singulédrnich bodi soustavy X, je obrazem
mnoZiny S’ singuldrnich bod# soustavy X5 v podobnosti Py,

Obr. 1. : Obr: 2.

Déle je ze vztahu (13) patrno, Ze podobnost P = P,P’ ze soustavy X, je
singuldrnf tehdy a jen tehdy, je-li singuldrni podobnost P’ ze youstavy Z,; pély
singulédrnich podobnostf obou soustav £,, Z; jsou zfejmé tytsz. Muzeme tedy
vyslovit nésledujici v&tu:

Véta™2. Singuldrni body soustavy X, s bazt By, B, a rovnob&¥nymi nositelkami
D1, Py vypint primkw By B,. Singuldrni body soustavy X, s bazé By, B, a riznobés-
ngmi nositelkami Py, Py VYPInd kruinici, kterd prochdzi body B, B,.
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KruZnici singuldrnich bod& v poslednim piipadd sestrojime takto (obr. 1):
Oznadime @ prisedik obou nositelek Py, P, sestrojime na piimkach p;, p,
po ¥adé body B; == @', B; = Q' tfeba tak, aby platilo BjQ' = B:Q’. Dile se-

strojime trojihelnik B,B,Q piimo podobny trojuhelniku B;B;Q’. KruZnice s
opsané trojihelniku B,B,Q je kruZnice singuldrnich bodd dané soustavy X,.
Oznad{me-li X, zvlatni soustavu s bazi By, B; a nositelkami p;, p,, je podob-
nost P, ze vztahu (13) p¥mé podobnost, uréend dvojicemi B; — B, B, - B,.

Je titeba se jesté zminit o konstrukei piimky 2,(Z), je-li Z singuldrni bod sou-
stavy X,. Obr. 2 ukazuje tuto konstrukei pro soustavu X, s dvéma raznymi
rovnobé&znymi nositelkami p;, p..%) Vedeme p¥imku m raznobéZnou s pf{mkami
Py, Py & oznadime prasediky B; = p,.m, By = p,.m. Na piimce m sestrojime
bod Z’ tak, aby pro délicf poméry platilo (B,B,Z) = (B;B;Z'); bodem Z' pak
vedeme piimku Xy(Z) || py.

Obr. 3. Obr. 4.

Obr. 3 ukazuje konstrukei ptimky 2,(Z) pro singuldrni bod soustavy Z s dvs-
ma riznob&inymi nositelkami p,, p,. Na kruznici s singuldrnich bod# zvolime
libovolny bod @ (tfeba na oblouku dophikovém k oblouku Bﬁz) a ve svazku
Q'(Q' = py . p,) sestrojime piimku X,(Z) tak, aby trojice piimek QB,, QZ, QB,;
D1, 2o(Z), py byly ptimo shodné.

Ctenét si snadno odévodni obé konstrukee.

V dané soustavé X, lze zménit jistym zplisobem bazi i nositelky, aniZ se tim
zméni sama soustava. Plati totiz véta 13, kters je roziitenim vét 5 a 9.

Vé&ta 13. Budte Oy, C, dva rizné singuldrni body soustavy X,. Pak soustava Z,
8 bazi Oy, C, a nositelkami Zy(C1), 25(C,) je totoznd se soustavou X,.

Véta 13 vyplyvé piimo z vét 5 a 9.
§) Je-li p, = p,, je Zy(Z) = p, pro kaZdy singuldrni bod Z.
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~ Zménu baze a nositelek soustavy podle véty 13 budeme struéné nazyvat
transformact baze soustavy.

Nyni pouzijeme transformace baze soustavy X, ke studiu soustav vySSich
f4dt. Vydetfovini nebudeme providét systematicky, ukidZeme postup jen

na nékolika pifkladech, vztahujicich se zejména k soustavam tfetiho fadu.

P¥iklad 1. Je dina soustava
2’5, jejiz baze jsou t¥i nekoline-

arni body B,, B,, B; a jejiZ nosi-
/ telky jsou tii riznérovnobézky

+— : D1, Ps» Ps. Mame urtit viecky
/ fe podobnosti soustavy 2.

+— Reseni. Soustava X, je ziej-

Pa=Ps  y primik soustavy Zj s bazi

B, B, a nositelkami p,, p; a

— soustavy X3 s bazi B;, B, a no-

/ : Pr sitelkami Py, Ps- Transformuje-

Obr. 5. © me bazi soustavy 22 v bazi B,

B; a nositelky p,, p; = ps. To
je mo¥né, protoZe P || P. |l Ps; konstrukei ukazuje obr. 4. Dostaneme trojici

nekolineérnich bodit By, B;, Bj; sestrojime trojihelnik X, X; X pfimo podobny
trojéhelniku B,B,;B; tak, aby jeho vrchol X, leZel na p¥imce p, a vrcholy X 2
X, na pHmece p, = p;. Oznadime-li P, reguldrni piimou podobnost, uréenou
dvojicemi B; — X,, B; = X a I' grupu viech translaci ve sméru p¥mky p,,
je ztejm& Xy = Py[I.

Obr. 6.
P¥iklad 2. Je déna soustava Z,, jejiZ baze jsou t¥i riizné kolinedrni body
B,, B,, B, a jejiz nositelky jsou t¥i riizné rovnob&zky pi, Pe; ps. Méme urdit
viecky podobnosti soustavy Zj. '
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Regdeni. Postupujeme jako pii Fefeni pifkladu 1; dostaneme soustavu Xt
s bazi B,, B; a nositelkami p;, D3 = p,, déle soustavu 2 s bazi B,, B, a nosi-
telkami p;, ps. Primikem obou soustav Xj, X} je soustava X, Je-li By = B,
je ztejmé X, = ZI = X% je-li B, == B, (jako na obr. 5), je mno¥ina X, prazdni.

P¥iklad 3. Je ddna soustava 2}, jejiZz baze jsou tfi nekolinedrni body B, B,,
B, a jejiz nositelky jsou dvé rizné rovnob&zky p,, p, a piimka p,, kterd je obé
protind. Mame urdit v8ecky podobnosti soustavy Zs. '

" Obr. 7a. Obr. 7b.

Regeni (obr. 6). Soustava =, je pranikem soustavy 23 s bazi B, B, a nositel-
kami p;, p, a soustavy Z} s bazi B,, B, a nositelkami p;, p;.

a) Necht kruZnice s singulérnich bodt soustavy Xj protinéd pfimku BB,
v bod$ B, == B,, jak je naznaeno na obr. 6. Transformujeme baze soustav
X3, X3 ve dvojice B,, B, a By, By = Bj; piislu¥né nositelky p,, p; jsou zfejmé
riznobéZné a protinaji se v bod§ M lezicim mimo p¥imku p,. Soustava 2, je
pak muoZina viech pifmych podobnosti, které prevad&ji bod B; = B; v bod
ptimky ps i v bod pimky pj, tj. v prisesik M; bod B, prevadsji tyto podobnosti
v libovolny bod X piimky p;.

b) Jestlize se kruznice s dotykd piimky BB, v bodé B, postupujeme takto:
Existuje pravé jedna kruZnice k, kterd se dotykd piimky B,B, a kruZnice s
v bod8 B;. Necht B, neni bod dotyku kruZnice k£ s pfimkou B,B,. Oznatme
23 soustavu s bazi B,, B, a nositelkami p,, ps;, &' kruZnici jejich singuldrnich
bodt. Jestlize kruznice s’ protind p¥imku BB, (obr. 7a), nastane pro soustavy
23, X piipad z odstavce a). Jestlize se kruZnice s’ dotyks piimky B, B, vbodé
B,, pak protind ¢’ kruZnici s mimo B, v dalsim bodé M (obr. 7b). Baze soustav
Z3, 23 transformujeme v dvojice By, M; B,, M a déle postupujeme jako v od-
stavci a).
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¢) V odstavei b) se predpokladalo, e bod B, neni bodem dotyku kruZnice &
& p¥imkou B, B,. Je-li tomu tak, transformujeme bazi B,, B, soustavy X3 v bazi
B, B; = B,; tim je tento p¥ipad pfeveden na piipad z odstavce b).

P¥iklad 4. Je ddna soustava 2, jejiz baze jsou t¥i nekolinedrni body B,, B,, B,
a jejiZz nositelky jsou tii nekolinedrni piimky. Mame uréit mnoZinu Xy(Z) pro
libovolny bod Z roviny.?) 7

/P;

Py

Obr. 8.

ReSeni. Oznadme s, 8" kruznice singuldrnich bod# soustav 2 (s bazi B;, By,
nositelkami p,, p;) a soustavy Z; (s bazi B,, B, nositelkami p,, ps); predpokla-
dejme, %e se kruZnice s, s’ protinaji mimo bod Bj je§té v bodé By = B; (obr. 8;
této situace lze vidy dosahnout vhodnou transformaci baze).

Nyn{ transformujeme baze soustav Xj, 2z ve dvojice By, By; Bs, By = By;
piislu$né nositelky p;, p, se protnou v bod$ @ leZicim mimo p¥{mku p,.8)
Soustava X; je obdobné jako v piikladé 3a) mnoZina viech pfimych podobnosti,
které jsou urdeny dvojicemi B; — @, By — X; piitom X probihs piimku p,.

Zvolme bod @ za poditek soustavy soutadnic; necht mé p¥fmka p, rovnici
z — 2z = 2ki, kde k je redlné kladné d&islo. Libovoln4 podobnost soustavy
2, je P,P; pFitom P, je p¥fm4 podobnost uréend dvojicemi B; — @, By — X, kde
X, je pata kolmice spudténé z bodu @ na pimku p,, P je piimé podobnost
urdend dvojicemi ¢ — ¢, X, — X. Snadno odvodime, Ze podobnost P ma po-
detni vyjadient

. Z=(1+4wu)z, (15)
kde u probibd viecka redlnd &isla. Je-li z % 0, vyjadiuje rovnice (15) p¥imku
kolmou k pfimce QZ; je-li z = 0, vyjadiuje (15) jediny bod Q.?)

Méme tedy vysledek: MnozZina 24(Z) je bud bod nebo p¥imka.

PFiklad 5. Naznadime postup FeSeni této znamé dlohy: Mdme sestrojit
&tverec, jehoZ vrcholy lezi na &tyFech danych pfimkéch.

7) Symbol Z3(Z) mé obdobny vyznam jako symbol X,(Z); viz str. 130.

8) Na obr. 8 je ps | Ps, nebot body B,, B; jsou krajni body primé&ru kruZnice s’.
9) Tento vysledek lze odvodit také snadno synteticky.
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Regeni. Sestrojime libovolny &tverec B;B,B,B, a vytvoiime soustavu X,
8 bazi B,, B,, B, a nositelkami p;, Py, 3. Mnozina Xy(B,) je podle piikladu 4
bud bod R nebo p¥imka r. Jestlize bod R nelezi na primce p, nebo ptimky 7, p,
jsou bez spoleéného bodu, je tdloha nefeSitelnd. LeZi-li bod R na pi¥imce p,
nebo maji-li pHmky r, p, aspoti jeden spoledny bod, mé tloha feseni. Uloha
miize mit nekoneénd mnoho feSeni, napt. splynou-li piimky p,, 7.

Piiklad 5 uvedl ukizky soustav Z,. Je vidét, Ze soustava 2, miZe byt prazd-
né, miZe obsahovat jedinou podobnost, nebo miZe splynout s nékterou sousta-
vou nizfho ¥4du. Obdobny vysledek plati pro soustavu X, libovolného fadu.

PeswoMme
JINHENHBIE CUCTEMBEI ITPAMBIX ITOOOBUI B IJIOCKOCTHI

ITABEJI BAPTOII (Pavel Bartos), 3mars Mopaeme m IH BBIIINH (Jan Vysin), TIpara
(Mocrymmito B pegaxumio 3/IV 1957 r.)

* B craTne HCCIeNYIOTCA T. HA3. JIUHEHHEEe CHCTeME HOXOOWY; JIMHeHHOHR cm-
CTeMOM TmONOOHMA MOpAAKA 7 HASHBAETCS MHOMKECTBO BCeX IPSMEIX IOJOOHHIX
0TOOpasKeHNH B IIIOCKOCTH, KOTOpHE MEPEeBOJAT 7 NAHHBIX PA3IMYHBIX TOIEK
B TOUKH, Je/HaIHe [0 09ePefd Ha 7 TAHHHX OPIMEIX.

B crarbe BEIBOEATCA OCHOBHBIE CBOMCTBA CHCTeM HIOPAAKA 2, B YacTHOCTH
AOKA3EIBAETCS BOBMOKHOCTH H3MEHEHHS OLPEIeNARIIX TOYeK M IPAMEIX CH-
CTeMBI; Najlee IOKA3aHO, KAK MOIKHO CHCTeMBI IOPANKA 2 MCHONB30BaTh IPH
F3YYEHWE CHCTEM BHICIIAX TOPSNKOB.

Résumé
SYSTEMES LINEAIRES DE SIMILITUDES DIRECTES DANS LE PLAN

PAVEL BARTOS, Zlaté Moravee et JAN VYSIN, Praha
(Regu le 3 avril 1957)

Dans cet article, on étudie les systémes linéaires de similitudes; par un systé-
me linéaire d’ordre » on entend I’ensemble de toutes les similitudes directes
du plan qui font correspondre & » points donnés n autres points situés, dans un
certain ordre, sur n droites données.

On déduit les propriétés fondamentales des systémes du second ordre; en
démontrant, en particulier, la possibilité de changer les points et les droites
déterminant le systéme, et I’on montre une application des systémes du second
ordre & I’étude des systémes d’ordre supérieur.
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