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Časopis pro pěstování matematiky, roc. 84 (1959), Pjsaha 

REFERÁTY 

OHARAKTERISACE BRANDTOVÝCH GRUPOIDU POMOCI PŘÍMÝCH 
SOUČINŮ # 

(Vlastní referát K. GXJIÍKA O přednášce proslovené v „Diskusích o nových pracích brněn
ských matematiků" dne 20. 10. 1958 v Brně) 

V teorii relací se rozumí součinem binárních relací o; <r definovaných n a těže množina M 
(tj. o, a c M x M) binární relace r -=- E {existuje takový z e M, že [&;:&í e Q, fk, ^] cWf. 

Definujme na lbovolně binární relaeá <ŽJ C M X J f tzv. %ét^ln^w %^«éé€ (tj, funke% Jež 
některým uspořádaným dvojicím prvků z co přiřazuje zase prvek z (^),ikieirQuz^KuJej3^ 
multiplikativně: Pro [a, 6], \c,ď\ea> 

souěin [a, b][c, ď] (v tomto pořadí) existuje O b = c (1) 

a [a, 6][b, d] = [a, d] . (2) 

V analogii k součinu komplexů grupy je pak relace r množinou všech součinů [a, b][c, d], 
kde [a, b] € £, [cy d] c u v neúplné operaci definované na vhodné binární relaci. Zřejmě 
platí 

Věta 1. Na binárni relaci lze definovat neúplnou operaci splňufici (l) a (2) právě tehdy, 
když daná relace je transitivni. Každá neúplná operace splňufici (1) a (2) splňuje prvni dva 
axiomy Brandtova grupoidu a zbývajici dva splňuje právě tehdy, když je definována na plné 
relaci (tj. na relaci tmru M x M). 

Množina všech prvků Brandtova grupoidu, jejichž levá í pravá jednotka je rovna pevně 
zvolené jednotce, tvoří grupu a každé dvě takovéto grupy (odpovídající různým zvoleným 
jednotkám) jsou isomorfní (srv. [1], 362). Grupu, která je isomorfní s těmito grupami, 
nazvěme jádrem daného Brandtova grupoidu, nebot jde o jádro jisté smUené grupy 
(Mischgruppe) obsažené v daném grupoidu (srv. [2], 254). Potom řádem (Ordnung) 
Brandtova grupoidu je mohutnost jeho jádra. 

Přímý součin Brandtových grupoidu se definuje formálně stejně jako v teorii grup 
s příslušným dovětkem o existenci součinů. Pak platí 

Věta 2. Přimý souěin Brandtových grupoidu, jejichž hodnosti (Rang) jsou m přip. m' 
(m, xď jsou libovolně mohutnosti} m fejwkž jáidra jsou (& přip. ©', je Brandtovým grupoidem 
hodnosti m . xď s fédrem (& x W+ 

Existují BcBSĚŮbavy grupoidVi které inají stejnou hodnost i stejný řád a přesto nejsou 
isomorfní. Platí vsak 

Věta 3* Bmmdšém grwpaid hoěmoMi m s fáérem @ fe isomorfni přimÁmu souMnu plné 
rekme M x Mf lca.nl J-f = tu, na nM je definována neéplmé operace splňufici (1) a (2), 
s grupou <B» přip. ohecmSfi: fe isomorfni přimému souěinu Brandtova grupoidu hodnosti m 
a řádu 1 s Brandtovým grupoidem hodnosši 1 s fúérem @. 

Tato věta byla dokázfea např. v [3], 11. 



Z věty 3 plyne 

Důsledek. BrahdtůŮ grupoid je (až na isomorfismus) jednoznačně wfáen svojí hodnosti 
a svým jádrem. , 

K jiné realisaci Brandtových grupoidů slouží pojem transmutace (srv. [2]), t j . prostého 
zobrazení množiny na ekvivalentní množinu. 

Necht je předepsána grupa @ a mohutnost m. P á k lze zvolit systém navzájem ekviva
lentních iinnožin Bi9 kardJ5 É = n ,S kard ^, ie J , kard J = m, Bi p B$- = 0 pro i 4= j . 
Dále lze zvolit permutace množiny B% a označit je symbolem <pfl9 kde o; € @ tak, že q^, -> a? 
je isomorfismus (vzhledem k běžnému skládání permutací), £volíme-li konečně libovolné 
transmutaci zobrazující Bt na Bi pro každé i 4= 19 i e í $, oznacíme-li ji, příp. její inversní 
transmutaci, symbolem (p{{\9 příp. g ^ , kde e c © je jednotkový prvek, potť>m mnqžina 
všech transmutací systému množin Bi9 které jsou tvaru 

<PŤi = 9<f ??M1 P r o *, / € J, a? e © f (3> 

tvoří transmutační Brandtův grupoid hodnosti m s jádrem ($, když jeho neúplnou operací 
je běžné skládání transmutací. Při tom zřejmě platí 

? w = <p.r- <*> 
Existuje-li k předepsané grupě ($ grupa 231? jejíž grupa automorfismů je isomorfní s ©, 

zvolme systém navzájem isomorfních a disjunktních grup 23*, i € I, kard J = m 023 ť je 
isomorfní s SSX). Potom rnnožina všech automorfismů nebo isomorfismů mezi grupami 23*, 
t j . jistých transmutací zvoleného systému množin, tvoří transmutační Brandtův grupoid 
hodnosti m s jádrem ©. Jiné příklady transmutačních Brandtových grupoidů dostaneme, 
když vyjdeme od systému isomorfních algeber nebo n-rozměrnýeh projektivních prostorů 
nebo homeomorfních topologických prostorů a uvažujeme množiny všech automorfismů 
či isomorfismů nebo všech projektivních zobrazení nebo všech homeomorfismů apod. 
(srv. [3]). 

V předešlých příkladech šlo vesměs o jisté transmutační Brandtovy grupoidy daných 
systémů ekvivalentních množin B^ Při tom zřejmě nebylo nutné žádat, aby pro množiny 
uvažovaného systému platilo B^ 0-5^ = 0 pro i 4= j . Stačilo totiž žádat Ht- 4= Bs pro 
i 4= j . Pofcm se lze tázat, kdy existuje transmutační Brandtův grupoid hodnosti m 
systému množin Bi? kard i ^ = n pro každý i e J , kard I = m9 který je vytvořen trans
mutacemi splňujícími podmínku 

<pis(x) = x pro . x € Bi n Bá . (5) 

Z (5) ovšem plyne, že každý takovýto grupoid má řád 1. ZvoMme-M např. n = 2 a Bt = 
= {ait ai+1} pro i = 1, 2, 3, 4, Bs = {a5, %}, pak podmínkou (5) jsou již jednoznačně 
určeny transmutace <Piti+xr i = 1, 2, 3, 4 iif^,' ale přejme ^k-tfWaiPtá + fmt *&kže hle
daný Brandtův grupoid neexistuje. Platí však ? 

Veta 4. NecM existuje transmutační Brandtův grupoid systému množin Bi9 kard B€ = n 
pro i c J , kard J = m, Bt- =f= Bi pro i 4= j , který má rád 1 a který je vytvořen transmutacemi 
splňujícími (5). Pak neexistuje taková množina 5 c U &i> Pro kterou platí 

i*l 
k a r d B > n (6) 

a 
x9y e B => existuje taková B{9 že x9 y e Bt. (7) 

Z předešlého příkladu vyplývá, že podmínka neexistence množiny B splňující (6) a (7) 
není postačující k existenci příslušného Brandtova grupoidů. 
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Vzhledem k větě 1 a 3 se nabízí vyšetřovat přímé součiny množiny, na níž je defino
vána neúplná operace (splňující první dva Brandtoyy axiomy případně jesjbě̂  yhpAiš 
doplněné) s útvarem obecnějším než je grupa, např. s kvasigrupou, semigrupou, polor 
.grupou atd. 

LITERATURA 

£1] JET. Braňdt; t íber eine Veralígemeinerung des Gruppenbegriřfés, Math. Aimalen §6 
(lft»l, S6t í-M6. ' ' : 

fžJÁ. Loewy: t íber abstrakt definíerte Transmutatíonssysteme oder Míéchgruppén, 
Jour. f. d. reine und angew. Math. 157 (1927), 239—254. 

£3] A. Nijenhuisi Theory of geometrie object, Amsterdam 1952. 

Karel Culík, Brno 

O PARALELNÍM PRŮMĚTU ORTONORMÁLNÍ BASE 
{Referát V. HAVLA O přednášce konané v ,9piskusích o nových pracích brněnských 

matematiků" dne 3. února 1958 v Brně) * 

V referátu byly dokázány tyto tři věty: 
1. Soustava vektorů al9..-, an, vytvářejících v En m-rovinu, kde n ^ 2m — 1, je v Mn 

•vždy paralelním průmětem ortonormálni hase. 
2. Soustava vektorů al9 . . . , d^, vytvářejících v En m-rovinu, kde n ^ 2m — 1, je v En 

paralelním průmětem ortonormálni base právě tehdy, když charakteristická éisla matice 
(ai. aj)t

jZ\,",
n splňuji při vhodném uspořádání relace gt *z . . . ^ gn-m S ffn-m+i = = . . . = = 

s ffm > ffm+l = • *- = 9n = °-
3. Soustava vektorů alt . . . , On vytvářejících v En m-rovinu je v En kolmým průmětem 

-ortonormální base právě tehdy, když pro charaMeriMcká Čísla matice (a* . -ty)*Zi*;",n P^M 
•relace gx = . . . = gm > gm+1 = . . .== gn = 0. 

Tyto tři věty zobecňují předchozí výsledky E. SÍIEFELA (1937), H. HADWIGEJRA (1940) 
>a H . NATjMANisrA (1957). Důkaz t lento vSt byl proveden metodami lineární algebry 
užitím transformací symetrických matic n a diagonální tvar. První dvě věty jsou přiro
zeným zobecněním klasické věty Pohlkeovy, věta 3 je analogií klasické věty Gaussovy-
-Weissbachovy. 

Václav Havel, B r n o 

A PROJEKCI ' •< • 

{Referát V. HAVLA O přednášce původně nazvané „Sdružené desarguesovské konfigurace" 
konané v „Diskusích o nových pracích brněnských matematiků" dne 10. března 1958 

v Brně) 

V rozšířeném referátu byl formulován problém, za jakých podmínek lze danou neafirmí 
singulární kolineaci x rozšířeného prostoru En na vlastní m-rovinu A rozložit ve shodnost 
a centrální projekci. Formulace je volena tak, aby neužívala souřadnicového systému. 

Nutno rozlišovat případy n = m -f- 1, n >.m + 1, které vedou ke zcela odlišnému 
řešení: 
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