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Casopis pro p&stovéni matematiky, ro&. 94 (1969), Praha

KONFIGURACE BODU ROVINNE KUBIKY

JaroMir KRrYs, Olomouc

(Doslo 23. prosince 1967)

V tomto ¢lanku odvodime nekoneéné mnoho riznych konfiguraci rovinné kubiky.
Budeme pfedpoklddat zdkladni znalosti o rovinné kubice.

Zavedeme séitdni reguldrnich bodd rovinné nerozloZitelné kubiky. Necht O je
reguldrni bod kubiky. P + Q = R, kde R je tfeti prasecik pfimky R’O s kubikou a R’
je tieti prisecik pfimky PQ s kubikou.

Véta 1. Reguldrni body rovinné nerozloZitelné kubiky tvoFi vzhledem k uvedené-
mu s¢itani komutativoni grupu G.

Dtikaz. ProtoZe Zddnd spojnice dvou reguldrnich bodt (téi te¢na) neprochdzi
singuldrnim bodem, d4 se zde aplikovat ditkaz obdobné vty uvedené v literatuie [1]
str. 89—90.

Dale ziejmé plati, Ze O je prvkem nulovym a opaénym prvkem k daném prvku A4
je tfeti prasecik AT's kubikou, kde T je te€novy bod bodu O.

Pozndamka 1. Snadno miiZzeme zavést s¢itdni teCen, to vSak v tomto ¢ldnku nebu-
deme potiebovat.

Necht G je podgrupou grupy G s koneénym poétem prvki 4; v poétu g. Protoze G
je komutativni, musi zfejmé& byt téZ G komutativni a G se d4 rozloZit podle G na t¥idy
navzdjem kongruentnich prvki. Tyto tfidy tvofi faktorovou grupu G/G. ProtoZe G
je konetnd, tak tfidy {B} € G/G maji stejny polet prvki tj. g. Didle ziejmé plati, Ze
nulovd tfida je G. Dile k tfid& {B} je opatnd {— B}, kterou dostaneme tak, Ze najde-
me ke kaZzdému B, € {B} prvek opacny.

Véta 2. TFi navzdjem rizné tFidy {B}, {C}, {T — (B + C)} tvofi rovinnou konfi-
guraci (39, gg) PFi cemZ body konfigurace jsou body téchto tfid a pfimky konfigu-
race jsou vSechny pfimky na kterych leZi prdvé jeden bod kaZdé tFidy.

Dikaz. Tridy séitdme tak, Ze seCteme vSechny body jedné tfidy se viemi body
druhé t¥idy. Dostdvdme tedy celkem g? ptimek. Tyto pfimky protinaji kubiku jest&
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v dalsich g’ bodech. Spojime-li téchto g’ bodl s bodem O, tak tfeti prise€iky téchto
spojnic tvofi tfidu {B + C}. Spojime-li body tfidy {B + C} s bodem O, tak tfeti
pruseciky s kubikou tvoii tfidu {T — (B + C)}, nebot pro kazdy bod X e {T —
—(B+ C)} plati B+ C + X = T. Musi tedy pomocné body v poltu g’ =g
tvofit tiidu {T — (B + C)}.

Vétou 2 jsme prevedli hleddani konfiguraci bodi rovinné kubiky na hleddni pod-
grup G grupy G. NeZz pfistoupime k tomuto Ukolu odvodime zajimavé vlastnosti
uvaZovanych tfid a grup.

Véta 3. Jestlize {2B} % {T — B}, potom na kaZdé spojnici X, X;, kde X ;e {B}
X ; € {B} leZi dalsi bod kubiky Y ¢ {B}.

Diikaz. Body Ye {T — B}. Kdyby Ye {B}, potom plati {B} = {T — 2B}. Plati
totiz ziejmé, Ze dvé tiidy, které maji 1 prvek spoleény, tak jsou totoZné. Potom viak
{2B} = {T — B}. To je vsak ve sporu s pfedpokladem.

Véta 4. KaZdd spojnice M;M j, kde M; € {C}, M; € {C} a {2C} = {T — C} protind
kubiku v dalsim bodé M € {C}

Dukaz. Podle pfedchdzejictho musi M e {T — T + C} = {C}.

Pozndmka 2. Hledejme tfidy C spliiujici tvrzeni véty 4. Snadno se dokdze z pred-
chézejicich vét, Ze kazdd tiida, kterd md za sviij prvek aspoii jeden inflexni bod ku-
biky, je ttidou spliujici tvrzeni véty 4.

Véta 5. Necht Te G, kde T je tecnovy bod bodu O, potom G spliiuje tvrzeni véty 4.

Diikaz. Pfimka OT protne kubiku jesté v T, ktery zfejmé leZi v G.

Véta 6. Necht' K je rovinnd kubika rodu 1 tj. bez singuldrniho bodu. Potom
v dané G/G existuji prdvé 4 navzdjem vesmés riizné t¥idy {A}, {B}, {C}, { D} takové,
ze {24} = {2B} = {2C} = {2D}.

Dikaz. Uvazujme tfidu {T — 24}. Tato tfida md prdvé g bodii. Kazdym bodem
Ize vésti k dané kubice prdve 4 teCny a dostdvdme pravé 4g bodi dotyku téchto tecen.
Necht bod B je jeden z t&chto bodi dotyku. Bod B urcuje tfidu {B}, tfida {T — 2B} =
= {T — 24}, nebot maji spoletny bod a sice te¢novy bod bodu B. Je zfejmé, Ze tfidu
{B} tvofi prdv& g dotykovych bodii uvaZovanych vyse. Stejnym zpiisobem ziskdme
tiidy {C} a {D}.

Véta 6'. Nechf K je rovinnd kubika s jednim uzlovym bodem.V dané G|G existuji
prdvé 2 navzdjem rizné tiidy {A}, {B} takové, e {24} = {2B}.

Diikaz je stejny jako v pfedchdzejici vété. Zde viak lze vésti z kazdého bodu prdvé
dvé tecny.
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Véta 7. Necht jedna z tFid uvaZovanych ve vété 6 je G. Potom G, = {A} v {B} L
v {C} u {D} je podgrupou grupy G.

Dukaz. Necht G = {4}. Setteme dva body G,, napf. X,Y. Bod Z=X + Y
uruje tiidu grupy G/G. 2Z = 2(X + Y) = 2X + 2Y. 2X € {4} a 2Ye {A} a tedy
2Z € {A}. Ttida {Z} m4 tedy tu vlastnost, Ze {2Z} = {4}. Tuto vlastnost maji viak
podle véty 6 prévé tiidy {4}, {B}, {C}, {D} a musi tedy tfida {Z} byt totoZna s n&kte-
rou z nich.

Véta 7'. Necht jedna z tid uvaZovanych ve vété 6 je G. Potom G, = {A} L {B}
Jje podgrupou grupy G.
Bezprostiednim diisledkem vét 7 a 7' je:

Véta 8. Necht G spliiuje torzeni véty 4 a necht G, = G U G,, kde G, je mnoZinou
vsech dotykovych bodii teden vedenych ze vSech bodit podgrupy G ke kubice.
Potom G, je také podgrupou grupy G.

Pozndmka 3. Z pfedchdzejicich v&t tedy plyne: Necht G je podgrupou grupy G.
Postupnym uZitim véty 7 a 7' dostdvame dal$i podgrupy tj. cely systém podgrup
a ziejmé plati, Ze ndsledujici podgrupa md v pifipadé véty 7 4-ndsobny pocet bodl
a v pfipad€ véty 7' 2-ndsobny podet bodl.. Tedy dostdvdame podgrupy, které maji
a) g .4" bodi a b) g . 2" bodd.

Véta 9. Oznacme body tfidy {B} X, kde i = 1,2, ...,g. Necht X' € {T — 2B} je
tecnovym bodem g’ bodii X ;, kdeg’ =0,1,2,...,9,i = 1,2, ..., g. Ddle necht {2B} %
% {T — B}. Potom body X;e€{B}, kde j =g’ + 1, g' + 2,..., g lze rozdélit prdvé
jednim zpiisobem do disjunktnich dvojic tak, ?e kaZdd spojnice bodii téchto dvojic
prochdzi bodem X'.

Dukaz. T¥ida {T — 2B} je tvofena body, které dostaneme jako tfeti priisetiky
spojnic bodi tfidy {B}. KaZdym bodem X e {B} prochdzi prév& g navzdjem riiznych
“t&chto spojnic. (Jedna z nich je te¢na v X.) Na kaZdé z t&chto g pfimek leZi pravé
jeden bod X'e {T — 2B}. Jinymi slovy spojnice X' e {T — 2B} s kazdym bodem
X € {B} patfi mezi uvaZované spojnice a je to tedy bud te¢na v n&kterém X e {B},
nebo spojnice dvou riiznych bodd X, € {B}.

Pozndmka 4. PouZijeme-li pfedchdzejici véty a véty o projektivnim vytvofeni
kubiky, 1ze urcit pocet jednoduchych kuzelosecek, které prochdzeji pravé 6 riznymi
body konfigurace uvazované ve véte 2. Toto pfenechdme Etendfi.

V dosavadnich ivahdch jsme nezkoumali vzdjemny vztah O a podgrupy G. D4 se
snadno dokdzat:

1. Necht G je podgrupou grupy G pfi zvoleném O. Zvolime-li za bod O jiny bod
mnoziny G, pak mnoZina G zfstane podgrupou grupy G.
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2. Necht {4} % G je tfidou grupy G/G pfi zvoleném O. Zvolime-li za bod O bod
leZici v {4}, potom {4} je podgrupou grupy G a G/G = G/{4}.

Nyni pfistoupime k feSeni zdkladni tlohy tj. uréeni podgrup grupy G. UvaZujme
rovinnou kubiku rodu 1.

Véta 10. Necht O je inflexnim bodem kubiky. Potom mnoZina J, vech inflexnich
bodu rovinné kubiky rodu 1 je podgrupou grupy G.

Dikaz. Plyne bezprostfedné z vlastnosti této mnoZiny. Spojnice dvou inflexnich
bodl kubiky ji protne po tfeti rovnéz v inflexnim bodé.

Podle poznamky 3 dostaneme systém podgrup Jo, Jy, ..., J,. J, mad pravé 9.4"
bodi. Plati tedy:

Véta 11. Tri razné tiidy grupy G|J,{A}, {B}, {T — A — B} tvoif rovinnou konfi-
guraci typu (27.43 4. 92.45"), kde n je nezdporné celé ¢islo.

Véta 12. Necht' J je inflexni bod a T bod dotyku tecny vedené z J ke kubice. Oznac-
me Dy mnoZinu sklddajici se z bodit J a T. MnoZina D, je podgrupou grupy G,
jestliZe za O zvolime J, nebo T.

Diikaz. Necht O je J. Zfeimé je: T+ O =T, T+ T= 0, 0 + O = O.
Nyni opét zavedeme Dy, Dy, ..., D,. D, md 2.4" prvki. Plati tedy:

Véta 13. Existuji rovinné konfigurace bodit rovinné kubiky rodu 1 typu (6.45 4,

4.43"), kde n je pFirozené islo.

Dalsi mnoZinu oznacme E; a necht obsahuje J a Ty, T5, T3, kde T; jsou body
dotyku teden vedenych z J ke kubice.

Véta 14. MnoZina E, je podgrupou grupy G, jestlife O je jeden z bodii E,.

Dtiikaz. Za bod O zvolme J. Zfejmé je: T; + O =T, T, + 0 =T,, T; + O =
=T3,Tl+T2=T3,TI+T3=Tz,T3+T2=T1,T1+T1=O,T2+T2=O,
T; + T, = O.

Opét utvoime E, E,, ..., E,. E, ma pravé 4" prvkl. Plati tedy:

Véta 15. Existuji rovinné konfigurace bodi rovinné kubiky rodu 1 typu (3.43., 4 )
kde n je pFirozené Cislo.

Pozndmka 5. Pro n = 1 dostdvdme znamou Hesseovu konfiguraci. Tfidy grupy
G/E, jsou dotykové body teen vedenych z daného bodu ke kubice. O této Ctvefici
plati véta, Ze diagondlni vrcholy tohoto étyrrohu leZi rovnéz na kubice. Tato vlastnost
bezprostfedné plyne z véty 9. Véta 9 ndm vSak tuto vlastnost zobeciiuje.

Oznaéme F, mnoZinu, kterd obsahuje tfi inflexni body leZici v ptimce.
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Véta 16. MnoZina F, je podgrupou grupy G, jestlife za O zvolime bod, ktery
le?i v F,,.

Dukaz. Ozna¢me uvaZované body J,, J,, J3. Za bod O zvolme J,. Plati O +
+J2=J2,0+J3=J3,O+0=O,Jz+J3=O,J2+J2=J3,J3+J3=
= Jz.

Nyni utvoime opét Fy, Fy, ..., F,. F, md prdavé 3.4" prvkd.

Véta 17. Existuji rovinné konfigurace bodii rovinné kubiky rodu 1 typu (9.4% 4n,
9.42"), kde n je nezdporné celé ¢islo.

Uvazujme nyni rovinnou kubiku s uzlovyrﬁ bodem. Tato kubika md prdavé 3 in-
flexni body a déle plati, Ze z kazdého bodu této kubiky lze vésti pravé 2 teny. Plati:

Véta 18. Existuji rovinné konfigurace bodii rovinné kubiky s uzlovym bodem typu
(9-23.2n, 9.23"), kde n je nezdporné celé ¢islo.

Véta 19. Existuji rovinné konfigurace bodii rovinné kubiky s uzlovym bodem typu
(3-25n, 23"), kde n je prirozené ¢islo.

Pozndmka 6. Otdzkou zistdvd zda jsme na$li viechny podgrupy grupy G.

Vsechny konfigurace, které zde byly uvedeny maji prdavé 3 g-tice prvki o nichz
plati, Ze prvky kazdé g-tice jsou navzdjem oddéleny tj. Zddné dva neleZi na pfimce
konfigurace. Na kubice existuji i takové konfigurace kde toto neplati. Dalsi konfigu-
race najdeme v tfiddch, které spliiuji vétu 4. D4 se snadno spocitat kolik v této tiideé
existuje pfimek na nichZ lezi prdvé tfi riizné body této tiidy a prdvé tak pocet piimek
s touto vlastnosti prochdzejici danym bodem dané tfidy. Nyni vynechdnim né&kterych
pfimek a bodh miZeme ziskat dal§i konfigurace. Obecny postup zndm neni a proto
musime postupovat v kaZzdém piipadé€ zvl4st.

V dalsi €dsti tohoto ¢ldnku rozsifime platnost pfedchdzejicich vlastnosti i na kubi-
ku sloZenou z pfimky a kuZeloseCky. S¢itdni bodi této sloZené kubiky zavedeme stejné
jako v pfipadé kubiky nerozlozitelné. Zvolime O na kuZelosecce. Dva body kuzZelo-
se¢ky seCteme tak, Ze prisecik jejich spojnice s pfimkou spojime s O a druhy prisecik
této pfimky s kuZeloseckou je souétem danych bodi.

Viéta 20. Necht kubika C je slofena z jednoduché kuZelosecky k a pFimky p.
Potom mnoZina bodii kuZelosecky k, které jsou reguldrnimi body kubiky C tvoFi
vzhledem k uvaZovanému séitdni komutativni grupu H.

Dikaz. Nulovym elementem je zfejmé€ bod 0. Opaénym prvkem k prvku A je
bod A’, ktery dostaneme jako druhy praselik pfimky AT s kuZelosekou k, kde T
je priseéik te€ny kuZeloseCky k v bod& 0 s pfimkou p. Komutativnost je zfejmd.
DokaZme nyni asociativnost tohoto s&iténi. Budeme postupovat shodné s literaturou
[1] str. 89 a 90, dokonce pouZijeme pro vyjédfem bodi stejnych pismen. PouZijeme
k sledovdni diikazu obrdzku.
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Mdme dokdzat (P + Q)+ R=P + (@ + R). Necht P+ Q@ =S, S+R=T,
Q + R = U. M4 tedy platit P + U = T. Necht pfimka PQ protind kubiku (pfimku)
jesSt€ v S, SR jest&€ v T’ a QR jesté v U’. Potom P, Q, S’ leZzina g4, S’, O, S lezina h,,
S,R,T"nag,, O,T, T nal, Q,R, U’ na h,, O,U,U’ na g5. Dokazme, Ze body
P, U, T’ lezi na pfimce h;. Pivodni kubika s kubikou uréenou g, g5, g5 se protinaji

v té&chto 9 bodech: P, 9, S', S, R, T', U, U’, 0. UvaZujme kubiku h,, h,, h,, kde h,
je spojnice bodii PU. Tato kubika prochdzi 8 body z uvaZovanych 9 spole¢nych bodi
puvodni kubiky s kubikou g, g1, g3 a tedy podle zndmé vé&ty musi prochdzet i de-
vatym prusecikem tj. 7" a bodem T’ miiZe prochdzet jedin€ h4. Véta je tedy dokdzdna.

Ddle budeme postupovat jako u nerozloZitelné kubiky. Nechf H je podgrupou
grupy H, kterd md konecny pocet bodt h. Grupa H se d4 rozloZit podle H na tfidy
navzdjem kongruentnich prvkd. Tyto tfidy tvofi grupu H/H. Pomocné body, které
tvofily ve v&t& 2 t¥idu {T — (B + C)} zde nejsou prvky grupy. Jejich podet viak
musi byt prdvé h, nebot v opainém piipadé by méla tfida {B + C} polet prvki
rizny od h. Plati tedy: Nahradime-li ve v&t& 2 tfidu {T — (B + C)} mnoZinou po-
mocnych bodd, které dostaneme pfi s¢itdni t¥id {B} a {C}, plati véta 2 i pro zkouma-
nou kubiku. Aplikujme ostatni véty, které mohou pfichdzet v uvahu pro grupu H.
Ziejmé neplati, respektive Zddnd tfida nespliiuje véty 4, 5, 6, 7, 8 ddle plati véta 3,9
a véty 6’, 7’ za pfedpokladu, Ze pfimka p neni te¢nou k. Z vét 6’, 7' vyplyvd, Ze mi-
Zeme vyslovit vétu obdobnou vété 8.

Véta 21. Necht H je podgrupou grupy H a necht pfimka p neni tecnou kuZelosec-
ky k. Pomocné body pri sé¢itani H s H oznaéme X ;. Vedme ze vSech X; te¢ny ke k.
Oznac¢me mnoZinu dotykovych bodii téchto teCen H,. Plati: H, je podgrupou
grupy H.

Véta 22. Necht' C je sloZena z jednoduché kuZelosecky k a pFimky p, kterd neni
tecnou kuZelosecky k. Necht pFimka AB, kde A€k, Be€ k je poldrou bodu X € p.
Zvolime-li jeden z bodiit A, B za O potom body A, B uréuji grupu H,.

Diukaz. Necht A= 0. B+ 0=B,B+ B = 0.
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Opét dostdvame H,, H,, ..., H,. H, md prdvé 2" prvki. Plati tedy:

Véta 23. Necht {A}, {B} jsou dvé rizné tfidy grupy H/H. Oznacme X, pomocné
body pFi séitani trid {A} a {B}. Tridy {A}, {B} a body X tvoi rovinnou konfiguraci
typu (3.25,, 23"), kde n je pFirozené cislo.

Pozndmka 7. Je-li p neseCnou kuZeloseCky k, potom vSechny uvaZované body

jsou redlné. Na obr. 2 (k je kruznice) je sestrojen pfipad pro n = 2 tj. zndmé konfi-
gurace (12, 165).

X, X C X X,

obr. 2

Zvolme nyni kuZeloseCku k a na ni tfi rizné body A4, B, C. Sestrojme tecny v téchto
bodech a, b, c. UvaZujme Sestitihelnik A4, 4, B, B, C, C a sestrojme tzv. Pascalovu
ptimku pro tento Sestithelnik. UvaZujme nyni kubiku sloZenou z dané kuzeloseCky
a této pfimky. Snadno se dd dokdzat: Zvolime-li za O jeden z uvaZovanych bodi
A, B, C, potom tyto body tvoii podgrupu K, grupy H. Opét miiZeme vytvofit grupy
Ky, K, K,, ..., K,. K, md 3.2" prvki.

Véta 24. Necht {A} a {B} jsou dvé rizné tFidy grupy H|K,. Nechf X ; jsou pomocné
body pFi scitani tid {A} a {B}. T¥idy {A}, {B} a body X tvoFi rovinnou konfiguraci
typu (9.25 2n, 9.237), kde n je nezdporné &islo.

Zavéretna poznamka. Myslime si, Ze tento pfispévek k hleddni rovinnych konfi-
guraci bodl kubiky je zajimavy a Ze dosud timto zptisobem nebyl feSen. Vysledky tj.
roziifeni platnosti zndmé véty o tom, Ze kubiku miiZzeme studovat jako grupu budou
mit i jiné uplatnéni. Nap¥. vS§e miZeme zdualizovat.
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Zusammenfassung

UBER PUNKTKONFIGURATIONEN EINER EBENEN KURVE
3. ORDNUNG

JaroMfR KRYS, Olomouc

In diesem Artikel wird die Existenz folgender Punktkonfigurationen einer ebenen
Kurve 3. Ordnung bewiesen:

a) (27.45 4, 9.43"), b) (6.45 40, 4.43"), ©) (3.45., 437,

d) (943 4., 943"), €) (92325 9.23"), f) (3.23m 23",
dabei ist n eine natiirliche Zahl, mit Ausnahme der Fille a), d), e), in denen auch
n = 0 sein kann. Zum Beweisen der Sitze, die in dem Artikel enhalten sind, wird
folgender Satz beniitz: Die Menge reguliren Punkten einer ebenen irreduziblen

Kurve 3. Ordnung bildet (bei passender Definition der Addition) eine komutative
Gruppe.
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