
Časopis pro pěstování matematiky

Karel Čulík
O kritických grafech

Časopis pro pěstování matematiky, Vol. 83 (1958), No. 4, 472--473

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/108629

Terms of use:
© Institute of Mathematics AS CR, 1958

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/108629
http://project.dml.cz


Všimněme si, že množina K' je konvexní, t j . že obsahuje s každými svými dvěma body 
i úsečku je spojující. (Úsečkou o krajních bodech Mlt M2 e @ rozumíme množinu všech 
M € © tvaru M = ( 1 — t) Mx + tM2, kde 0 ž t ^ 1.) 

Připomeňme ještě pojem vrcholu libovolné konvexní množiny H C @. Element M* 
nazýváme vrcholem množiny H, není-li vnitřním bodem žádné úsečky o krajních bodech 
v množině H. 

Nyní můžeme formulovat následující v ě t y o e x t r é m e c h subaditivních a striktně 
subaditivních funkcionářů: 

1. Subaditivni funkcionál X[M] nabývá na K' svého maxima alespoň v jednom vrcholu 
množiny K'. Je-li A[M] striktně subaditivni, pak nabývá svého maxima jen ve vrcholech 
množiny K'. 

2. Množina těch M e K', v nichž subaditivni funkcionál A[M] nabývá svého minima na K', 
je konvexni podmnožinou H C K'. Jestliže X[M] je striktně subaditivni, má množina H jediný 
element. 

Ludvik Janoš, Praha 

O KRITICKÝCH GRAFECH 

(Vlastní referát K. ĎULÍEA O přednášce proslovené v „Diskusích o nových pracích 
brněnských ma tema tiků" dne 14. 4. 1958 v Brně) 

Ghromatickým rozkladem oRS-grafu F(Q) (Q C F X F je areflexivní a symetrická 
binární relace) se rozumí rozklad F na množině F, který splňuje podmínku 

x,y € P, P eF => (x,y) non e o . (1) 

Nejmenší mohutnost #[F(o)] ze systému mohutností všech chromatických rozkladů 
oRS-grafu F(o) se nazývá chromatickým číslem grafu F(Q). Je-li %[F(o)] = m, pak graf 
F(Q) nazýváme m-chromatickým grafem. 

Dvojici x,yaF nazýváme souhlasnou příp. nesouhlasnou v oRS-grafu F(o), jestliže 
plat í 

x e X, y € F , X, Y € F, kde F je chromát ický rozklad grafu F(Q), (2) 

pro který platí kard F = #[F(o)] => X = Y příp. X =j= Y • 

Lemma 1. Je-li x, y souhlasná a y, z nesouhlasná dvojice v aRS-grafu F(Q), pak x, z je 
nesouhlasná dvojice v F(Q). 

Lemma 2, Je-li o množina všech nesouhlasných dvojic v aRS-grafu F(Q), pak ;Y[F(o)] = 
= X[F(Q U o)]. 

Věta 1. Nechť F(Q) je aRS-graf. Pak binární relace o C F x F, definovaná podmínkou: 
{x, y) e o -<=z> x, y je souhlasná dvojice v F(o), je ekvivalencí. 

Veta 2- Dvojice x,y <z F je souhlasná v aRS-grafu F(Q), který má konečné chromatické číslo, 
právě tehdy, když #[F(č?)] < %[F(Q')], kde Q' = QU{(X, y), (y, x)}. Z vety 2 plyne, že každý 
kritický (m -f- 1)-chromátický aRS-graf (viz G. A. DIBAC: A ťheorem of R. L. Brooks and 
a conjecture of H. Hadunger, Proč. London Math. Soc. 7 (1957), 161—195) pro každé přiro7 

zené číslo m vznikne z vhodného m-chromatického aRS-grafu obsahujícího alespoň jednu 
souhlasnou dvojici x, y tím, že k němu přidáme hrany (x, y), (y, x). 
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Necht F(Q) je aRS-graf a necht k > O, m > 1 jsou celá čísla. Pak posloupnost {uj?_0, 
ut e F se nazývá m-vázaná v F(o), jestliže platí: 

ui> UÍ+I> •••» ui+m-i Jsou navzájem různé uzly úplného subgrafu (3) 
grafu F(Q) pro každé i = 0, 1, ..., k — m + 1 . 

Lemma 3. Nechť {u j}^ 0 je m-vázaná posloupnost v aRS-grafu F(Q), který má konečné 
chromatické číslo, a nechť 1 < %[F(Q)] = m, k > 0. Je-li Í*M/WÍ k ==s 0 (mod m) prip. k =£ 0 
(mod m), pak dvojice u0, ufc je souhlasná prip. nesouhlasná v F(Q). 

Nechť G™(y) značí konečný aRS-graf definovaný takto: m, n ^ 2 jsou celá čísla, 
n - l 

G = Au B, AnB = 0, .4 = {a-., a2, ..., c?n}, B = ( j ^ - ka rdB ť = m, Gť = B^ u 
i = i 

n-l n-l 
U R-, < W pro i = 1, 2, . . . , k — 1 a y = [ ( j Cz- X Ci — U ÍK> <*Í+I)> K'+i> %)} — 

i = 1 i - 1 
— E {u e. G}] u {(a19 an), (an, ax)}. Byly vyšetřovány podmínky kladené na typ nedis-

junktnosti množin J5-, kdy graf C™(y) je kritickým (m + l)-chromatickým grafem. Mezi 
těmito grafy je většina těch, které nebyly popsány v citované práci G. A. Diraca. 

Karel Čulik, Brno 

POZNÁMKY K TEORII OPERACÍ 

(Vlastní referát K. ČULÍKA O přednášce proslovené v „Diskusích o nových pracích 
brněnských matematiků'4 dne 12. 5. 1958 v Brně) 

Ternárni relaci definovanou na množině F 4= 0 rozumíme podmnožinu A C F x F X F 
a její prvky (uspořádané trojice prvků z F) označujeme [x, y,z]e A. Relace A se nazývá 
operací na F, jestliže splňuje podmínky (srv. A. MOSTOWSKI, Logika matematyczna, 1948, 
str. 155—156) 

[x\ y9 z], [x", y9z]€ A =>x' = x" , (J) 

y, z e F => existuje takový x e F, že [x, y, z]e A . (P) 

Splňuje-li relace A podmínku (J) lze používat obvyklého multiplikativního zápisu 

x = yz v A O [x, y,z]e A . (1) 

Označme A123 = A a necht i, j, k je libovolná permutace Čísel 1, 2, 3. Pak ternárni relaci 
Atffo definovanou podmínkou 

[xi9 xj9 xk] c Am O [xl9 x2, xB] € A123 , (2) 

nazýváme ijk-permutovanou relací relace A (viz inversní relace u A. Mostowského, str. 154). 
Zejména označujeme a nazýváme relaci A132 = Ak konversní, A23i = Ap pravou a A312 = 
= Az levou relací relace A = A123 (srv. W. SIERPIN-SKI, Zásady algebry wyzszej, 2. vyd., 
1951, str. 290 anásl.). Označujeme-lí (A^)^ — A^, (Ak)t = Akl atd., pak z vlastností sy-
matrické permutační grupy o třech proměnných plyne 

Věta 1. 1. A123 = A = Avl = Alp = A^s = Ař3 = A&, A231 = 4 , === Ař- = Ank, A312 = 
= Ař = Avx = Aw, A132 = Ak9 A321 = Ak9 = Alk, A213 =- Akl = Apk; 

2. A = Ak <=>A^ = Akp <=> Ax = Akl; 

3. A = AJ)<=>AJ) = A z o Az = AOA* = A^ <^> A^ = Aifc<=>Ařfc = Afc. 
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