Casopis pro péstovani matematiky

Hana Cermékova

Uber einige spezielle Systeme der dreidimensionalen Rdume im projektiven Raum P,

Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 113 (1988), No. 3, 232--245

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/108787

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1988

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/108787
http://project.dml.cz

113 (1988) CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY No. 3, 232—245

UBER EINIGE SPEZIELLE SYSTEME
DER DREIDIMENSIONALEN RAUME IM PROJEKTIVEN RAUM P,

HaNa CerRMAKOVA, Brno
(Eingegangen am 29. Oktober 1985)

Summary. Die Pseudokongruenz im projektiven Raum ist die Grassmansche Mannigfaltigkeit
G, (n— 1, 2n— 1, n). Das ist das n-parametrige System von (n — 1)-Ebenen im (2n — 1)-dimen-
sionalen Raum. Fiir n = 2 bekommt man die Geradenkongruenz im Raume P;. Aus der Literatur
liber Geradenkongruenzen werden in dieser Abhandlung die Ergebnisse von [1], [2], [6], [7]
beniitzt. Man betrachtet den Fall n = 4. Die Charakteristik von G,(3, 7, 4) besteht aus Flachen
vierter Ordnung. Man setzt voraus, daB} auf diesen Flichen die Geraden liegen, oder daB} diese
Fldchen singulire Punkte haben. Es werden solche Mannigfaltigkeiten untersucht, ihre geo-
metrischen Eigenschaften gefunden und Fragen ihrer Existenz gelost. Zur Untersuchung wird die
Cartansche Methode (im Sinne von [3]) beniitzt.

Keywords: Projektive Differentialgeometrie, Systeme der linearen Ridume.

Classification AMS: 53A20.

EINFUHRUNG

Im projektiven Raum P, betrachtet man das System der dreidimensionalen Rdume
P;. Die Lage von P, hingt von vier Parametern ab. Die Rdume P, bilden dann die
Grassmansche Mannigfaltigkeit G,(3, 7, 4)'. Zur Untersuchung von G,(3, 7, 4) be-
niitzt man das bewegliche Bezugssystem mit den Eckpunten 4;, A4;, i = 1,2, 3. 4.
Man beniitzt die Bezeichnungen #hnlich in [8], [9].

Die Eckpunkte 4; wihlt man im Raume P;. Alle Eckpunkte sind linear unabhén-
gig. Dann gilt
(1) d4; = ofd, + of4,

d4; = o¥4, + @*4,, i,k=1,2,3,4.

Nach den Strukturgleichungen von P, folgt dann

(2 dot = v} A of + & A @
dok = o} A O + & A @F
dék = o} A O + @} A @F
dot = @i A O + @ A B, i, k,s=1,2,3,4.
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Die Formen &"*sind die Hauptformen. Mit M = x‘4;,i = 1, 2, 3, 4, bezeichnet man
den im Raume P; liegenden Punkt. Mit TM(G,) bezeichnet man den linearen Be-
riihrraum von G,(3,7,4) im Punkte M. TM(G,) ist durch die Punkte A4;, i =
= 1, 2, 3,4 und durch die Punkte dM bestimmt. Die Punkte dM gehdren zu allen
Werten von Haptformen. In allgemeinen Fall ist die Dimension von TM(G,) gleich
7. Wenn dim TM(G,) =7 — ¢, ¢ > 0 gilt, dann ist M der Brennpunkt der Ordnung ¢
von G,(3,7,4). Die Brennpunkte von G,(3,7,4), die im Raume Pj liegen, bilden
die Berithrmannigfaltigkeit FP;.

Im folgenden wiahlen wir vier unabhiangige Hauptformen w;, i = 1,2, 3, 4. Die
Formen & sind dann ihre linearen Kombinationen. Die Pfaffsche Untermannig-
faltigkeit von G,(3,7,4) ist durch das System der linearen Gleichungen mit den
Unbekannten ;, ®,, w3, ®, bestimmt. Den Berithrraum der Pfaffschen Mannig-
faltigkeit bestimmt man durch A4; und durch die Punkte dM. Diese Punkte gehdren
zu allen Werten der Hauptformen, die die Gleichungen der Pfaffschen Mannig-
faltigkeit erfiillen.

Sei die Pfaffsche Mannigfaltigkeit mit der Gleichung ¢'w; =0, i =1,2,3,4
gegeben. Wenn die Dimension ihres Beriihrraumes im Brennpunkte M von der
Ordnung ¢ kleiner als (7 — c) ist, dann ist a'w; die zum Brennpunkte M gehérige
Torsalform (im Sinne von [4]).

1. G,(3,7,4) ENTHALT BRENNPUNKTE DRITTER ORDNUNG

Im folgenden setzen wir voraus, daB3 in jedem Raum Pj vier Brennpunkte dritter
Ordnung existieren. In diesen Punkten wihlen wir die Eckpunkte 4;, i = 1,2, 3, 4.
Weiter setzen wir voraus, dal} jedes Paar der Beriihrrdume TA;, i = 1, 2, 3, 4, nur
den Raum (A4,4,A34,) gemeinsam hat. In diesem Rédumen wihlen wir die Punkte 4;.
Es gilt dann

(3) d4; = o*4, + A,0%0,, i,k =1,23,4.

Wir werden die iibrigen Brennpunkte der Mannigfaltigkeit G,(3, 7,4) bestimmen.

Sei M = x'4,, dann gilt dM = x'4,0%w, + Q. Q ist eine lineare Kombination

von Ay, A,, A3, Ays. Wenn M der Brennpunkt der Mannigfaltigkeit G,.(3, 7, 4) ist,

dann sind die vier Punkte x'4,0%, k = 1, 2, 3, 4 linear abhiingig. Daraus folgt

4) x'x2x3x4(of, 05, 0%, 0§) = 0.

(0%, @5, @5, @}) ist die Determinante, ihre Zeilen sind mit k = 1, 2, 3, 4 bezeichnet.
Satz 1. Setzen wir voraus, dafl in jedem Raume Py der Mannigfaltigkeit G,(3, 7,4)

vier unabhdngige Brennpunte A; dritter Ordnung existieren. Weiter soll jedes

Paar der Beriihrriume TA; nur den gemeinsame Raum (A;A,A3A,) enthalten.
Dann ist entweder FP5 von vier Ebenen gebildet, oder ist FP5 nicht definiert.
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Beweis. Wenn det (¢%, 0%, 0}, (off,) % 0, dann ist FP; von den Ebenen x' = 0,
i =1,2,3,4 gebildet. Solch eine Mannigfaltigkeit nennt man auch vollstindig
fokal [5]. Jede von diesen Ebenen enthilt drei Brennpunkte dritter Ordnung. Sei
p.q€{1,2,3,4}, p + q. Die Punkte A,, 4, sind die Brennpunkte dritter Ordnung,
die iibrigen Punkte der Geraden (A4,4,) sind die Brennpunkte zweiter Ordnung der
Mannigfaltigkeit FP;. Die Formen ¢*w, sind die Torsalformen der Punkte A,.
Wenn fiir i = 1,2, 3,4 diese Formen linear abhiingig sind, dann gilt det (¢}, @3,
@5, ¢4) = 0. FPy ist nicht definiert. Alle Punkte von P; sind die Brennpunkte
von G,(3,7, 4).

2. G,(3,7,4) ENTHALT BRENNPUNKTE ZWEITER ORDNUNG

Setzen wir voraus, dal auf der Erzeugenden P3 von G,(3, 7, 4) vier Brennpunkte
zweiter Ordnung liegen. Die Dimension der Beriihrrdume in diesen Punkten ist
gleich 5. In diesen Punkten wahlen wir die Punkte 4,, 4,, A3, A4. Setzen wir voraus,
daB die Punkte A4,, 4,, A5, A, beliebig gewihlt sind. Die Spuren von TA4;, i =
=1,2,3,4, im Raume (A4,4,A454,) sind vier Geraden, die im allgemeinen Falle
windschief sind. Setzen wir weiter voraus, dal3 diese vier Punkte zwei reelle Trans-
versalen haben. Auf einer von ihnen wéhlen wir die Punkte A4;, A,, auf der anderen
die Punkte A5, 4,. Dann gilt

(5) d4; = o4, + oo, + VoFo,d,
d4; = &*4, + @%4,, k,i=1,2,3,4; 1=1,2; h=3,4.

Fiir alle Werte von i = 1, 2, 3, 4 sind die Formen ¢%w, und ¢?}*w, linear unabhingig.
Im Falle der linearen Abhéngigkeit der beiden Formen hat TA; die Dimension 4.
Das ist unter unseren Voraussetzungen nicht moéglich. Wenn im Punkte der Punkt-
mannigfaltigkeit der lineare Beriihrraum nicht existiert, dann nennt man den Punkt
singular.

Satz 2. Wenn in der Erzeugenden P; von G,(3, 7,4) vier Brennpunkte zweiter
Ordnung liegen, dann sind diese Punkte die singuldren Punkte der zugehirigen
Mannigfaltigkeit FP,.

Beweis. Betrachten wir den Punkt M = x'A;. Dann gilt
dM = R + x'A;@fo d; + x'Aiofo A, + xR o d; + x'Ate o, .

R ist die lineare Kombination der Punkte A,, 4,, A5, A,. Wenn der Punkt M zur
Charakteristik gehort, dann gilt

(6) (x'Aiof, x'Atoh, x'2307*, x'Atel*) = 0.

Auf der linken Seite von (6) ist die Determinante, ihre Zeilen sind durch k =
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= 1,2, 3,4 bestimmt. (6) ist eine Gleichung vierten Grades. Sie enthilt nicht die
Ausdriicke mit (x*)*, s = 1,2,3,4, und mit (x°)®x/,s, j =1,2,3,4, j + 5. Die
Beriihrebenen der charakteristischen Fldache vierter Ordnung in den Punkten
Ay, Ay, A3, A, sind nicht definiert; A,, A,, A5, A, sind die singuldren Punkte
von FP,.

Satz 3. Wenn FP; die Verbindungslinie von zwei singuldren Punkten zweiter
Ordnung enthdlt, dann sind folgende Fdlle moglich:

a) Diese zwei Punkte haben eine gemeinsame Torsalform.

b) Die Beriihrrdume von G,(3, 7, 4) in diesen Punkten haben einen gemeinsamen
Raum, dessen Dimension griofer als 3 ist.

Beweis. Setzen wir voraus, daB p, q € {1, 2,3, 4} gilt. Suchen wir die Bedingung,
daB die Gerade (A4,4,) zur Brennmannigfaltigkeit von G,(3,7,4) im Raume
(A4,4,434,) gehort. In der Gleichung (6) ist dann der Koeffizient des Gliedes mit
(%?)? (x9)* Null gleich. Dann gilt
(x"2505, XU300 XPAy07", x2q0q") + (x"Ap0p X"Ag0G, x"Aq05", xPAz0p") +

+ (x5 0%, xPA20%, xPA205¢, xAg02) + (x5 0%, xPA20k, xIA307*, xPA30p") = 0.

Daraus folgt:
((P:, (plqc’ (p:k, (p;kk) (,111213).4 _ 1112)3)‘4 _ 111213/’[4 + 111213/14) =0.

P"q"p"q p*q”q”"p q9°°p"'p"q q°°p 9P
Wir bekommen zwei Moglichkeiten:
a)
kK k ¥k kk\ _
(‘Pp,(an(Pp ,(Pq ) - 0

In diesem Falle sind die Formen linear abhingig. Die Torsalformen der Mannig-
faltigkeit A, sind die linearen Kombinationen von zwei unabhingigen Formen
@kwy, 3*w,. Die Torsalformen der Mannigfaltigkeit 4, sind lineare Kombinationen
der Formen (p’q‘wk, go’;"cuk. Dann existieren solche Funktionen «,,, «,,, &, @, dass
folgendes gilt:

k *k k. *Kk
Op, @pDi + Up,Pp W = — 0y, Py — 0y, Pg Wy .

Die Form ocmq)f,a)k + th(p:"a)k ist die gemeinsame Torsalform der Mannigfaltig-
keiten 4, 4,.

b)
(M (ApA22305 — 22220305 — ALA2a3)4 4 A3A20303) = 0.

q9°°pP"q p°"q"q”p a”p”p™q

Der Beriihrraum der Mannigfaltigkeit G,(3, 7, 4) im Punkte A4, ist durch die Punkte
Ay, Ay, Ay, Agy A A, + 2245, 2345 + 234, bestimmt. Der Beriihrraum der Mannig-
faltigkeit G,(3, 7, 4) im Punkte A, ist durch die Punkte Ay, 4,, A3, Ay, A;Zl + 224,
A3A; + 234, bestimmt. Bei der Giiltigkeit von (7) sind die Punkte 1,4, + A24,,
Ay + AjA,, A4, + 2245, 34, + ;A linear abhingig, die Beriihrrdume in den
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Punkten A, und A, haben im allgemeinen Fall einen vierdiemensionalen gemein-
samen Raum. Die angefiihrten Beriihrrdume sind von der Dimension 5. Nur wenn
die Punkte 1,4, + A24,, A;A; + A24, und ebenso auch die Punkte 134, + A¢4,,
13171'3 + /1‘;/74 geometrisch zusammenfallen, dann fallen die Berithrriume der
Mannigfaltigkeit G,(3, 7, 4) in den Punkten 4,, A, zusammen.

Betrachten wir wieder den allgemeinen Fall. Die Gleichungen des Bezugssystemes
von G,(3, 7, 4) haben die Form (5). Wir bilden die duBeren Ableitungen der Koeffi-
zienten bei A, 4, in den ersten vier Gleichungen und beniitzen wir die Struktur-
gleichungen des projektiven Raumes P,. Dann bekommen wir

(8) di? A glw, + A dolw, = o} A Bk, + Ligiw, A @ + Ve, A oF,
) dA? A oo, + 24 dofw, = of A 2w, + Loto, A @7 +
+ A’:(p;kkwk A wh ’

i,k,s=1,2,3,4;p,1=1,2;q,.h = 3,4.
Setzen wir weiter voraus, daB die Formen ¢%w, fiir i = 1, 2, 3, 4 linear unabhingig
sind, dasselbe gilt auch fiir die Formen ¢}*w,. Dann gilt

(10) o0, = Sotw,, oo, = oMo, s, k=1,2,3,4.

In die Gleichung (8) setzen wir p = 1, p = 2 ein, daraus eliminieren wir dfw, und
beniitzen die Gleichung (10), wir bekommen dann

(11)  [=22dA} + A} dA7 + A(—Alw; + Aj@y) + aidi(—Aiw, + Aj@r)] A

A @hw, + [(A3214; — A1Ay)) w'” + A"( Moy + Aaq) o] A @by o, = 0.
Ahnlich aus der Gleichung (9) folgt dann
(12)  [=afdi} + A3 daf + M(—2Afoy + Ajog) + A(—Al@y + Koy)of'] A

A @tfwy + [wit (2823, — 2328, )) + A(=2i@} + K@) of' ] A off 0, =0,

i ist kein Additionsindex.
Setzen wir voraus, daB i fest ist und daB j die Werte j; und j, hat. Aus den Glei-
chungen (11), (12) folgt dann, daB die Form

(13) o2 (A3 A3 5, — 43404 1) ()‘2’1:”1 Aidig) =
- a}kﬁnar“()“?;l’”h - 3'1?"'11) (A%AHM 4; )“‘24'12)] wl+“

die Hauptform ist. Fiir die Koeffizienten in der Gleichung des Bezugssystemes haben
wir keine Funktionsabhédngigkeit vorausegesetzt. Es besteht nur eine Abhéangigkeit
zwischen den Koeffizienten der Formen o¢fw, und o¢%w,, i,k =1,2,3,4. Wir
beniitzen die Ausdriicke (10). 4* sei die Determinante aus den GroBen ark, AT se
das algebraische Komplement in der Determinante, welches zu o gehort. Aus der
- Gleichung (10) kann man die Form <p’,""w,, berechnen. Es gilt

o0, = — ZA*‘fp,wk
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Mit Hilfe der Gleichungen (10) bekommen wir dann
1

4

*i
o; At

i
Bei der Giiltigkeit dieser Gleichungen ist der Koeffizient von w!*/* in der Gleichung
(13) in allgemeinem Fall nicht Null gleich, wj*/* ist die Hauptform. Wenn wir alle
Werte von i =1,2,3,4, j = 1,2, 3 voraussetzen, dann sind in allgemeinem Fall
alle Formen o, k # i Hauptformen. Ebenso sind die Formen

(14) M(=Amy + 4@y), A(-XE] + Aoy
Hauptformen. Aus (11), (12) folgt, daB

(15) [=27dA} + A} dA? + 2i(=Xie) + Al@))]
(16) [—2fdA} + 4] dat + Al(—Af@y + Alwy)]

auch Hauptformen sind.
Betrachten wir vier Forfen (16) (i = 1, 2, 3, 4). Mit y; bezeichnen wir die Form

1= A(=H@; + ADy) = RAK@; - @3) + (A7) @5 - (4) @5
—4 —3

Die vier Forfen x; sind lineare Kombinationen von drei Formen (@ — @3), @3, @j.
In allgemeinem Fall existieren die Koeffizienten A°so, daBB A'y; = 0 gilt. Man kann

eicht A* wihlen:
(17) j'l3+ lll'l'l 2’1+2)’ 3)(+3
= (=)' [(A+0)* (B +z)2 (/1:+3)"
()“H- 1)2 (;:+2) ()“n+3

Betrachten wir die Hauptform
Byy = A=A} dA} + A2 dAf + 1)

Mit Hilfe von (17) gilt dann:
(18) By = AR} - A3 dRE, 32, (B2 (4.
Ahnlich finden wir die Hauptform &,,.
(19) @yy = A7 2] — 25 A}, 2323, (A1), (23]
Fiir die Hauptformen (14) gilt dann

M(=2loy + Awy) = @y(—23A7) + @y(—A1A7) + @3(A3A)) + @a(AiA]

W=2a; + Aat) = dy(=AA]) + @ (AA7) + @3(=2348) + @3(A323) .
Daraus folgt bei der Giiltigkeit von

| =412, 4103, — A8, A243] + 0,

daB die Formen &}, @,, @3, @2, @, O}, @3, @3 Hauptformen sind. Wir beniitzen
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nun folgende Bezeichnung:
S3* = (A4, Ay, As, Ay, A3, 4,) is der fiinfdimensionale Raum, der durch P, geht.
Es gilt dann:

TA(G,) = (Ay, Ay, A3, Ay, M Ay + A} A5, 1A, + ATA,) .
Weiter beniitzen wir folgende Bezeichnung:

HP* = 53 A TA(G,), H* = Si2nTA(G,)
Séz = (Ala AZ) A3’ A4’ Zl’ ZZ) :

Es gilt dann H3* = (4,, 4,5, 43, Ay, A} A5 + A14,).

Die vierdimensionalen Riume H{** gehéren zum fiinfdimensionalen Raum S3%,
sie bilden die Raumeschar mit der Achse (A4,;4,434,). Ahnlich gilt H{'* =
= (A, Ay, A3, Ay, AlA, + 2}4,). Die vierdimensionalen Réume Hj'? gehéren
zum fiinfdimensionalen Raum S3?, sie bilden die Riumeschar mit der Achse
(4,4, 434,).

Satz 4. Zur Mannigfaltigkeit G,3,7,4) kann man invariant zwei Mannig-
faltigkeiten G5, 7, 4) zuordnen. Ihre Erzeugenden sind die Riume S3*, bzw. S5°.
Das Doppelverhdltnis E;, der Riume HP* (i = 1,2,3,4) hat den invarianten

Charakter. Dasselbe gilt fiir das Doppelverhdltnis E,, der Rdume Hi'?,

Beweis. Betrachten wir den Raum S3* = (4., 4,, 43, 44, 43, 4;). Mit & be-
zeichnen wir die Differentiation bei den konstanten Hauptparametern und die
Werte der Formen ) bezeichnen wir dann mit 7}, (i ist kein Additionsindex). Es gilt
dann:

6(A1, Az, As, A4, 23, 24) =
= (n} + 7} + 73 + 7% + 7 + 75) (41, Az, 43, Ay, A3, Ay) .
S3* hingt nicht von den sekundiren Parametern ab. Betrachten wir den Raum S%2.
Dann gilt
5(A1, Az, Ass A4’ Zb Zz) =
‘= (n} + 73 + 03 + 1§ + 7+ 7)) (Ay, Ay, A3, Ay, A1, 4y) .

Si? hingt nicht von den sekundiren Parametern ab. Das Doppelverhiltnis der
Riume HP* ist gleich dem Doppelverhiltnis von vier Punkten A4, + AYA,.
dE,, hédngt vonden sekundiren Parametern nicht ab. E,, ist eine Invariante. Dasselbe

gilt fiir E,,.

Satz 5. Die Punkte A,, A,, A;, A, -sind die Brennpunkte erster Ordnung der
Mannigfaltigkeiten Si* und S3*.
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Beweis. Sei N der Punkt der Erzeugenden von S32. Dann gilt: N = x'4; +
+ x4, + x54,, i = 1,2,3,4. Mit Hilfe der Gleichungen des Bezugsystems be-
kommen wir

dN = xVot*w d, + x*(@}4; + B14,) + x¥(@345 + @34,) + S, h=3,4.

S ist eine lineare Kombination der Punkte A4,, A,, A3, A4, A;, A,. Nach den Voraus-
setzungen sind die Formen ¢}*w, fiir i = 1,2, 3, 4 linear unabhiingig. Wir haben
bewiesen, daB @3, @}, @3, @3 Hauptformen sind. Es gilt dann

—3 _ . 3i %k —4 _ . 4i ¥k —3 _ . 3i %k —4 _ . Ai %k
D] =Y1Q; W, Wy =Y Q; W, W3 =VP30; O, Wy =7Y0; Q.

Wenn wir diese Ausdriicke in die Gleichung fiir dN einsetzen, dann bekommen wir:

dN = A3[x2] + x5} + x%937] of*oy + A [x'27 + x*y1 + x%95'] o0, + S .
Der Punkt N ist ein Brennpunkt erster Ordnung, wenn die Matrix

(x'23 + x*p3 4+ x93, xf + x5yi+ x5

den Rang eins hat. (Die Zeilen der Matrix sind mit i = 1,2, 3, 4 bestimmt, i ist
kein Additionsindex.) Im Falle x' =1, x2 =0, x* =0, x* =0, x> =0, x®* = 0,
hat diese Matrix den Rang eins, die Glieder der Matrix in den letzten drei Zeilen
sind gleich Null. Der Punkt A ist ein Brennpunkt erster Ordnung der Mannigfaltig-
keit S32. Dasselbe gilt fiir die Punkte A,, A5, A,. Das gleiche Ergebnis finden wir
fiir die Mannigfaltigkeit S3*.

Betrachten wir die Spuren von T4; im Raume (4, 4,4,4,) und setzen wir voraus,
daB diese Geraden windschief sind. Sie sind durch die Punkte A} 4, + A?4,, 34, +

+ A}A, bestimmt. Ihre Pliickerschen Koordinaten bekommen wir in folgender
Form:

(20) P12i =0, py3;= '11!'1? s D14 = AH? s P23 T lfl? >
D24 = )-?)*? » P =0.

Wenn die Bilder dieser Geraden in einer Ebene des Kleinschen Raumes liegen, dann
ist der Rang der Matrix (0, 1}43, Aj A7, A7A3, A7%, 0) gleich drei. Dann gilt

1) det (=227, A4, = 2123, i23) = 0.

Wenn (21) gilt, liegen alle drei solche Geraden auf einer Fliche zweiten Grades,
sie haben die hyperboloidische Lage. Die Spuren der Rdume T4,(G,) haben im Raume
(A,A4,434,) ein einparametriges System von Transversalen. Unter diesen Voraus-
setzungen existiert die durch (A1A2A3A4) gehende einparametrige Schar von Ps mit
folgenden Eigenschaften. Die Rdume TA; haben mit diesen Rdumen Raume von der
Dimension 4 gemeinsam. Im folgenden werden wir voraussetzen, daB die Gleichung
(21) nicht gelten muB.

Mit P§ bezeichnen wir den durch (4,4,4;4,) gehenden Raum, der mit den
Raumen einen gemeinsamen Raum von der Dimension vier hat. Mit s bezeichnen wir
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die Zahl s € {1, 2, 3, 4} und setzen wir voraus, da3 P§ durch die Punkte
(22 Ay Asy Ay, Ay, %01, + 22 + (27, + 2A)),
tr1(Asr 1Ay + A2s1ds) + %4y (Ae 145 + her1Ay)
bestimmt ist. Weiter setzen wir voraus, daf nicht %, = %, = 0 bzw. %#,.{ = %341 = 0
gilt. Bei dieser Wahl hat P§ den einen vierdimensionalen Raum mit den Rdumen

TA,(G,) und TA,, ,(G,) gemeinsam. Die Spur des Raumes P§ im Raume (4,4,4;4,)
ist die Gerade

23) Do (At A, + A24,) + #,(A2 A5 + 224,),
topr(Av 1Ay + A301A5) + Fo (A1 ds + A504L)]

Fiir die Pliickerschen Koordinaten dieser Geraden bekommen wir:

P12 = %s“s+1(}~:)~f+1 AZAIH)

P13 = %sis+1)'sl/‘l'3+l - xs+1“sls+1)':
Pisa = “s’?sni:l:n - xs+1’?s)':+1;l':
D23 = “s’-zsnlszlfn - “s+1’2s2+1'13
DPas = % }?s+1'1§'1:+1 - J4s+1’T‘s/1.3+1/1‘:
P =% ”s+1('1 ;Ls+1 A:lfﬂ) .

Die Spuren der Beriithrrdume sind die Geraden

(A4 24y + 224245, A2iads + 2342 44)
(Asl+3z1 + Aliady, 22345 + Aiady).
Ihre Pliickerschen Koordinaten sind durch (20) fiiri =s+ 2,i =5+ 3 bestimmt.

Die Bedingungen bei denen diese Geraden die Gerade (23) schneiden, bekommen wir
in der folgenden Form:

(24) ST SV SNV STV PR 1 MY Y MRS o SRV Y M
- }»2)~s+1/1s+2 s+2] - xs+l”s[_j's+lj‘2'1s+2 s+2 T j'sl+1’1:1’3+2/13+2 +
+ A1 A2t — 3-s2+ Aghss2hgsz] = 0
“s“s+1["'ls'1s+1 5 + A '15-+1"I s+3 + 4 ls+1is+3'1s+3 -
— 23241 1.+3'13'+3] - ”s+1“s[_ s+l)‘3'1.s2+3)4 va F ArhiAiesAies +
+ A1 shses = Ar1didiaadies] = 0

(24) ist ein homogenes System fiir die Unbekannten %41 und 3,4 %, Dieses
System hat immer eine triviale Lésung. Wir bekommen folgende Moglichkeiten:

#y=0A.,=0, #=0A3%,,=0.
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Die Losung sind die Ridume (A4,4,4;A4,43A4,) und (A;A4,A;A,A,A4,). Weitere
Losungen bekommen wir, wenn die Determinante der Koeffizienten bei %, ,
s+ 1% in dem System (24) Null gleich ist. Nach ldngerer Berechnung bekommen wir
die Bedingung (21). Bei der Giiltigkeit dieser Bedingung kann man die Parameter
in der folgenden Form wahlen:

B

el R YRSV WY M S LY o APy SAPIE 0 SV b MDY AP LY 0 LY by

X
v

%S
}:{—+i = o[ = A A0 1A 2Ad ks + A AT A 2Adh s + AR A aiis — AR AgiaAssa]
s+1

Im folgenden setzen wir voraus, daB die Bedingung (21) nicht gilt. Wir werden
die Fragen der Existenz und der Allgemeinheit der Mannigfaltigkeit G,(3,7, 4)
16sen. Wir bentiitzen folgende Bezeichnung:

Q, = ¢'w, und QF = o0, .

Nach (10) ist dann Q} = a}Q,. Bei der Wahl des Bezugssystems haben wir 16 Formen
gewihlt. Diese Formen sind die Koeffizienten von A,, 4,, A;, A, in den ersten
vier Gleichungen von (7). Nach den Strukturgleichungen von P; gelten dann die
Gleichungen

(25) A2 A Q; + A0dQ; = f A APQ, + AQ, A @7 + MQF A @F
(26) dA? A QF + 22dQF = o) A 2QF + A0, A @1 + MQT A @F
ik,s=1,2,3,4; pl=12; qh=34.

Durch Eliminierung von dQ; bekommen wir 12 Bedingungen. Wenn wir die Formen
aus den Gleichungen (25) (fiir p = 1, 2) eliminieren, dann bekommen wir

(27) [=A3da} + 4} dA? + Al(—Ale) + Aj@]) + widi(= Al + Aj@p)] A
A Q + [(AAh —[Aidl ) ot + 2(=Al@, + Al@p) i A @iy =0,

i ist kein Additionsindex.
Ahnlich eliminieren wir dQ} aus der Gleichung (26). Wir bekommen

(28) [=4dA} + A3 dA} + AY(=2Afa; + Aoy) + A(—At@; + Aop) o] A
A QF + [t (2123, — A28, ;) + A(—Ai@; + @) a*'”] AQf;=0.
Die letzten vier Bedingungen bekommen wir, wenn wir in die Gleichung (25) p = 1

einsetzen, wenn wir daraus dQ; berechnen und die Gleichung (26) fir ¢ = 3 ein-
setzen. Dann bekommen wir

ALdQ, = —dAl A Q; + @f A 2LQ, + 21Q; A @) + V0 A @)
d2? A k0 + A2 d[ohQ,] = o} A 22dkQ, + AUQ; A @] + Vi A @; .

Dabei wurde die Beziehung (10) beniitzt. Wir bekommen die Gleichungen




(29) Aldef + (...) A Q] =0,

...) sind die Formen, die de* nicht enthalten. Man muB nun die Allgemeinheit der

(.- : g

Losung des Systems (27), (28), (29) finden. Wir fithren noch folgende Bezeichnungen

ein:

(30) By = —AFdA} + A} dA2 + A (—=At@; + Aj@]) + oA~ Ay + Ajdon)
Pyy = —A7 dA] + A3 dA} + i(—Aj@; + Mop) + A (—Afw; + o]
T2 (A2}, = M%) o + (=M + Aj@}) oft
Tia-:’j — (). A|+j 'ISAH-I) wl+] + }.l( /14 + /13 )d*H“' ,

i=1,2,3,4; j=1,2,3; h=3,4; 1=1,2.

Die Gleichungen (27), (28) kann man in der folgenden Form ausdriicken:
(31) Piag AL+ T2 A Qg + T Ay + T A Q43 =0
Py A QY + T A Qg + T A Qs + TS A Q3 = 0.

Betrachten wir die Formen THJ, T,ﬁ‘,, i=1,2,3,4;,j=1,2,3. Wenn i fest ist,

dann haben wir sechs solche Formen und sie sind die linearen Kombinationen von
fiinf Formen

) ol (=13} + 2) + A~ Ak + 2ad),
M(=At@} + Aj@t) + 2}(—Afw; + Aj@3) .
Die Formen T}, T{; sind linear abhingig. Es gilt dann:
(33) AnTi + ApTil, + ATl + By T + BT + BT, =0
Wir wihlen noch folgende Bezeichnung:
Qi = (Ahivs — Aidiey), Alvy = (14 - Asiw,

Wir beniitzen die Gleichungen (30) und setzen in die Gleichungen (33) ein. Wir
bekommen lineare Kombinationen der Formen (32), die nicht abhéngig sind. Ihre
lineare Kombination ist nur dann Null gleich, wenn ihre Koefizienten gleich Null
sind. In diesem Falle gilt dann

Apdivy + B,-IA:-"+1 =0 A,log”‘l + A:z“Hz + A,3ai+3 -0
Auiss + Badfys =0 Bua?™™ 4 Bal™*® + Baf'®s = 0.
Ai3dis3 + Bi3dT,3 =0
Daraus folgt
Aot + Apat? + Ayt =0

™ i i &
i+1 i+2 i+3

4; . A4, . A, ;
i+1 _*ki+1 i+2 _¥i+2 i+3  ki+3 __
—A“_—"d —AiZTa —Ai3_ —0.
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Ferner kann man A4;y, 4;,, A;3, B,

it> Bz, B;3 bis auf eine Umnormierung berechnen.
Wir bekommen dann

A“ — Q( l+2a*l+3 Az+3 + a|:+3a=‘|=1+2 Ai+2>
AT+3 ' l A?‘+2
und &hnlich auch die weiteren Koeffizienten. In allgemeinem Fall ist B;5 nicht Null

glelch man kann T,+3 bls auf die Umnormierung als linear Kombinationen von
T|+1’T+2’Ti+1a Tl+2’ .+3 bestimmen:

(34) Tl = a\Tidy + a; T, + a TE + asT, + agTH .
Diesen Ausdruck fiir T}, setzen wir in die Gleichungen (31) ein und wir bekommen
Py A2 + Tz 1A Qi+ T A Qs +
+ (@, T + a; T, + a T + asT + a6Ti) A Qi3 =0
Dygr A+ T A Qe+ TS A Q2 + TS A Qfs = 0.
Das betrachtete System hat dann folgende Form:
(35) Adde +(...)AQ)=0
Bygi A QT+ T A Qe + TS A QN + TS A QF =0
Proi A Qi+ T A Quyy + Ti+2 + Q4 +
+ (@ T + a, T + au T + asTi, + a6Tih) A Q4,5 =0,
Zwischen den GrdBen of ist im allgemeinen keine Bezichung, die Formen do§ + (.. .)
konnen wir als 16 unabhingige Formen betrachten Dieses System enthélt 4.7 +
+ 16 = 44 unabhingige Formen: ®Ps4;, Pyqi T4, TR, T, T, THZ, dod +
+ ( . .), i,s = 1,2,3,4. Wir berechnen nun das Integralelement ;. u{? seien die
Werte von ©;, (q) = 1,2, 3. Setzen wir voraus, daB im allgemeinen u{? unabhingig
sind. Zu diesen Werten gehéren dann die GroBen u}@ = ajul®. Die Matrix (o})
ist im allgemeinen Fall regulir, die GroBen u}®@ sind auch unabhingig. Das zum

System der quadratischen duBeren Formen und zum Element ¢, gehdrige Polarsystem
hat folgende Form:

(36) {deg + (...)}ul® =0
BuatiT® 4 TEUIR + TPt + T2StS = 0
D ul® + T/ Hul®, + T'2ul?, +
+ (alTll-l'zl + aZTVil-I?Z + a4T+1 + (157‘”_2 + dg +3) u(")a =0.

Die Matrix (@, u}{®), uf{%, u7{Q) hat im allgemeinen Fall den Rang 3 (¢ = 1,2,3
sind die Zeilen der Matrlx). Es existiert wenigstens eine Subdeterminante dritter
Ordnung von dieser Matrix, die nicht gleich Null ist. Setzen wir im folgenden
voraus, daB es die Determinante (1@, uf{%, u{2) ist. Fiir die iibrigen Fille ist die
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Lésung ﬁhnlich Wir berechnen die Determinante D aus den Koeffizienten von
Baqi, T, T2, @100 Ty, TiE, in den Gleichungen (36). Es gilt dann

= (y*¥@ ,*@) , *(@) ) (
D = (ui s Ui Ujpr )(u(;q Ly + aul®y, ul®, + aul®s

Die Faktoren auf der rechten Seite sind im allgemeinen Fall von Null verschieden.
Der Rang des Systems (36) ist gleich 3.12 = 36, fiir die Charaktere des Systems gilt
$; =8, =83 =12, 5, = 44 — 36 = 8. In den Gleichungen (35) beniitzen wir das
Lemma von Cartan. Wir bekommen die unbekannten Formen als lineare Kombi-
nationen von Q,, Q,, 25, Q, mit Hilfe von 120 Parametern Die Formen T}'2; sind
lineare Kombinationen der Formen T}, T}'Z2,, T2%, T2, T3%,. Zwischen den
Parametern gelten 4.4 = 16 Beziechungen. Wir haben also N = 120 — 16 = 104
Parameter, Q = 5, + 2s, + 3s3 + 4s, = 72 + 32 = 104 = N. Daraus folgt

Satz 6. Das System, daf} die Mannigfaltigkeit G,(3,7,4) definiert, ist involu-
torisch, die Losung hdngt von acht Funktionen von vier Unbekannten ab.

Literaturverzeichniss

[1] S. P. Finikov: Teopus xourpyenumit, Moskva 1956.

[2] S. P. Finikov: Teopus nap xourpyenipit, Moskva 1956.

[3] S. P. Finkov: Meton Baemnux ¢popm Kaprana B muddepennmanproit reomerpun. Moskva 1948.

[4] L. E. Krugljakov: OcHOBBI IPOEKTHBHO-AU(HepeHIMATIBHON TreOMeTPHH CEMEHCTBA MHOTOMED-
HBIX TTockocTeit. Tomsk 1980.

[5] K. Svoboda: Uber die Punktdeformation einer vollstindig fokalen Pseudokongruenz. Math.
Nachrichten 38 (1968), S. 197—206.

[6] A. Svec: Projective differential geometry of line congruences. Praha 1965.

[7) J. Vala: Uber die Torsalsysteme des Kongruenzenpaares. Casopis p&st. mat. 96 (1971),
18— 32.

[8] J. Vala: Uber einige Mannigfaltigkeiten mit linearen Erzeugenden, Czechoslovak Math. J.
22 (97) (1972), 242—265.

[9] J. Vala: The special Grassman manifolds V;‘ in the projective space P4 (v tisku).

Souhrn

O NEKTERYCH SPECIALNICH SYSTEMECH
TROJROZMERNYCH PROSTORU V PROJEKTIVNIM PROSTORU P,

Hana CERMAKOVA
V prostoru P, se studuje 4-parametrickd varieta, jejiZz tvorici prostory jsou prostory Ps.
Charakteristikou takové variety je plocha 4. stupné. Ve specialnim pripadé€ existuji na takovych

plochach pfimky, nebo tyto plochy maji singuldrni body. Jsou studovany geometrické vlastnosti
téchto variet a feSeny otdzky jejich existence.
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Pe3lome

O HEKOTOPBIX CITELIMAJIBHBIX CUCTEMAX TPEXMEPHBIX ITPOCTPAHCTB
B ITPOEKTHUBHOM ITPOCTPAHCTBE

Hana CerMAKOVA

B npocrpaHcTBe P, Mcciaeayercs 4-napamMeTpHYeckoe MHOrooopasme, cocTosumee u3 3-napame-
TPHYECKHX NPOCTPAaHCTB P;. XapaKTepHCTHKY 3TOrO0 MHOToo6pashs COCTaBJAIOT NOBEPXHOCTH
4yeTBEPTOro mopsaka. Ilpeanonaraercs, YTO Ha 3THX NOBEPXHOCTAX HAXOMAATCS NpPSIMble, WA 3TH
TOBEPXHOCTH MMEIOT 0COObIe TOukM. MIcCcneayioTcs Takue MHOT0OOpa3us, Hai{i€HHBI MX TEOMETPH-
YeCKHe CBOMCTBA M PELIAIOTCH BOIPOCH! CyIIECTBOBAHMUSL.

Anschrift des Verfassers: Katedra matematiky a deskriptivni geometrie stavebni fakulty VUT,
Barvi¢ova 85, 662 37 Brno.
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