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Nové odvození třetí základní poučky deter-
minantní. 

Podal 

prof. Dr. F. J. Studnička. 

Jakož známo jest, možná všeobecnou nauku o determi
nantech zosnovati a uspořádati na základě tří hlavních pouček, 
takže na místě prvním objeví se rozkladní poučka Laplace-ova, 
na druhém pak místě uvede se odvozená z ní poučka multipli-
kační a na třetím konečně místě octne se poučka o vzájemnosti 
mezi původním a přidruženým determinantem a jich obapolnými 
subdeterminanty, jež zakládá se obyčejně na poučce druhé. 

Mnohem lépe však hoví požadavkům soustavnosti pořádek 
a postup odvozovací ten, kde s hlediska jediného nebo na zá
kladě jedné poučky odůvodňují se všechny poučky ostatní, zde 
tedy na rozkladní poučce jmenované buduje se celá soustava 
nauky determinantní. A že tak možná učiniti, budiž ukázáno 
v řádcích následujících. 

Značí-li totiž, jak obyčejně se píše, 

д,= 

" 1 

a, 

h 

Cn l« 

= (aAcз • • • k). 

a označíme-li subdeterminanty jednotlivým prvkům těmto pří
slušné písmenami velkými, takže obdobně jest 

.4.= 

A, B^ C. 
A2 B2 C2 

Aa B, C, 

An B„ C„ 

L. 

L„ 

— (AJBJCJ . . . Lя), 
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vyjadřuje se třetí základní poučka dříve připomenutá všeobecným 
vzorcem*) 

(1) 4T**{<hh . . . 00 = (H*+iJw . . . -U), 

z něhož plyne pro fe = 0 vzorec zvláštní 

(2) ^ ^ ( A A C , . . - L n ) = 4 , 

jelikož se na pravé straně počíná prvkem prvním, kterýmž jest 
A r A podobně vyplyne z relace (1) pro 

lC ZZZZ J . , >(í.| O j • • «, % 

soustava vzorců zvláštních, ukazujících, jak se má subdetermi-
nant libovolného stupně soustavy přidružené ďn k doplňkovému 
subdeterminantu soustavy hlavní 4n. 

Abychom pak odvození vzorce (1) založiti mohli na poučce 
Laplaee-ové) užiti nutno zvláštního vzorce transformačního, jenž 
v tomto případě má tvar 

(3) 4n (aA c3 • • • ]*-*) = (Kw-lLn), 

obsažen jsa patrně ve vzorci (1) pro k = n — 2.**) 
Nejsnadněji se tu přijde k cíli cestou indukce, jelikož od 

determinantu stupně třetího, čtvrtého a pátého snadno se učiní 
přechod k determinantu stupně w-tého. 

1. Jestli v našem vzorci transformačním (3) n = 3, bude tu 

(4) -Vi = (B2C3), 

což souhlasí se vzorcem (1) pro k = 1. 
Abychom si pak zjednali pro tento případ obdobu vzorce 

(2), sestavme podlé tohoto vzorce (4) soustavu 

^3<*i = (B*C8) 
^ A = (A,C3) 
4><a = (A2B3), 

*) Užijeme-li označení prvka jedinou písmenkou dvěma příponami opa
třenou, vezme vzorec (1) na se tvar mnohem průhlednější a sice 

^n (°na2J • • • • %k)= (A*-fi, *-f-i " • A » ^ ' 
**) Důležitý vzorec tento uveřejnil jsem poprvé v Sitzungsb. d. k. bóhm. 

Ges. d. Wiss. 1879 .Uber eine neue Determinantentransformation." 
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násobme jednotlivé vzorce tyto, jak po sobě jdou, subdeter-
minanty soustavy z/31 zvané 

a učiňme pak součet na obou stranách; obdržíme tu, jakož 
snadno se pochopí, 

4 ( o A + & A + c 1 C 1 ) = (A1B2C3), 

a jelikož trinom na levé straně obsažený má hodnotu determi
nantu z/3, konečně 

15) ^ = (A-B2C3), 

což se shoduje se vzorcem (2) pro n = 3. 
2. Jestli ve vzorci (3) w = 4, bude 

(6) ^ 4 (a 1 6 2 ) = (C3D4), 

což se především srovnává se vzorcem (1) pro k = 2, wz:4. 
Sestavíme-li pak na základě tohoto vzorce (6) soustavu 

^ 4 fai^) = O, 
J4 (aA) = (C3D4), 
^4 («A) = (B3D4), 
z/4 (axd2) = (B3C4) 

a znásobíme-li tyto vzorce, jak po sobě jdou, subdeterminanty 

A2, -fc>2, \J2 , D 2 , 

bude součet na levé straně provedený 

z/4 [(aLa2) A2 + ( a ^ ) B2 + (alc2) C2 + (a-.*,) D2], 

součet pak na pravé straně dle známé poučky zjednodušený 

= (B2C3D4). 

Na levé straně možná pak determinanty druhého stupně 
v závorkách uzavřené rozložiti a tak si zjednati dle známých 
relací 

«i K &2 + b2B2 + c2C2 + d2D2) 
— a2 (axAx + &,B2 + c-C2 + dLD2) = a ^ 4 , 

13* 
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takže spojímé-li tyto výsledky, konečně obdržíme 

(7) ^ a 1 = ( B 2 C 3 D 4 ) , 

což se srovnává se vzorcem (1) pro 1c = 1, n = 4. 
Od tohoto vzorce (7) jest pak přechod ku poslednímu 

vzorci tvaru (2) velmi snadný; sestavlme-li podlé něho 

z./4
26i = (A2C3D4), 

z./4
2c1 =(A2B3D4), 

^ 4
2d 1 = (A2B3C4) 

a znásobíme-li tu jednotlivé relace, jak po sobě jdou, subde-
terminanty 

A n B,, C., D n 

obdržíme na levé straně 

J\ ( a A + 6-fi, + c, ^ + dj),) = J\, 

na straně pak pravé determinant stupně čtvrtého 

= (A,B2C3D4), 

takže tu tedy platí 

(8) 4=(AlB%GtDé) = A:. 

3. Jestli pak w = 5, plyne ze vzorce (3) přímo 

(9) ^5*(a162c3) = (D4E5), 

což se srovnává se vzorcem (1) pro .4 = 3, n = 5. 
Podlé vzorce (9) možná pak si zjednati soustavu 

4 ( « i 6 2 Š ) = 0, 
4 (aAh) = Oi 
4 ( « A c 3 ) = ( D 4 E 5 ) , 
4 K M š ) = (C4E5), 
4 ( o l ^ ) = ( 0 4 D l ) . 

Násobíme-li tu pak relace, jak po sobě jdou, subdeter-
minanty 

4 J Bji C3. D 3 , E3 
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a sečteme-li na obou stranách, vznikne na straně pravé součet 

= (C,D4E5), 

kdežto na levé straně se obdrží napřed, rozložíme-li tu deter
minanty stupně třetího v závorkách obsažené, 

--6 [(«A) «3 + ( « A ) «1 + («3&l) <h\ A, 
+ A, [(oA) 63 + («A) \ + (<h\) K] B, 
+ --» t(«A) <h + («A) Ol + («3°l) Cí] c, 
+ A [(«A) <-I + («A) dl + («3Jl) 2̂] D, 
+ 4 K«A) «3 + («A) «1 + («A) %] E3 

anebo spořádáme-li tu podlé subdeterminantů stupně druhého 
v závorkách obsažených, 

Js (oA) [a,A, + 6,B, + c,C, + d,D, + e,E,] 
+ 4 to) KA, + ^B, + c.C, + «\D, + e.E,] 
+ A («36i) K A , + 62B, + c2C, + d2D, + e2E,], 

což se podlé známých vzorců rozkladných redukuje na 

4> (oA) A = A («A). 
takže porovnáním oboustranných výsledků konečně vznikne vzorec 

(10) ^ ( « A ) = (C,D4E5), 

což se srovnává se vzorcem (1) pro k = 2, n = 5. 

Podlé tohoto vzorce (10) sestavme si pak řadu relací 

A («1«2) = o, 
- ^ ( « A ) = (C,D4E5), 
^(« iC 2 ) = (B,D4E5), 
^ ( o 1 á ' 2 ) = (B,C4E5), 
^ ( a . e 2 ) = (B,C4D5) 

a znásobme jednotlivé vzorce, jak po sobě jdou, subdeterminanty 

A,., B2 , C 2 , D 2 , E 2 , 

načež poskytne součet na straně pravé determinant stupně čtvr
tého 

= (B2C,D4E5), 
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kdežto na levé straně obdržíme, rozložíme-li subdeterminanty 
stupně druhého v závorkách obsažené, patrně 

A\ a, (a2A,. -\- 62B2 + c2C2 + d2D2 -f &:£,:) 
— 4\ a2(a,A2-f-&,B2 + c,C2 -j-d,D2 + e,E2) = <á\ax, 

takže porovnáním oboustranných výsledků vznikne 

(11) ^ a , = (B2C3D4E5), 

což se srovnává se vzorcem (1) pro k = 1, n = 5. 
A podlé tohoto vzorce (11) možná pak sestaviti 

^ 6 1 = ( A 2 C S D 4 E S ) , . . . . • • 
^ C l = ( A 2 B 3 D 4 E 5 ) , 
A\ dx = (A2B3C4E5), 
^ é 1 = (A2B3C4D5); 

znásobíme-li pak tyto relace, jak po sobě jdou, subdeterminanty 

A., B l 5 C t, D,, E, 

a sečteme-li konečně na obou stranách, obdržíme 

(12) 4l = (AíBiCiJ)iEi) = Jí, 

což souhlasí se vzorcem (2) pro n = 5. 
4. Srovnáme-li postup*), jakým tu v odstavci 1., 2. á 3. 

přišlo se k jednotlivým výsledkům vzorcem (1) zahrnutým, po
známe velmi snadno, jak by se všeobecně vedlo vyšetřování 
a odvozování obdobné. 

Vyšlo by se od transformačního vzorce (3), totiž 

dn (aj 6 2 . . .jn-2) = (K„_i Ln), 

podlé něhož by se ustavila řada n relací, majících na posledním 
místě levé strany prvky 

a n — 2 j öw—2 )>•••) li n—-2 , 

*) Jde opačným směrem, porovnáme-li s postupem provedeným v po
jednání mém „Nový důkaz poučky . . .", uveřejněném v Časop. pro 
pěstov. math. a fys. Roč. I. pag. 6. a reprodukovaném v Giinther 
„Lehrbuch der Determinantentheorie" II. Aufl. 1877, pag. 73. 
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obě strany vzorců takto zřízené soustavy znásobily by se, jak 
po sobě jdou, subdeterminanty 

An—-2 • -t>n—2 i • • * i Lin—2 ? 

a pak by se učinil oboustranný součet, z něhož by po příslušné 
redukci vyplynulo 

(13) An (ax\ . . . ín_3) = (Jn_2 Kn-a Ln). 

Podlé tohoto vzorce (13) sestavila by se pak řada n relací, 
končících na levé straně prvky 

&n— 3 , ^n—3 ? • • • . -'n— 3 , 

kteráž by se na obou stranách obdobně znásobila řadou sub-
determinantů 

A w —3 ) -Dn—3 j • • • ) Ln—3 > 

načež by oboustranný součet po náležité redukci podal vzorec 

(14) AI (aY\ . , . An-4) = (I«-3 Jn-2 Kn-1 L„). 

Podobným spůsobem by se od tohoto vzorce přišlo k relaci 

(15) An (atb2 . . . ýn_B) = (Hn-4 In-3 • . • Ln), 

odtud pak dále k relaci 

(16) Z/n ( « A . . ./n_5) = (Gn-5 Hw-4 . . . Ln), 

a takto vždy postupně dále, až by na předposledním místě 
objevila se relace 

(17) ^ r 2 a 1 = ( B 2 C 3 . . . L n ) , 

a na posledním místě 

^ - 1 = (A1B2...Ln) = ^n, 

což se srovnává zcela se vzorcem (2).*) 

*) Odvození toto jsem uveřejnil poprvé ve spisech jiho-slovanské aka
demie věd a umění v Záhřebe, 1887. 
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