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Poznamky o vyucovani trigonometrii
od

J. Hoiiel-a.*)

(7 franctiny pievedl prof. 4. Kosténec.)

L

Trigonometrii moZno vyucovati dvojim spisobem. Obycejny
spisob, jak se toto odvétvi geometrie vyklddd, jest smésice obou
method, z kteréz viak nelze si uiniti jasného pojmu ni o jed-
noduchosti jedné, ni vyhodnosti druhé.

- Moznot zajisté v duchu staré geometrie definovati sinus
kosinus, tangentu atd., jakoZto pomér dvou stran pravoihelného
trojihelnika, ¢imz vSak se obmezuje platnost vymérG ¢i definic
téchto na uhly ostré. Ddile lze ukdzati, jak nutnost, aby se
zvseobecnily jisté vzorce trigonometrické, vedla k stanoveni si-
nusti, kosinusu atd. Ghl& tupych a konecné, jak tkoly obdobné
s tkoly astronomie, vedly k novému zvSeobecnénf vztahujicimu
se k 1hldm, tak Ze tyto pak brany v mezich dvou a ¢ty kva-
drantdi, a koneéné libovolné velké, positivné neb negativné.

Methoda tato jsouc podstatné synthetickdi méd do sebe tu
vadu, Ze nds nechdvd v nejistoté strany veliin negativnych,
kteréZ se tu pokladaji za pouhé symboly algebraické, ano ona
nepiipravuje ducha naSeho k vSeobecnéjSimu ponimdni geometrie
analytické, ackoli jest geometrie pouze zvlaitnim pripadem jejim.

Méme za to, Ze by se dosdhlo znacné vyhody tim, kdy-
bychom se postavili hned z pfedu na stanovi§té methody kar-
tesianské. Spiisobem takovym pfijala by goniometrie tvar jedno-
dussi a prihlednéjsf a naskytla by se ndm tu poprvé piileZitost
promluviti o soufadnicich bodu kfivky néjaké. Methoda tato
mohla by se piijmouti za vychodisté pfi vykladu pravé theorie
veliCin negativnych, kterjZto vyklad byl by zajisté mnohem jas-
néj§f nezli onen, s nimZ se ve vétSiné spist o algebfe jednajicich
setkavame.

*) Viz Giornale di matematiche ad uso degli studenti delle universith
italiane pubblicato per cura del prof. G. Battaglini. Roé. XIIL str. 72.
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Seznali bychom tak, Ze smér paprsku, okolo néjakého bodu
pohyblivého, jest urcen, zndme-li bod, v némz paprslek tento
protind libovolnou kruZnici, z pevného bodu co stiedu opsanou,
jejiz polomér k vili jednoduchosti za jednicku délky poloziti
dluzno. Zirovei se smérem ustanovi se téz thel, jejZz tento
pohyblivy paprslek neb vlastné polomér s pevnym primérem
kruhu feeného uzavird. Primér tento nazveme pocitkem wdhld
a priseénik jeho s kruZnici poCitkem obloukd.

Dva thly, lisici se od sebe celym poctem otoceni, probéh-

nutych bud ve sméru pifmém neb zpiteénim (rétrograde), jsou
uréeny tymz bodem kruZnice. K uréeni vSech moZnych smért
postacf tedy, vime-li, jak se ustanovuj{ vSecky thly obsaZené
v mezich 0° a 4 R.
. Znamosti té nabudeme z priméti p¥islusného bodu kruz-
nice na primér, od néhoZ pocindme whly méfiti, ¢ili na osu
vodorovnou a na primér ¢ili osu svislou stojici na prvéjsi kolmo.
Abychom tyto dva praméty ustanovili, potfebujeme pouze jich
polohu vzhledem k stiedobodu urditi.

Pomysleme si bod vysly ze stiedu a pohybujici se na pr.
po ose vodorovné nejprvé k zaCatku obloukd. Drdhy probéhnuté
posloupné ve smyslu tomto budou se séitati (arithmeticky);
jestliZe v8ak bod, probéhnuv jistou ¢ast poloméru kruhového,
pohybuje se ve sméru opaéném, tu se jeho vzdalenost od stfedu
zmen§f (arithmeticky) a sice o délku, o kterou bod zpét ustoupil,
pokud totiz bod nedofel opét k stiedobodu. KdyZ bod dospél
do stfedobodu a pieSel ho (na prodlouZeném pocitku 1whli),
pocne vzdalenost risti, aviak ve smyslu opacném. Odtud pochodi
slozitost rozlicnych pripaddi, které se mohou naskytnouti, kdyZ
porovnavime mezi sebou dvé polohy bodu, které neleZi na samém
.sméru pocatku os. V pifpadé takovém dluzno miti zietel jak
k velikosti vzdalenosti tak k sméru. jejimu.

Této slozitosti se vyhneme, piestaneme-li odlucovati od sebe
oba pojmy, totiz velikost a smér drihy probéhnuté, sloucice je
v jediny t{m, Ze zvieobecnime vyméry (definice) séitdni a odcitdni.

S¢itdnim vzdilenosti jakés budeme nazyvati vikon zdleZejici
v posinut{ pohyblivého bodu ve sméru pfijatém, na pf. v pravo;
rovnéz tak budeme zvati odéitinim vzddlenosti jakés vykon
(obrécenf piedeslého) zdlezejici v tom, Ze poSineme bod o vzdé-
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lenost tuto ve sméru opaéném, v naSem piipadé tedy v levo.
Dle toho bude tedy, jeito pocitek ma vzdilenost rovmou nulle,
kazd4 vzdalenost, vzati v pravo od pocitku, O - « neb kritce
-+ a neb «; kazdd vzddlenost, vzatd v levo, bude O —a, neb
jednoduse — a.

Uvahou velmi jednoduchou lze odvoditi pravidla o séitdnf
a odCitdn{ mnoho clent algebraickych.

Rozumi se, Ze co se tykd znameni, bude platiti totéZ o ose
svislé.

Dle toho, co uvedeno bylo, jest kazdy bod kruhu urcen
obéma vzddlenostmi primétd jeho na osy od stiedu, jsou-li
vzddlenosti tyto ddny nejen co do velkosti, nybrz i co do ozna-
Ceni, neb jednoduSe vzdilenosti jednoho primétu, jejiz velikost
i oznadeni je déno, a oznatenim druhé vzddlenosti, ponévadz
velikosti obou vzdilenost! musi vyhovéti podmince, Ze "soucet
jich ctverc roven jest jednotce.

Tyto dvé vzdilenosti jmenuji se soufadnice bodu a roze-
zndvaji se od sebe jakoZto sinus a kosinus.

Pomér dvou soufadnic mozno znazorniti pomoci jednoduché
konstrukce bodem tecny, vedené na kruh v pocitku oblouki.
Bod tento nalezd se bud nad neb pod osou vodorovnou podle
toho, jsou-li obé soutradnice stejné neb opacné oznaceny. Dime-li
uréité znameni (plus neb minus) vzdilenosti bodu tohoto od
pocatku obloukd, jak jsme to Cinili pfi vzddlenostech vzatjch
na obou osich, a vezmeme-li zietel k souvislosti, kterdZz plati
o poloze bodu a znamenich soufadnic, obdrzime pravidlo, jaka
znameni mame voliti p¥i délenf a tudiZ i pii ndsobeni. Rovnéz
tak md se véc pri obrdceném poméru (kotangenté) a pii obra-
cenjch hodnotich sinusu a kosinusu.

Ponévadz primét délky néjaké na libovolnou osu jest urcen
co do velikosti i sméru soucinem délky do kosinusu thlu, jejZ
délka tato s positivnou ¢4sti osy ‘tvoii, obdrifme bezprostfedné
vzorce pro sinus a kosinus. souc¢tu dvou uhli, a tudiZ i vSecky
ostatni vzorce goniometrické a jich upotfebeni k méfeni troj-
uhelnikd, aniZ by bylo tfeba nového véci uvaZovani.

: 1L

Vyucovani trigonometrii znesnadiuje se nemilym splisobem
tim, Ze se hned z poddtku uzivé tabulek obsahujicich logarithmy
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funkef kruhovych mfsto skute¢nych hodnot funkei téchto. Bylo
by zajisté mnohem vyhodnéjsi, kdyby se nejprvé vylozilo, jak
by se mély z¥iditi tabulky skuteénjch hodnot funkei, a to spi-
sobem co moZnd jednoduchym a zakladajicim se vyhradné na
‘posloupném ptileni thli. Bylo by to nepopiratelné vybornym
cvienfm pro ziky, kdyby si dle ndvodu ucitelova sestavili sami
malé tabulky s dvéma neb tremi misty desetinnymi a to v inter-
valech dosti blizkjch, by tabulky tyto snadno interpolovati
(proloZiti) bylo. Jedin& takovychto tabulek, peclivé opravenjch
méli by Zdci uZivati; pomoci nich a pocitadla (régle & calcul)
budou Zzici s to Fefiti vSecky otdzky trigonometrické priblizenc¢
sice, ale prec ur€itéji, nezli grafickou konstrukci, a mnohem
rychleji, nezli pouZitim logarithmi, zvlasté, kdyz se vzorce za-
vedenfm dhld pomocnych sloZitéj$imi uéini, aby se, jak se ik4,
uspisobily k poéftini logarithmickému.

Predcasné uzivani logarithmi trigonometrickych p¥i vyuco-
vini mlddeze, v praktickém poclitini jeSté mdlo sbéhlé, nemize
jinak neZ zdrZovati pokrok v uméni tomto a uciniti je méné
pristupnym. Zlo toto stane se zvlasté tehdy povazlivym, ddme-li
do rukou novacki wvelké tabulky, které se hodi jediné pro zku-
Sené praktiky, a to tim povazlivéjsim, Ze uzivajice jich nenauci
se z4ci vzhledem k theorii niemu vice nezZli z tabulek o tiech neb
¢tyrech mistech desetinnych. Predstavy zakit o urcitosti vysledki
matou se, pripustime-li, aby méli za to, Ze priblizivie se na
desetimiliontinu hodnoty vysledku prakticky poécitaji. Proto jsou
také chovanci, ktef{ se tomu pranic nedivi, Zidd-1i se od nich,
_aby vypocitali polomér zemé aZ na centimetr. Mysli snad ti,
kdoz Zdklm pouze otdzky tak fantastické k YeSenf predklidaji,
ze je pripravi k FeSenf tloh praktickych?

Tato hlavn{ vada methody vztahuje se ke vemu, co se
tyk4 vyucovani poftiim numerickym. ZdaZz by nebylo 1épe, kdyby -
ulitelé na misto, aby zaméstndvali ubohé Zdky po tolik smrtel-
nych hodin opisovdnim ¢isel o sedmi desetinnjch mistech (¢islo
sedm jest, jak se zda, posvatné téZ v mathematice jako i jinde) a .
topili myslénky jejich v proudech cifer, castdji dovoldvali se
jich rozumu a vsudku a ukdzali jim, Ze uméni poletni nenf
nijak pouhou, slepou a otupujici cviénosti (routinouw), nybrz Ze
naopak poddvd poCtdri neustdle piileZitost, by cviéil svou vy-
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nalezavost, tim Ze nabude mnohych, pravé tak rozmanitjch jako
zajimavych zkuSenosti a nauci se uZivati splisob@i pocetnich vice
méné presnych a vice méné jasnych. Aviak i v knihdch co nej-
vice vychvdlenych neupozoriuje se zacitecnik ni slovem, Ze jest
to holé zabijeni Casu, befe-li se logarithmus ¢isla, zndmého
pouze s dvéma neb tfemi ciframi urcité, se sedmi misty dese-
tinnymi, a Ze jest to nesmyslné, podrZeti pii scitdni vice mist
desetinnych, nezli jich md c¢islo nejméné ptibliZené. A piec
neni k tomu dlouhého premysleni potiebf, bychom se piesvédili
o nesmyslnosti takového pocitini!

Tam, kde sobé chyb tak hrubych nebylo povSimnuto, nelze
oviem diviti se, Ze neni nijak naznaCeno, jak by se méla z roz-
dilt tabulkovych vypocitati hotej§{ mez chyby ucinéné, tieba by
presnosti vysledku tak pro porovndni vyhod, jaké mohou po
piipadé poskytnousti rozlicné spisoby vypoctu.

Nyni bude na misté, bychom promluvili nékolik slov o uzi-
vani Ghld pomocnych, které ma za tcel pYetvoriti (transformo-
vati) stiij co stdj koneCny vzorec ve vyraz jednoclenny, nehledé
ku prdci na pretvoreni toto vynaloZené. Snadno ndm bude uki-
zati, Ze dle vzorcl takto obdrZenych nepocitd se vibec logarith-
micky nejsnadnéji, a Ze zdanlivd jednoduchost hodnot, jeZ jsme
obdrzeli, jest ve skutecnosti nejcastéji pouhy mam a klam,

Nikdo zajisté nebude upfrati, Ze vyhleddnf logarithmu v ta-
bulkdch trigonometrickych, byt i sebe vice zdokonalenych, vy-
7aduje mnohem vice Casu a pozornosti, nezli podobné vyhleddvani
v tabulkdch obsahujicich logarithmy é&fsel. I sebe mendf zku-
Senost v pocitini takovém postaci k pozndni pravdy této. Na-
hrazeni tabulek obsahujicich logarithmy cisel tabulkami trigono-
metrickymi bylo by vyhodnym jen tehdy, kdyby se tim zmensil
pocet logarithmi, jeZ jest nam vyhledati z tabulek (pocet ,cteni),
cemuz vSak nenf tak, nebof véc se méa nejéastéji pravé naopak.

Pozorujme na pi. vzorce k FeSeni trojihelnika sferického
pro ten piipad, Ze jsou ddny dvé strany e, b a jimi uzavieny
tihel C. Vzorce tyto jsou:

cot a sinb — cot A sin C'= cosb cos C,
cot b sin a — cot B sin C' = cos a cos C, (1)
cosc’= cosa cosh -} sina 8inbd cos C,
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Vzorce z téchto vyvozené a pro pocitdni logarithmické upra-
vené jsou:

tang ¢ = tang a cos C', tang A = % ,
. «
tang ¥ = tang'b cos C', tang B = %?——nw(:a_nz) X L (2)
cosacos (b—@) __ cosb cos(a—)
cos ¢ = =
cos @ cos P

Upottebime-li vzorcd (2), musime vyhledati 16 logarithmd,
abychom uréili
log tang a, log cos C, @, log tang b, ¢, log sin ¢, log tang C)
log sin (b—¢), 4, log sin ¥, log sin (a—1), B, log cos a
[neb log cos b], log cos (b—g¢) [neb log cos (a—1)], log cos ¢
[neb log cos ¥], ¢,
ddle jest ndm provésti dvé od¢itini, bychom si zjednali b—gq,
a—1. Pokud vsak potrvd Sedesitinné rozdéleni kruhu, dluino
povaZovati kazdy vykon o dhlech za prici takovou jako vyhle-
ddni jednoho logarithmu z tabulek.
Uvedeme-li vzorce (1) na tvar
cos ¢ = cosa cosb (1-}- tang a tangb cos C),

__ tangb  cosd tang a cos ('
cot A = tanga ~ sin (' 1 tang b ) !

__ tanga  cosa (. tangbcosC
cot B T tangb * sinC tang a )

potfebi vyhledati z tabulek pouze 15 logarithmii, z nichZ Sest
v tabulkdch ¢isel, bychom nalezli veliCiny logcosa, logcosb,
log tang a, log tang b, log cos C; log sin C,
N — tangacos c

’ tang b
N = tang a tang b cos C, log (1—N), log (1—N*), log (1-+N*),
4, B, c,
aniZ by bylo tieba thly odéitati.

Stijz zde tuplné provedeny numericky piiklad, p¥i némz
zavedeny dhly pomocné, jak jej nachdzime v Serretové ,Pojed-
ninf o trigonometrii%. (Traité de Trigonometrie p. 180):

tang b cos C'
tang a

 —

b
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.. _1istet036 ‘toneb — 05188004

a=113° 2! 56:64“ | cos C= . fang a

b— 820 39/ 2840" - tanga = . . — 03711149 —%: .. —12881502
C=138° 50 1369 tangb = . 08899153 1—N . . . . 18876267
sinC. . . . . .18183589 N« . 11377338 cotA . . . . .—16945773
cosa . . . . .—1b921532 N . . 13579032 A = 116° 20" 221“

cosh . . . . . .11065091 N* . . 08955040 AW 14811996

tang b .

L-+N“ . . . . .11682617  N“= 1373200 ol ... . — 17743043
cose . . . . . .18675240 N = 02279834 1—N . . . . —01720236
¢ = 137 29' 4-63¢ " N = 2:4860165 ot B . . . . .— 14216175

B = 104° 59 8:38%

Napsali jsme tu vSecky vypocty, kteréz poctar
ponékud vycviCeny nemd provésti z hlavy neb po-
¢itadlem. Xdybychom uzili tabulek logarithmd sou-
¢tovych a rozdilovych, bylo by potfebi vyhledati
jeSté o 3 logarithmy méné.

Nyni miZeme posouditi, of jsou vykony shora
uvedené krat3i nezli vykony provedené na zikladé
method umélych, p¥i nichZ uZivdno Ghlé pomocnych,
neb i neZ ony vykony, které podobné jako analogie
Neperovy neb vzorce Delambre’ovy a Gaussovy vy-
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Zaduji mnohondsobného scitdni a odéitani Ghld. Z toho soudime,
ze jest to nejvyhodnéjsi, uziva-li se pifmo zdkladnich vzorei trigo-
nometrie sferické, a Ze je to pouhy pielud, domnivi-li se kdo,
Ze se tim néceho ziskd, pretvoii-li se vzorce tyto ve vyrazy
jednoClenné bud prostredkem whlé pomocnych, bud pomoci
vzorcl, kteréZ se k ptetvoreni tomuto samy naskytuji. Protoz
by se méla z ucebnych knéh vySkrtnouti pripovéd, pravé tak
§patné volend, jako methoda podlé ni pojmenovand, totiz: ,uci-
niti vzorec spiisobiljm k pocitini logarithmickému.*

Pripoustime sice, Ze mohou nastati ptipady, pfi nichZ dhla
pomocnych vyhodné uZiti lze, avSak pifpady tyto nevyskytuji se
nikde v theorii, na které spocivaji zédkladové trigonometrie. Na-
nejvySe mohlo by se vypracovati nékolik piiklad& o pfetvoreni
tomto, a to jen k viilli pouhému se cviCeni, a poukdzati pii té
prilezitosti nikoli na vyhody, nybrz na vady jeho.

IIL

Vysledky poctu trigonometrického mohou byjti podrobeny
dvéma pifc¢indm chyb, od sebe se naprosto lisicim, z nichZ jedna
zdvis{ na nevyhnutelné nedokonalosti tabulek logarithmickych,
drubd na chybach, jimZ jsou podrobena dita otdzky. Druhd
piiina ma vibec véts{ ulinek na vysledek nezli prvni, kdyZ se
totiz uZivd tabulek dosti velkjch.

Dejme tomu, Ze ¢dst « trojihelnika jest urcena funkeemi
trigonometrickymi p, ¢ .... ¢dsti zndmych ze vzorce

f@=9{@q..).

Logarithmy bezprostiedné z tabulek vzaté jsou podrobeny
jisté maximalné chybé de, kterdZ mizZe se zdvojndsobiti pfi lo-
garithmech prokladem vypoéitanjch a stiti se rovnou jedniéce
posledniho mista desetinného.

Pfijmeme-li, Ze jsou Cdstky, na nichZ je p, ¢, ... zdvislé,
uréité zndmé a Ze je funkce o (p, g, ...) vypoctena logarithmy,
toZz se chyba tabulek = do, k logarithmu funkce p se vztahu-

jfci, vyrovnd chybé dp = = -ﬁa—’—, jiz funkce p sama podrobena
(p¥i ¢emZ M znamend modul logarithmi decimdlnych), a tudiz

dw dy
spisobi v @ (2, ¢, - - .) chybu rovnou —+ a7 P Y
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Uplnid chyba, které¢ dopustime se pii log ¢ (p, ¢, .. .),
bude tedy
de do dy
—=  (p--tqga-..).
q)(p,q,---)('“] dp —17dg )

Oznacéime-li vyraz v zdvorce obsaZenj pismenem K, bude
maximum chyby této

Kdo
@ (_pa q - ') . -
Ponévadz chyba tato rovnd se chybé pii log f (x) ucinéné,
.. Mf(x)de . .
totiz T a jezto krom toho f(x) =@ (p,q,...), bude
dor — Kdo
nr = Ww)‘ .
Zménime-li tvar relace mezi @z, p, ¢,...., zméni se téz

vyrazy pro K a f («), a podobné i hodnota dx miiZe vziti zménu.
V takovém ptipadé jest ndm tedy skoumati, jakého tvaru musi
byti relace tato, aby pro danou rozsihlost tabulek hodnota di
byla minimum. _
Pozorujme na pf. ndsledujici dva rovnomocné vzorce

cos ¢ = % , tang —éa c= v tang —-21»— (a+-0) tang —;— (a—D)
UvedSe prvni na tvar
log cos ¢ = log cos @ — log cos b,
obdrzime maximum chyby, kterou jsme pii ¢ uinili

dc:—%cotc.da).

Druhy vzorec d& podobné

de = —]—}Zsincdw,

z CehoZ vidéti, Ze jest vyhodn&j§f neZ prvni, ma-li ¢ maly thel

2 cos ¢ 1
—-— neb témer —; .
smec [

Je-li tedy a=50° b=49° toZ bude chyba jedné jednotky

4/

byti, nebof pomér obou chyb jest pak

" 1
v_sedmé decimalce pii log cos ¢ uéinénd souhlasiti s chybou yre

neb témér 025 pii dhlu ¢, ponévadz rozdil tabulkovy jest 43
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pro 10”, kdezto vezmewme-li druby vzorec, dd chyba -; jednotky
~ pii log tang —21—.-0 p¥i dhlu pouze chybu

1 10/1

. "
=2. 2111 < 001“.

Zcela jinak se to ma, kdyZ chyby maji pivod sviij v datech.
PonévadZ v piipadé tom nezndmi = jest vdzdna s danymi veli-
¢inami a, b, . .. relaci

f@=F(?,...),
nemén{ se hodnota chyby, vzaté bez ohledu na netplnost tabulek,
totiz

F
de —j(ac)( da + 3 b AL

kdyz relaci tuto splisobem néjakym pietvoiime.

V piipadé tomto neziskdme ni¢eho, ddme-li jednomu vzorci
ptrednost pred druhym, a z té piiiny volmeZ vidy nejjednodusst
Zz nich.

Za piiklad vezmémeZ piedeSly vypocet, a dejme tomu, Ze
kaZdy z obou 1hl& podroben jest chybé 14

1. vzorec. Mozné chyba. 2. vzorec. MoZnd chyha.

cosa ... 18080675 ... 25 tang - (a+b) 00685011 43

cosd ... 8169420 ... 24| tang 5 (a—b) 39408584 2406

cosc ... 10911426 ... 49 | soudet. . . . . 9-0093505 2449

c=11° 39/ 3875 . . .11.4¢ tcmg-;— c...10046798 1225
1

o5 ¢= 5°4619'365" 51
c¢—=11°32/3873" 10-2

Z toho vidéti, 7e oba vzorce daji téméi tyté piiblizné
hodnoty a Ze prvni pied¢i druhy jednoduchosti svou.
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