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Součet řady Lambertovy a počet dělitelů 
celistvého čísla. 

Napsal Miloš Kossler. 

Lambertova řada 
Z ( ? ) _ - - 7 + T - - 5 + — — 3 + . . . (1) 

obdrží rozvinutím jednotlivých sčítanců v řady geometrické 
a srovnáním podle mocnin čísla s tvar řady mocninné 
L(z) = ®(l)z + 0(2).?s + ©(3)_ 3 + . . . + ®(n)s" + . . ., (la) 
M<L 

kdež & (n) značí počet dělitelů celistvého čísla n.*) 
Pojednání toto obsahuje odvození vzorců: 

z log (1 — z) 
ад = 

2(1—z) ' log z 

sin (t log z) ăt _ 2 * Г — 
ІЄJ {ў*< - 1 ) ( 1 -

(2) 

2 s cos (t log z) + z*)' 

O ̂  z < 1. 

e(»)=2(Ť+l+T+---+ivh)~<11 

(X 
, 2 f* dx sin 2x ( . x t . x . , . _r\ 

+w—«—( s i MT+ s mT+---+ s m[vri) 
X H W+T-cot* 2 -̂T—ir)' (3) 

© (1) + 0 (2) -t- ©(3) + . . . + © (w) 

=(2«+D(-Í +.1 + . . . + j-i--)-ivín.([v»"]+i) 
00 . (4) 

, 2 r axstn2x / . x , . x , , . x \ 
_| i 1 s m _ _ _ .̂ s t n _ _ _j_. . . _|_ s l w ——— i 

ffť * \ - 2 [v«l; 
v^/ . * 2w + l \ 
X ( C ^ 2 7 + T — ) ' 

*) Na př. 3 ( 1 ) = : 1 , 0(2) = 2, 0 (3) = % 0 (4) = 3, 0 (5) = % 
a t. d. Pro prvočíslo p jest vždy 0 (p) = 2, pro číslo složené 0 (k) ">- 2. 
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Symbolem [£] značíme Gaussovu funkci -£(£)- to jest 
takové číslo celistvé, pro které platí 

' f - l < [ ť ] 2 U . 
Ye vzorci (3) odčítá se jednotka na pravé straně uzavřená ve 
vlnité závorce {l} jen tenkráte, když n jest úplný čtverec; 
jinak odpadá. 

Formule (2), (3), (4) tvoří řešení problémů, o něž již dlouho 
se usiluje z důvodů číselné theorie. Byla totiž domněnka, že od
vozením součtového vzorce pro řadu Lambertovu umožněno bude 
sestrojení ukončené formule pro 0 («). Od této formule pak bylo 
opět očekáváno hlubší seznání prvočísel, protože pro tato právě 
má 0 (n) nejmenší hodnotu. 

Přesvědčíme se však, že žádná z těchto domněnek není 
správnou. Součtový vzorec (2) pro řadu Lambertovu jednak ne
vede k jednoduché formuli pro & (n) a za druhé i taková jedno
duchá formule (3), kterou odvodíme nezávisle na řadě Lambertově, 
neumožní nám praktické poznání prvočísel. Nechceme ovšem 
tvrditi, že pro & (n) není možno sestrojiti ještě jednodušší vzorec 
nežli jest (3); dospěli bychom k němu, kdyby se podařilo vy
čísliti integrál na pravé straně rovnice (3) v jednoduché a uza
vřené formě. Autor se o to marně pokoušel a byl by velmi 
vděčen za každý pokyn v tomto směru. 

1. Součtový vzorec (2) pro řadu Lambertovu (1) odvodíme 
tím způsobem, že jednotlivé sčítance řady (1) vyjádříme omeze
nými integrály, které potům snadno se dají sloučiti v integrál 
jediný. Všude v dalším budeme předpokládati, že argument z 
v řadě (1) má reálnou hodnotu uzavřenou v mezích 0 - ^ 2 < l . 

Ze známého rozvoje 
1 1 ._L_2j?. 

1 — ex ~ 2 x t=a (Mri)2 + x2 

vyplývá násobením obou stran rovnice ex 

eX e" 2e>2 X 

2 x І = I (2&я)2 -f æ2 " 
12* 
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Užijeme-li nyní vzorce 
00 

fe-«< sгn ßt ãt. -= - J J L Ł 9 

platného pro každé reálné /3 a pro reálné a kladné a na zlomek 

(?*-.)?+ «• - o b d r ž í m e 

Z toho vyplývá dále sečtením geometrické řady za integračním 
znamením 

00 00 . * . . - . ' . 
n x Psin xt dt r e~2nnt sin xt dt 

Či (2Jte)a + x* ~J e2nt — l~f e2nt — 1 ' 
Konverguje-li n k nekonečnému, vypadne druhý integrál 

na pravé straně, takže 
oo x 

k=l (2fcřT)2 + X 
oo 

.,.,. ex ex ex ~ „ Psin xt dt 
1 — ex 2 se -J e2*' — 1 

o 

Podle předpokladů platí tato rovnice pro každé reálné x\ tedy 
také pro x = log ZP, kdež O ^ z <. 1 a # jest celistvé kladné 
číslo. Jest tedy 

00 

ZP _ ZP ZP p ZP sin (t plog z\ dt 

/
sin xt đt 
e2nt — V 

> CzP s^n (* P ^ * ) ^ /̂ \ 
1 —> ~ 2 ^o# z ~ "J e2nt — 1 # ( } 

Dosadíme-li sem postupně p = 1, 2, 3, a t. d. a zavedeme-li 
vzniklé výrazy do Lambertovy řady (1), obdržíme 

00 

z i °° £-° r dt ^ 
L {z)z=— - 2: 2 / -2-t T . 2zPsinp{tlogzV 

2(1 — 0) logzp=lp Je2nt — lp=l 

Obě řady na pravé straně rovnice dají se sečísti, neboť 
00 gp 

— 2 — = log(í — z), 
pzzzlP m 

.2 ^ ^w p (t log z) = - - 7rr^-4—i—5 • > 
z- v y J 1 — 2jgr C05 (t log z) + Č 2 

*) Podle vzorce 
X SIП ę ? D • 

2, xғ sгn p ę 1 2 * COS q> + A-2

 p = l ' 
platného pro O <L x < . 1. 
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Přesnějším by bylo, kdybychom vzali jen součty .2' a připojili 
Í > = I 

zbytek Rn. Ukázalo by se však opět, že lim Rn = O, takže platí 
1 1 = 0 0 

přesně 
00 

Tf N _ . z . log{l— z) r sin (t log z) dt  
L W - 2 7 T = ^ + loaz ~ZZJ ře«-l)(l-S"' "2(1—0) ío#* V (e27Tt-l)(l-%z cos(t log z) + z2)' 

což jest vzorec (2). K témuž výsledku bychom dospěli užívajíce 
summačního vzorce Plana-Abel-Cauchyova 

00 00 
? ; / N 1 . . . , /\,,N ,, , . rf(m+it) — f(jm — it)j, 2j(p) — —f(m) + Jf(t)dt + ij tL_\ LM> 

p=m 

přímo na funkci 
ZP 

fV>=T=*' 
Postup, který jsme zde zvolili, jest jednodušší a vystihuje lépe 
podstatu summace. 

Jak už v úvodu bylo naznačeno, nehodí se vzorec (2) k od
vození formule pro & (n). Jest totiž patrně 

2 = 0 

z čehož plyne, že bychom museli znáti w-tou derivaci L {z), 
abychom ® (n) mohli analytickým vzorcem vyjádřiti. Z formule 
(2) však k jednoduchému vzorci pro tuto n-tou derivaci nedo
spějeme. 

Je-li z velmi blízko jedničce, dává po jednoduché úvaze 
vzorec (2) 

'w^iFî+^+цгK) 
z , log(l—z) 

<-(4) 
+ logl—). konečné číslo, 

kdež C značí Eulerovu konstantu. Pro týž případ udává 
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Schloinilch*) zdánlivě jiný vzorec: 
1 

LЏ)-
C — log log 

log 1 
log — . konečné číslo. 

Správnost obou vzorců vyplývá z rovnice 

lim 
log(l-x) \ - l ° 9 l o g \ 

2 ( 1 — *) log x ìog 1 
J_ 
4 r 

( i - * ) 3 

3 

která snadno se dokáže, uvážíme-li, že 

Z0//^ = í ^ [ l - ( l - ^ ) ] = - [ ^ + fc^ + 

a tedy 

loglog— = loy(— logx) = log Ui-x)(l + ^ + L l j ^ + \ 

2. Sečtení Lambertovy řady vzorcem (2) nám neumožnilo 
výpočet analytického vzorce pro 0 (n). Musíme tedy hledati 
jinou cestu. ' 

Budiž a reálné, jinak libovolné číslo. Pak platí známé 
vztahy: 

2 C sin a x , . ^ 
— / dx — i p ro a > O, 
n J x 

Utvořím e-li rozdíl 
= 0 

a < 0 , 
a = 0. 

Rk==±.f\™ Z 
n J L # 

siw (& -f- è) x sin (k — £) x ^h 
kdež k jest celistvé kladné číslo, £ reálné kladné číslo, bude 
podle hořejšího 

: iž* = 1 pro k < | , 
2 ? * = O „ * > & 

iřir = "2" » •; '* ~ £• 

•; *) Liouville-ûv Journal 1863. p. 101. 
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Z toho vyplývá pro každé | , které není číslo celistvé, 
k=N 

[|] = _; Rk, 
k=l 

kdež jinak libovolné celistvé č í s lo .N> £ a symbol [|] značí-
jak už v úvodu jsme vyložili, Gaussovu funkci E (£). Rozvede-
me-li ve výrazu pro Rk sin (Je x ± x §) = sin Je x cos £ x + 
cos Je x sin £ se, obdržíme 

00 

m 1 £ F2 cos Je x sin £ x dx 
L ř J — HkZJ x • 

Sem dosadíme 
. (2_vҶ-l).r 

sгn 
2 

2(cosx-\~cos2x-\-cos3x-\- ...-\-cosNx) — 1, 
x 

S W T 
čímž získáme formuli 

co sin i N + -rr-i a? . sin I X 00 

„__./•__—_i á.__.f____to, 
J 71 J . X 71 J X 7 x sгn ~ - o 

která se promění rozvedením sin iNx -\--^-\ — sinNz C0ST 

+ cos N ü sin - - na 

00 

Гc.- , 1 F SІП § # , 

o 

X 
, op sin Nx sin £ x cotg --r- . ?? *r . f- J 

_ J_ f * d I 1 i cos N x stni-x dx 
JT«/ «3. 71 J X 

O O 

Podle základních vzorců jest zde 

1 P s^n £ # _ 1 
— / - — dx = -s- , 
TtJ x 2 

u 
00 

1 Pcos Nx sin £_c dx 1 „ ~ 
7t J x 2 
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Do zbývajícího integrálu zavedeme novou integrační pro
měnnou' vzorcem 

_ 2x, 
X — " A - * 

čímž obdržíme konečně po vynechání indexu při xt vzorec 
• n • 2|ar 

. - °° sm 2.r . s»n —ĵ r-

o 

který jest vázán na dvě podmínky, že totiž předně reálné 
a kladné číslo § není celistvé a za druhé, že celistvé číslo 
N> £.*) Obě tyto podmínky jsou splněny, položíme-li na př. 

. 2w _h 1 
ř = = — § - - - , JV = 2 » ± 1 , 

kdež n a p jsou celistvá kladná čísla __ 1; při tom platí sou
časně bud jen hořejší neb jen dolejší znaménka. Jest tedy 

sin 2x . sin — 
r - » ± - i , i i T , « ° P , (Tk 

[~w~ \+^=^Jcotg 2 ^ ± T - — i — * * • ( 7 ) 

O rozdílu ^>=m-m « 
dokážeme si větu: 

J(n, p) = 1, je-li n dělitelno číslem p 1 ~ 
J(n,p) = 0, není-lin „ „ p j 

Předně budiž n dělitelno číslem p. Pak jest 
[ 2 > i + l i r * l ] _ n 
L 2p J ~ L P 2 P | - p ' 
| ~ 2 n — l ] _ [ ~ n 1 1 n -
L 2p J ~ L P 2pJ—p 

a tedy J (n, p) = 1. Tím jest dokázána první část věty (8). 
*) Rozvineme-li v integrálu (6) kontangentu podle vzorce 

1 i ví i • M 

a provedeme-li pak integraci jednotlivých Členů, obdržíme známou formuli 

čímž jest správnost rovnice (6) potvrzena. 
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Za druhé nechť není n dělitelno číslem p. Označme 

z čehož plyne 
[fb 

v p 
kdež 1 ̂  r < p. 

Největší hodnota, kterou r může nabýti, jest p — 1. Jest 

,edr m=[f+iH< + ^]-
Zlomek — — ^ — nabývá největší hodnoty při r = p — 1; jest 

tedy 0 
2 r + 1 ^ 2 p - l ^ í s ^ ^ J f c H - l T 

2p — 2p 
< 1. Z toho plyne [ ^ J t - i ] = í . 

Podobně platí 

čímž jest dokázána i druhá část věty (8). 
Kombinací vzorce (8a) a (7) obdržíme 

J(n,p) = 
c°tg o—r-í cotg --r - l sin — • sin 2x . — , (9) 

* 2 n + l * 2n — 1 j p x x ' 
což nám konečně umožní odvoditi analytický výraz pro 0 (n), 
značící počet dělitelů celistvého čísla n. Podle věty (8) obsahuje 

p=N 
totiž součet .2' J (w, p) tolik jednotek, kolik existuje celistvých 

P=i 

čísel p, obsažených beze zbytku v čísle n a při tom menších 
nebo rovných celistvému číslu N. Zvolíme-li tedy N-%n, bude 

N 
Z J (w, p) = 0 (w), 

p=i 
což spojeno s vzorcem (9) poskytuje 

00 

n / v 1 rdxsin2xi . x . . x . . x t . . x\ ®{n) = — J f5 m—4-5 m — + sm^4-...+8w^J 
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Jestliže v druhé závorce za integračním znamením odečteme 
2 

a přičteme číslo — , obdržíme 
00 

~, s 2 Pdxsin2xí . x , . x , , . x\ 
&w=irJ-^-[sm—+smT+-- + sinif) 

00 

, 1 rdxsin2xí . x . . x . . . x \ 

+ TJ " ~ x — [ s i n T + s m T +'• • + Sítt li) 
I x x 2 V 

x[cotg 2^TT-cotgW=T--x-): 

To však dá se pomocí známé hodnoty integrálu 

/

oo sгn 2 x sгn — 
, P dx = ^-

x2 p 
0 £ 

psáti ve tvaru 

0 « = 4 + l + T + --- + -¥ 
00 

, 1 Гdxsin2xí . x . . x . . . x \ 

+ 1ҒJ —x~[sm T+ S W T" + • • • + w n ӯЈ 
X(co<g 0 ^ *,_ , - eofg 0 M

 X_ t — Aj. (li) 
2^+T~C^"2T 

Nejmenší hodnota pro celistvé a jinak libovolné číslo N 
jest zde n. Ještě menšího počtu sčítanců docílíme jinou summací 
funkce J (n, p) nežli jest ona, kterou jsme provedli při odvození 
vzorce (10). 

Podle věty (8) udává součet 

2Jj(n,p) 

počet dělitelů čísla n, které nejsou větší než \Jn, to jest, jak 
známo, bud \ @ (n) nebo \Q(n) + \ podle toho, není-li či je-li 
n úfilný čtverec. 
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Z toho vyplývá, použijeme-li opět vzorce (9) 
00 

1 n M , f l l 1 rdxsin2x i . x . ař V 
0^+{^}=^/ ~í— ("•T + - + -RŠ7/ 

X ( C ^ - 2 ^ ^ - C 0 ^ 2 ^ T ) ' 
kdež f ve vlnité závorce se přičítá jen v tom případě, že n jest 
úplný čtverec. 

Týmž postupem, kterým se vzorce (10) jsme dospěli ku 
vzorci (11) obdržíme zde konečně 
0W = 2(T- + T + T + '-- + [vhH1} 

00 

, 2 fdxsin2x/ , x , . x . . o; \ 
1 **•/ * \ 1 2 [V» ]/ 

xH2^rr-c^2^rr-T)' ( 1 2 > 
což jest vzorec (3), 

Odvodíme ku konci ještě analytický vzorec pro součet 
n 

2 0 (7c). Do známé rovnice*) 
k— 

(1) + (2) + . . . + e w = 2
l|[f]-([Ví])' 

i* 
dosadíme 

což vyplývá z úvahy, předcházející vzorci (9). Jest tedy 

kdež značí v = [Vw]. 
V druhém součtu na pravé straně použijeme jednak vzorce 

(7) a za druhé rovnice 
. n . x 

o i 1 1 %ro i i \ s m ^x • 5 m  

»*±1 = J - ^(2^+1) P_d 
71 J X X 

2p 

*) Viz na př. E. Cesaro: Element. Lelirb. der algeb. Analysis. Teubner 
1904. p. 277.--278. 
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vyplývající z formule udané těsně před vzorcem (11). Jest tedy 

. 2 0 (Je) = 2 2 „ L — v* 
*_i P=i 2p 

• o • x 

sгn 2x sm 
_ 2 i U__ J_ /Ywť, * _ _ _ ! _ ) _ „ ) 
čili 

0 ( 1 ) + ©(2) + . . . + ©(») 

_(2«+l)(-L + -i + . . . + ^ ) - [ V ^ . (NTI+-) 
, 2 rdxsin2x{ . x , . x , . . a? \ ( 1 3 ) 

/ , 2 2n + l \ 

Tím jest dokázán také v úvodu vytčený vzorec (4). 
Tamtéž bylo řečeno, že by bylo žádoucí vyčísliti integrál 

na pravé straně rovnice (12) nebo (13). Věc ta není nemožnou, 
jak vyplývá z následující úvahy. Odvození obou jmenovaných 
vzorců jest založeno na funkci J (n, p\ definované rovnicemi 
(8) a realisované integrálem (9). Místo tohoto integrálu můžeme 
užíti také výrazu 

ir N ! i 2 * v * 2k7tn i í l 1 nA\ 
J Cn,p) = 2 cos H — c o s TI n\j (14) 

v , / v P r Pk=i jP \ p J 
kdež vlnitá závorka na pravé straně se přičítá jen při sudém n. 
Jest tedy na př. 
- . -,. 1 , 2 2nn , 2 Ann 

J(n}
 5 ) = ^ + -5- 0̂8 - y - + -g- c05 ~ ^ - , 

T , o . 1 , 2 2nn . 2 4;w 
J ( n , 8) = — + _ cos ~ g - + -g- *0s - g -

, 42 6;rn 1 , + -5- cos — 5 — | - -Q- c0s ^ w atd. o o o 
Důkaz formule (14) prozatím neuvádím, protože vede 

n 
k velmi málo přehledným vzorcům pro 0 (n) nebo 2 S (k), 

fc=l 

které však už neobsahují integrálů. Tím jest dokázáno, že in
tegrály (12) nebo (13) dají se vyčísliti. Další práce musí tedy 
směřovati k vyhledání nejjednoduššího tvaru takového vyčíslení. 
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