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Petrova elementarni metoda vysSetrovani
Fourierovych rad.
Eduard Cech.
V listopadu 1929 konal prof. Petr na pozvani Masarykovy
university v Brné tii pfednéasky, z nichZ jednu vénoval Fouriero-

vym fadam. V nf vylozZil prof. Petr mimo jiné velmi zajimavau
metodu elementdrniho vySetfovani Fourierovych fad funkei tvaru

f F(t) dt (a funkei ponékud qbecnéjsich). Tuto metodu vylozil prof.

a

Petr také v pripravovaném novém vydani svého Integralniho
pot¢tu. Nalezl jsem, Ze metodu prof. Petra lze bez obtiZi upraviti.
tak, Ze se aplikuje na libovolné funkce s koneénou variaci.

1. Metoda prof. Petra opira se podstatné o studium rady

pla) = 225 (&)

=

Odkazuje ¢tenafe na cit. Integralni podet (odst. 136b), uvedu zde
bez dikazu véty, kterych je v daldfch potieba. Rada ¢(z) konver-
guje pro viecka realna x. Mohu tedy klésti pron =1, 2,. ..

P(x) = sa(®) + 7a(), (1)
kde .
(@) = 2 (2)
Ziejmé .
@(z) =S8u(x)=1rn(x)=0 pro =0, 4-2x, +4=x,...;n=12,... (3)
Dale jest
¢(x)=i—"2_—i” pro — 2z < z < 2, z = 0, (4).

pii demZ znamen{ -+ z souhlasi se znamenim &isla z. Je-li 0 < n <,
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pak pro n =1, 2,... jest
(@) | £ ——— %)
(2n+1)sin-2’— .

pro viecka x, kterd se od ne]bhiéiho nasobku 2z li§i alespoii o 7.
Koneéné jest pron = 1, 2, ... a pro viecka realna x

7
(@) | < - (6)

2. Ma-li funkee f(x) v intervalu <0, 27> Riemanniiv integral
budto vlastni nebo aspoinl absolutné konvergentni, pak Fourierovou
fadou funkce f(x) nazyvame fadu

o i
5 -+ v=§1 (@ cos vx + b, sin vx),
kde

2n 27
1 o 1 .
W= — f)‘(x) cosvedx, b, = = ff(x) sin vz d.
0 0 :

Tedy Fourierova fada funkce f,(x) — fy(x) vznikne formalnim

odedtenim z Fourierovych fad funkei fi(z), fy(x). Soudet prvych

n + 1 ¢lend Fourierovy fady funkce f(x) v ¢isle u jest podle (2)
2n

27
an(u) = 517!‘/‘/‘(97:) dx + --71—{ ff(w) .8 (x—u)de. (7)
0

0

3. Ma-li funkce f(x) koneénou variaci v <a, b>, lze, jak znamo,
poloziti f(x) = fi(z) — [5(x), pfi Cemz f,(x), fo(x) jsou neklesajici
funkce v <a, b>, jez jsou vSude tam spojité, kde f(z) je spojita.
Z toho divodu mohu se omeziti na neklesajici funkce. Ostatné
&tendi snadno shledd, Ze uzitim elementarnich vét o totalni variaci
bylo by lze zcela obdobné studovati pfimo libovolnou funkei s ko-
ne¢nou variaci.

4. Necht tedy f(x) neklesa v <0, 27> a necht u je dané &islo
z <0, 27>. Pro p=2, 3,4, ... necht <z, x,...x,> je déleni inter-
valu <0 ,2z>, jehoZ norma Max. (¢x — @;_1) = 6 pro p - oo kon-
verguje k nule. Mimo to necht pro kazdé p bod u splyne s nékterym
z bodu xx = xx(p), tfeba s bodem .

Pii danych n, p podle véty o piirtstku!) existuji éisla y; =
=y (m, ps u) (1 £k < p) takovd, Ze :

1) Tento nézev zdd se mi vhodnéjsl ne’ nézev véta o stfedni hodnotsd
diferencidlniho podtu.



Tr_y < Yr < Tr, (8)

Sn(r — u) — Sn(p_y — ) = &'n(yr — u) (¥e — Te_y). -~ (9)
Zvolme jesté y, tak, aby bylo

a =2y < Yo < Y1 (10)

5. DokdZzeme nyni (za pfedpokladu, Ze f(x) neklesa v <0, 27>),
ze soutet Fourierovy fady funkce f(x) v kazdém vnitinim bodé »
intervalu <0, 2x> jest roven { [f(u + 0) 4 f(u — 0)].2) Pii dikaze
vyjde nam nasledujici odhad zbytku: Necht | f(z) | < M v inter-
valu <0, 2z>. Pfi daném & > 0 necht kladné » <, n < 27—
je tak male aby

fu+n+0) —fut0) < 5, fu—0)—flu—y—0)< 4. (11)

Pak pro vsecka n tak velika, ze

__sM Z, (12)
(2n + 1) sin 12/

jest :
[ on(u) — % [f(u 4 0) 4+ flu —0)] | Z e. (13)
Pti dukaze vyjdeme od ziejmé identity

- ’; [7n(2r — u) — r@(xk—l —u)] f(yx) = (14)

= U (Go-2)] ol _te) — a(p— 1) () + 72— 1) (W),
=1

kterou budeme studovati pii pevném n pro p - co.- Jeito x, = 0,
T =2m; 0<n<u, n2n—m, podle (5) posledni dva ¢leny
napravo jsou absolutné

- a4 M

=(2n+1)sin%

V souétu na pravé strané élen & = ¢ + 1 podle (3) je roven
nule, nebot z, = u. Ostatni ¢leny rozdélime ve tii skupiny

Lu<am_y<wut+n It u>ap_y >u—n; I |uw— ap_ =

V 1 kazdy ¢len podle (6) jest absolutné < [f (yx) — f(y,c 1)]

Mimo to v I jest v kazdém &élenu podle (8)
U= S n <P <<t <Tp_,+0<u+n+0,

2) Existence t&chto limit plyne, jak znamo, z monotonnosti funkce

Hz).
10*
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takZe
| 2 th) — fyr-l ey — ) | < 5 3 Ulw) — fge)] <

< 3 [fw+n+8) — fu + 0)).
" Stejné vychdazi .
l Z [H(8) — Fge-2)] al@r_y— ) | < = [f(u— 0) — flu—n—8)].

Koneéné v ITIT mohu uziti (5), takze

lz[ﬂyk)—/(y;_l)]nm_ —u)| < —————ZU(yx)—f(yk B
T 2n+ l)sm—;z"
< 4 M
(2» 4 1) sin i

~

Celkem tedy prava a tudiz i leva strana ve (14) ]est absolutné
nejvys rovna d&islu

8 M

2n + 1)sin-’2l

+ 5 U+ + ) — flu + 0] +

+ 5 [f(u—O)—f(u—-n—é)]

jeZ pro p -» co ma podle (12) limitu < ze.
Obratme se ke studiu levé strany. Podle (1) lze ji psati

y 4 . i
| ; [sn(2E — %) — sn(@E—y — )] f(ys) —

yd
— ; [o(zr — u) — @(e—y — u)] fw).

Tedy pfi pevnych n, n zvolenych pod]e (11) a ( 12) vyraz (15) pro |
velikd p jest absolutnd mensf nez me.. Nyni prvy séitanec v (15)
. podle (9) znf

(15)

; F(ys) 8'nlyr — u) (22 — 22y),

co% podle (8) pro p - co mé limitu

27
- [H(2) 8'n(2) da
0.
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Dile jest podle (3) a (4), jeito z,=u

T Tk— Xk—y

_ 55 — Prok=gg¢+]
P — u)— @(Tp—y — u) = _
—xk-—zftl pro ostatni k.

Tedy druhy s&itanec v (15) zni

— 3 U@+ Fedl + 4 2 ) (o — 2—),

<oz podle (8) pro p - co ma limitu .
— 2w+ 0) + fa— 0N + 4 [ fiz) da.
0

Tedy podle (7) pro p » oo vyraz (15) konverguje k -
7 [on(u) — § (f(w + 0) + f(u— 0))],
éimz podle pfedchoziho nerovnost (13) jest odvozena.
6. Piipady u = 0, v = 2z neposkytuji jiZz ni¢eho nového.
Cestou tplné stejnou jako v odst. 5 vyjde, Ze Fourierova fada m4 .

soudet 1[f(0 + 0) + f(27 — 0)]. Presnéji: pii daném ¢ > 0 necht
kladné n < = je tak malé, aby

o +0) — [0 +0) <5, fem—0) —fem—n—0) < 5.

Pak pro viecka n tak velika, Ze
aM

2n + l)sin%

.z
2 &

jést -
|on (3) — $ VO +0)+f2m—0)] | <.

7. Z odhadt zbytki je ziejmé,Zepro0<a <e < f < b<2a
z predpokladu, Ze (neklesajicf) funkce f(z) je v <a, b> spojita, nasle-
duje v <a, §> stejnomérns konvergence Fourierovy fady k soudtu
1 [f(» + 0) + f(u — 0)]=f(u). Podle toho, co v odst. 3 bylo feéeno,
mame tedy provedeno uplné vySetfeni konvergence Kourierovy
Tady funkece f(x), kterd v celém intervalu <0, 2a> mé konetnou
variaci. Piipad, kdy f(z) ma konefnou variaci pouze v né&jakém
okoli vySetfovaného bodu %, pfevede se na piipad zde probrany
uZitim Riemannovy véty, podle niZ chovani se Fourierovy fady
v mist& w zavisf pouze na hodnotich funkce f(x) v okoli bodu .
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Znimy dikaz této véty, opirajici se o relaci

b
lim f {(x) sin Az dx = 0,

A->0 A
je zcela elementdrni a sotva se dd zjednodusiti.

»

Sur la méthode de M. Petr dans la théorie des séries de Fourier.
(Extrait de l'article précédent.)

M. Petr a donné une méthode élémentaire pour la sommation
des séries de Fourier de fonctions lesquelles on peut exprimer, dans
les parties de 'intervalle (0,27), comme des intégrales et des fonc-
tions intégrables dans la partie respective. Pour ce but, il partait

* de I’équation (4), aprés y avoir déterminé p(z), et il a établi, pour
le reste r,(x) les relations (5), (6).

Mais cette méthode peut étre étendue a des fonctions f(x)
4 .variation finie dans l'intervalle (0,2x). Pour le faire, on peut
partir de l'identité (14), o 2y = 0, 2y, @, . . ., Zp—y, p = 27 sont:
les points divisant l'intervalle (0,27) en des intervalles partiels,
et effectuer dans (14) le passage connu a la limite (lim 4z, =
= Zp— Xp_, = 0, lim n = oo). On obtient ainsi, d’'une maniére
simple, des résultats connus pour ce cas bien plus général, ainsi
que des théorémes sur la convergence uniforme des séries de Fourier
pour des fonctions continues & variation finie.
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