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Příspěvek k infinitesimálnímu počtu. 
Napsal 

Dr. Jan Pexider Y Paříži. 

Z funkcionální rovnice lze v jednoduchých případech od­
voditi integrál příslušné funkce, aniž by bylo třeba znáti funkci 
samu. Z následujících příkladů vysvitne, za jakých podmínek 
odvození integrálu z funkcionální rovnice jest možné. Co se týče 
methody, tu lze všeobecné říci, že funkcionální rovnice — vy­
jadřující vztah mezi hodnotami funkce pro tři argumenty, z nichž 
třetí jest úkonem prvých dvou — násobí se differenciálem třetího 
argumentu, integruje se v určitých mezích, načež z výrazu takto 
obdrženého, resp. po vhodné volbě mezí, určí se hodnota inte­
grálu oné funkce. 

Příklady. 

1. Budiž funkce f(*) definována funkcionální rovnicí 

f(u*) = f(u).'f(*). 

Násobíce relaci tuto differenciálem 

dco r= d(u#) = *du -f- ud* 

a integrujíce v mezích co0 = u0,%, ca = ua,... obdržíme vztah 

(i) ff(a)da = sf(s) ff(u)du -f-w,,/ ,̂,) ff(s)ils. 

Jelikož vzájemnou záměnou argumentů u a * levá strana 
rovnice (1) se nemění, platí 

a u 

Uffy) fft*)&* + *of(*o) ffiŮ&K 
*o t(o 

u # 

= */(«) ff(u)Au + u0f(u0) ff(ž)dg 
*0 

čili 
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ffu)du ff(*)ä* 
konstante A. 

uflu) _ Uof(u0) rf(*) — 0j\*o) 

takže 
0 

(i) ff(»yb = kW(B)Ít. 
"o 

Výsledek tento obdržíme i bez ohledu na hodnotu výrazu 
levé strany funkcionální rovnice. Z toho jde, že každá funkce f(z) 
hovící rovnici 

f(u). f(0) = cp(u0) 

má integrál tvaru (I). 
Derivuje-li se rovnice (I) dle horní meze, obdržímo relaci 

M = ±[*f'(*)+ň*)] 
a z ní pro 0 = konstantě, k vůli jednoduchosti voleno 3 :1 , 
hodnotu konstanty A, t. j . 

A — ^ > — 

takže lze též psáti 

z 

ď, f/Wl= m l í / N ;. 
Z rovnice (1) neplyne další konkluse, jcst-li zf(*) = kousl anté tf, 
t. j . je-li 

m=--
Tato funkce hoví rovnici /(«). /(,?) = 9(1*3?) a muže tudíž 

funkci / značiti. V tomto případě má vSak rovnico (1) tvar 

ff(co)doj = ff(u)du f ff(»)(J* 

čili 
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F(uz) = F(u) -f F(e), 

funkcionální to rovnice logarithmu. 
Fuukce, jež vyhovují rovnici 

/(«) -A8) = 9>(MZ)> 
lze blíže stanoviti takto. Pro u -= 1 plyne z relace této 

<K*)=/(i)./00, 
t. j . funkce ony mají funkcionální rovnici 

f(u).f(*)=f(l).f(u*). 

Na příklad f(a) = A*m. 

2. Funkce f(s) definována buď funkcionální rovnicí 

f(»±u)=f(*).f(u). 

Násobíme-li relaci tuto differenciálem 

d(ú = d(u --f- #) = du -\- d# 

a integruj eme-li v mezích co() = u0 + #0, a = u -f- #,. •., obdržíme 

ff{et)da = /(M) //(*)d* +• /(*„) //(t*)cíti 
<O 0 £ , , 7 í 0 

a vzhledem k symmetricnosti levé strany vůči argumentům 
u a * vztah 

M Z 

Jf(u)du ff(s)dz 
= konstantě B, 

f(u)— M ) A*) — /K) 
takže 

í 

(II) ff(z)dzz=B [f(Z)ía. 

Z téhož důvodu, jako v příkladě prvním, každá funkce/(#), 
hovící relaci 

f(*).f(u) = <p(a + u), 
má integrál tvaru (II). 

3* 
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Differencujerne-li výraz (II) dle horní meze, obdržíme 
M = Bf'(0) 

a tudíž pro a = konstantě, na př. 0 = 0, hodnotu 

B = A . 
/'(O) 

Lze tedy též psáti 

(i?) fA»)á*=j^M + c 

Funkce, jež hoví rovnici 

/(*)./(«) = ?(* + «), 
z níž jde pro u = O 

9(*)=/(0)./W, 
mají za funkcionální rovnici 

f(z).f(u)=f(0).f(* + u). 

Této rovnici vyhovuje na př. funkce /(#) = Aa*^*; tu 
nabudeme 

/(O) = Aa&, /(O) = Aa&c . ̂ a 

a dle vzorce (II') 

fAoH^ťfo = -4— aò+« + 0, 
J c.lqа 

výsledek zajisté správný. 
3. Funkcionální rovnice 

f(uz)=fíi,) + f(z\ 

násobena differenciálem d& = d(wi) = #du + ud$ a integrována 
v mezích o0 = uo0O) co = u$,... poskytuje relaci 

co u 

J f(<x>)do) = zf(z)\u — u0] + #J f(u)du 
COQ UQ 

+ U0 ff(¥» + %f(\)[8— *0J-
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Kladeine-li k vůli jednoduchosti u0 = 0, u = 1, obdržíme 
i 1 

ff(*)d* = *f(*)+*ff(*)d* 
o o 

čili, značí-li 
i 

K=ff(e)dz, 
O 

8 

(III) ff(z)dz = [zf(0) + ZKfga. 
*0 

Derivujeme-li rovnici tuto dle horní meze, plyne z relace 
takto obdržené pro * = konstantě, k vůli jednoduchosti = 1, 
hodnota 

K = - / ' ( l ) , 
takže lze psáti 

(IIP) ff(*)d* = *f(*) -/ ' (1> -f C . 

Netřeba snad podotýkati, že tu lze přesně dokázati, že 
i 

omezený integrál / f(*)d* jest konečná hodnota a že 
o 

lim *f(*) = 0. 
*-=o 

4. Funkcionální rovnice 

f(u y fzrpr _ 0 yrzr^T) =f(u) _f^ 
z níž plynou vztahy 

/(O) = o, f(-*) = -f(*\ fOlT^r**) =f(i) -f(*), 
a z parciálně derivace dle u pro u = O 

/ W _ ^_____ , 

násobena differenciálem třetího argumentu, t j . výrazem 

A . = [VT^r + - « - ] * - [Vl-TiM- - j " . ] &. 
y l — u l y l — jeř2 
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a integrována v mezích u0 = 0, u=l, £() = ^ podává relaci 

//(o)cto = VÍT=^T ff(u)du + * f-JĚi^-du 
Z o o Ví - «* 

i 

_ /(^yr=ir - zf^f^JL^ 
J yi — i r 

L — £ 

z níž pro g = 1 jde 

Ѓ yi 
= yi — г2 Қ +JÏKS — Дťf)Уl "~¥ — zfs), 

o 

_K1=f/(^=K!!-/a)) 
—•1 

takže 
Ví=-*š ^ 

ff(m)da> = V l= i T [ / ( l ) - / « ! + j-K, — */(*) — VI — * r K, 
—* 

= [^)+yr-^"^K2]:p 
Bili 

(3) f/0*)á* = *A*) + Ví^^^K, + <p(e), 

kdež o neznámé funkci 9 předem platiti musí 

q,(yr3-i3r) = 9 ( _ í S ) . 
Jelikož pak 

K . r - f - ^ - d ^ A O ) , 
o VI —«" 

plyne z derivace rovnice (3) 
?'(*)--O, t. j . (p )̂ = C, 

'načež obdržíme 

f/ffOd*=^(2) +T(0)yr ť I- O. 

Jak známo, hoví předložené funkcionální rovnici funkce 
are sin. 

V Paříži, v květnu 1899. 
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