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Prispévek k infinitesimalnimu poétu.

Napsal
Dr. Jan Pexider v PafiZi.

Z funkciondlni rovnice lze v jednoduchych p¥ipadech od-
voditi integrdl pifsludné funkce, aniZ by bylo tieba zndti funkei
samu. Z ndsledujicich piikladft vysvitne, za jakych podminek
odvozeni integrdlu z funkciondlni rovnice jest moZné. Co se tyce
methody, tu lze vieobecné Iici, Z%e funkeciondlni rovnice — vy-
jadfujfef vztah mezi hodnotami funkee pro tfi argumenty, z nichz
tietf jest tkonem prvych dvou — ndsobi sc differencidlem tietfho
argumentu, integruje se v uréitych mezich, nalez z vyrazu takto
obdrZeného, resp. po vhodné volbé mezi, uréi se hodunota inte-
gralu oné funkce.

Prfklady.
1. Budiz funkce f(2) definovdna funkciondln{ rovnicf
Fud) = F) . £
Ndsobfce relaci tuto differencidlem
do = d(us) = zdu + udz

a integrujice v mezich o, = u,3,, © = us,... obdriime vztah

(1) f F@)do = 3f(2) / J()dw - u, f2s,) f f(&)dz.

Wy Uy

JelikoZ vzdjemnou zdménou argumentd u a 2z levéd strana
rovnice (1) se neménf, platf

w) 1@+ 2,6 [ i

= of(e) _ Fdut-u, 7l [ F)de

¢ili
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S fuiau [ 1z
= R — konstant® A.
uflue) -— o (hy) 2f(7) — 2,f(%,)
takze
@ [ #@ie = Al )T,

Vysledek tento obdrzime i bez ohledu na hodnotu vyrazu
levé strany funkciondlni rovnice. Z toho jde, Ze kazdd fuukee f(2)
hovief rovnici

F(w) . f(2) = p(uz)

mé integral tvaru (I).
Derivuje-li se rovnice (I) dle hornf mezc, obdrfme relaci

f(#) = A [of"(9) + f19)]
a z ni pro z= konstanté, k vili jednoduchosti volend == 1,
hodnotu konstanty A, t. j.

)
J@) 4+’
takze lze téz psdti
’ f" — j(l) z
1 2)dz = PUPTTEIN I3 (-3 1 F
@) z/j( s = el

Z rovnice (1) neplyne daldi konkluse, jest-li 2f(2) = konstanté «,
t. j. je-li
. a
J(e) = -
Tato funkce hovi rovnici f(x). f(#) = g(uz) a mii%e {udf
funkei  znatiti. V tomto p¥pads md vSak rovnice (1) tvar

j if(fﬂ)dw = f Fw)dw - / 3'(3)(1,7

™y

gili



Fluz) = Fw) + F(2),
funkeiondln{ to rovnice logarithmu.
Funkee, jez vyhovuji rovnici
S} . f(&) = p(uz),
lze bliZe stanoviti takto. Pro » =1 plyne z relace této
P(2) = A1) . (),
t. j. funkce ony maji funkciondlni rovnici
F) . ) = f(1) . Fus).
Na priklad f(2) = Aem™.
2. Funkee f(2) definovdna bud funkciondln{ rovnief
Sz + u) = f(2) . f(w).
Ndsobime-li relaci tuto differencidlem
do = d(u + 2) = du + dz

a integrujeme-li v mezich o, = u, +2,, ® =u 42, ..., obdrzime

S @0 = s [1@is +16) [ Fwu

wq g

a vzhledem k symmetri¢nosti levé strany viéi argumentim
w a 2 vztah

‘/" J(u)du j J(2)dz

K

Fw—fw) ) —F@)

= konstanté B,

takze
(1D Sz =B .

Z téhoi divodu, jako v prikladé prvnfm, kaZdd funkce f(2),
hovicf relaci
76). F0) = g(e +w,
mé integrdl tvaru (I1).
3*
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Differencujeme-li vyraz (II) dle hornf meze, obdrzime
J(2) =Bf'(2)

a tudiz pro »# = konstanté, na pf. 2 =0, hodnotu

5 SO |
IZON
Lze tedy téZ psati
' S0
) Jrete=F3 fo+c.

Funkce, jez hovi rovnici
1(@) . f(u) = p(2 + u),
z niz jde pro u =0
9(8) =10) . /),
maji za funkciondlni rovnici
S@) . f(w) = f(0) . f(2 4 ).

Této rovnici vyhovuje na pi. funkce f(2) = Aa®te; tu
nabudeme
F(0) = Aas, f(0) = Aa’c.lga

a dle vzorce (II’)

f Aabte dz =

vysledek zajisté sprévny.
3. Funkciondlnf rovnice
Fuz) = flw) + f(2),

ndsobena differencidlem do = d(w2) = 2du 4 udz a integrovéna
v mezich @, = u,2,, @ = wu#z,... poskytuje relaci

ab—f—cz + C

f S(@)do = z(&)[u — u,] + 2 f S(w)du

+uy [ F@)d + v fn)lr— 7).
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Klademe-li k vili jednoduchosti w, =0, =1, obdrZime

[ Reyie = o) -+ [ #2)ae
0 0

1
K=/ f(»)dz,
=/ s

am [ #e)ie = [af(e) + oK.,

¢ili, znadi-li

Derivujeme-li rovnici tuto dle hornf meze, plyne z relace
takto obdrZené pro 2 —konstanté, k vili jednoduchosti — 1,
hodnota

K=—7r(Q),
takZe lze psdti

L) [ Fe)de = o)) —r (0 +-©.
Netteba snad podotykati, %e tu lze piesné dokdzati, Ze
1
omezeny integrdl f J(#)dz jest koneCnd hodnota a Ze
0
lim 2f(¢) = O.
2=0

4. Funkciondlni rovnice
ST =& — 2 VT —u) =f) —£(2),
z nfZ plynou vztahy
A0 =0, fi—2) = —f), SUT—=7) =5() — 1),

a z parcidlné derivace dle » pro =20

£ = —Vi%-?;?- :

ndsobena differencidlem tfetiho argumentu, t. j. vyrazem

[V — u +~v—v———]d"’1
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a integrovdna v mezich %, =0, u=1, 5, = 2, poddvi relaci

iz

J reito =\T=7 ff(u)du—l—z f 2

u*

— f(Z)VI. -—_ Z' —_— Zf‘z)b/"vvf;i‘&-‘-’. (Zu
VTR, 4K, — AT 5 — )

z nfz pl:o z=1 jde

0
—K,= [ f)iz=F, — 111),
—1
takie
1=z

[ #@)io =NT=F LA — 5] + 2K, — 0) — VI =+ K,

—z

=&+ VT—#K,)
eili

3) [#e)ie = 2(e) + V=5 K, + 9(2),
kdez o nezndmé funkei ¢ predem platiti musi

p(JT—2%) = p(—2).
JelikoZ pak

1\2__/ uf.@l-d ——f (())’

plyne z derivace rovnice (3)
@' (2)== 0, t. j. @) =C(,

‘nadeZ obdrZime

[#@is =)+ OV

Jak zndmo, hovi predloZené funkeiondlnf rvovnici funkee
arc sin.

V Patizi, v kvétnu 1899.
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