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Volíme-li pak v příslušném paraboloidu površku jdoucí 
bodem A tak, že její průmět procházející bodem Ax jest rovno
běžný s osou Y, dospějeme ke konstrukci: Bodem Bl ved kol
mici ku normále a bodem Ax ku průvodiči. Průsečík Dx těchto 
přímek spoj se středem křivosti K\ přímka DXK protne OBx 

v bodě B i jest pak 

0B' = — ?"; 
v 

vedeme-li bodem B1 rovnoběžku s A'BX, protne tato OAí v bodě 
L i jest opět 

OL = — 9". 

Drobnosti z geometrie. 
Sdílí M. Lerch v Brně. 

(Dokončení.) 

Steinerovy trojúhelníky jsou charakterisovány elementárně 
geometricky jakožto vepsané trojúhelníky maximálního obsahu, 
a doplňkový bod z0 jako čtvrtý průsek ellipsy s opsanou 
kružnicí. 

Na kruhu (a) pro bod ®0 příslušný affinně k bodu z0 na 
ellipse bezprostřední geometrická interpretace chybí; jeho defi
nice je čistě metrická: ®0 = — 30, značí-li 0 úhlový para
metr kteréhokoli z vrcholů rovnostranného trojúhelníka 0 '®"0'" . 

Obsah trojúhelníka rovnostranného vepsaného do kruhu (a) 
jest 

obrazec affinní má plochu zmenšenou v poměru b : a, takže troj
úhelníky Steinerovy mají obsah 

X3V3\ 
Týž výraz vychází ovšem též ze vzorce (9*) či. 3.; zde 

totiž 
^2 ^i -i_ ^3 *A> _ QAO 2_5 -—! — 120° 

2 2 2 
23 
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a pravá strana řečeného vzorce bude 

4=2ab sin3 60° = - j S\jW. 

Rovnici kruhu opsaného o Steinerův trojúhelník obdržíme 
dle (82) a (84) či. 2., klademe-li «W za ©„. Jest 

-g-f, = cosÍ20 + "Y) + cos 20 + cos 2̂® + i p ) = 0, 

dále 
_? cfos ©W = 0 = _; sira #(*) , 

takže souřadnice středu budou 

p = i - cos 30, _ = j r SMÍ 3® (35°) 

a rovnice opsaného kruhu tedy 

a:2-r3/2— 2px — cíqx=—. (35) 

Při tom jest parametr bodu doplňkového 

g„ = e-s% 

takže máme též 

— _____+___ —__LJ______L 
í > — 8a _„ ' 2 — 8 6 ř .„ ' 

a rovnici kruhu (35) lze psáti 

" ( Ť + T ) " -^p + ̂ - f ) ' - + -(T-f)=»-
(35*) 

Obalová čára těchto kružnic odpovídá dvojnásobným koře
nům £0 a její rovnice se obdrží anulováním diskriminantu: 

Є+*'-т)=x(£+Я- (36) 

Tato obalová čára Steinerových (opsaných) kruhů, jejíž 
rovnici v odchylném poněkud tvaru podal K. Zahradník*), je 
zvláštní Perseova spirika. Jak známo a bez obtíží se dá ukázati, 

*) Osculationstripel am Kegelschnitte. Archiv Math. u Pliys. sv. 69. 
(1883) str. 419. a násl. 
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má ona v nekonečně vzdálených bodech kruhových body dvojné 
s tečnami různými (tedy nikoli body vratné), které se po dvou 
protínají ve dvou reálných bodech osy Oy 

x=0> y = ±-&b' 

Body, v nichž se kruh (35) obalové čáry dotýká, hoví rov
nici, jež vznikne derivováním dle 0 ; ježto 

dp 3c2 . a n Q b 
—*r\ = j — sin 30 = — 3q . — 
W 4a * a 

dq 3c2
 O A Q a _ = _ C 0 S 3 ® - - 3 i ) . T , . 

soudíme, že hledané body leží na přímce 

^ — &L—0 či — sin 38— 4-cos 3@ = 0. (35l) 
ar b2 a b K ' 

Každý ze Steinerových kruhů se tedy dotýká spiriky (36) 
ve dvou bodech, jež leží na průměru ellipsy (351). 

Tento průměr přiřazený oskulační trojici příslušné k bodu 
£07 (g0 = e-3i<=>), obsahuje bod 

x = a cos 3®, y = 6 sin 30, 

příslušný k úhlu + 30, jehož parametr zní — . Průměr ten je 
zo 

tedy souměrně položen s průměrem bodu doplňkového zQ vůči 
Ox. Odtud vychází jednoduchá konstrukce obalové spiriky. 

Střed Steinerova kruhu opsaného (35°) opisuje patrně 
ellipsu 

?PJL£— 1 — -?L / — .£! 
«o K — lf a° — 4a > °°— 46 ? 

středy zakřivení ellipsy ve vrcholech mají souřadnice 

±l4cř0, resp. :h4&0. 

Jsou tedy vrcholy ellipsy středů Steinerových kružnic čtyři
kráte bližší středu ellipsy než vratné body evoluty. 

23* " 
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Obalová čára opsaných kruhů je zvláštní případ spirik, j ež 
mají dvojí anallagmatii *) s reálnou mocností. Jejich rovnice zní 
(A) (x* + y* — w)2 = 4a2

1#2+4&?*/2; 

zaveďme polární souřadnice 
x = r cos <r, y = r sin <p; 

máme nejprve 
r* — m = + 2r\/a, cos2 <p + b\ sin'1 <p 

a odtud posléze 

(Af) r=± \/alcos*<p + b\sin*<p ± \!a\cos*<p ±b\ sin*yŤ 

a\ = a\ + m, b\ = b\ ± m. 
Odtud vychází konstrukce čáry jako cissoidály dvou Bootho-

vých lemniskat, jež jsou úpatnice dvou konfokálních ellips**).. 
Odtud úvahou pak vychází konstrukce čáry jako cissoidály dvou 
kruhů, což ukážeme přímo. 

Uvažujme dva kruhy se středy na Ox 
x* + y* — 2pxx + nx=0, x* + y* — <2p2x + n2 = 0; 

jejich polární rovnice jsou 
rx = px cos <p ± \Jp\ cos2 cp — nx, 
r2 = p2 cos qp + \Jp\ cos'1 <p — wa-

Rovnice (Af) pak bude tvaru 
r = rx - r2y 

je-li splněna podmínka pt =p2, t. j . jsou-li uvažované kruhy 
soustředné. 

Podobný výsledek vyjde, leží-li společný střed kruhů na 
Oy. V předešlém případě máme***) 

Q2I = PI — nt< b\= — nx\ a\ = p\ —n2,b\= — n2 

takže při daných a„2, bv
2 určujeme 

nx = — b\, n2 = — b\ 
p\ = a\~b\ = a\-b\. 

*) t. j . nemění se při jisté inversi. Pro křivky (A) existuje jedna anal-
lagmatie s mocností m, druhá s mocností — m, obě pro pól O. 

**) Tyto jsou t. zv. deferenty anallagmatii. 
•***) Nevzpíráme se záporným hodnotám veličin av*, bv

2, poněvadž se* 
tu vyskytují pouze jich čtverce. 
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Střed kruhu leží na Ox, je-li a\ > b\, v opačném případě 
leží na Oy; vždy jest tento střed jedním z obou (kterýmkoli) 
ohnisek deferenty 

Křivha (A) jest cissoidála (r = r1 — r 2) dvou kruhů 
£ pólu O, jichž společný střed leží v ohnishu deferenty (d), a 
které mají v pólu O mocnosti — b\, resp* — b\, leží-li ohnisha 
na Ox, ale mají mocnosti — a\, —- a\ v případě, že ohnisha 
jsou na Oy. % 

U čáry (36) máme 
r\ r3 

1 — 1 6 a * ' 1 — 166 2 ' a - ^ * * ' 
ohniska leží na Oy, u vzdálenosti 

řídící kruhy soustředné (ra) a (r2) protínají Ox v bodech 

tr1 = aJ = - ^ , resp. â  = a a = y a ; + - g - = a —a?,, 

čímž jsou určeny. 
Při této konstrukci čáry také tečny se obdrží přímo na 

.základě polárních subnormál. 

Charakteristický průměr (35l) protíná Steinerovu kružnici, 
opsanou ve dvou bodech, v nichž se tato kružnice dotýká oba
lové spiriky. Průsek tečen kruhu v těchto bodech nazveme pólem 
oskulační trojice příslušné; je to patrně pól charakteristického 
průměru (351) vůči kruhu Steinerovu, a leží na kruhové poláře 
bodu O, t. j . na přímce 

(«) — PX — W=-2> 

mimo to leží na kruhovém průměru kolmém k přímce (35 l), 
jehož rovnice zní 
(/9) (x — p) a cos 3 ® + (y — q) b sin 3 0 = 0 , 
s hodnotama (35°) pro p a g. Průsečík přímek (a) a (/3) je tedy 
pól trojice. 
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Po dosazení hodnot za p a q znějí tyto rovnice 

, ,, cos 3 O , sin 3® 2dQ 

(«) -T-x + -T-1, = - l s r , 
c2 

f/3') a c08 3 © . x + 6 sw 3 0 . y = - j - , 

a řešíme-li je vůči neznámým # cos 3©, ?/ S í n ^0 ; vyjde pro 
souřadnice pólu Steinerovy trojice 

# = Í T T ^ _/ = ^ T T » (37) 
cos3©; J stra 3 0 v y 

kde psáno 
/ a 2 + 3 b 2 \ 2

 7 / b * + 3 a 2 \ 2
 / ! r m 

"i = ^ ^ — ) > 6i = 6 [ — ^ )• (37> 
Geometrické místo pólů Steinerových trojic je tedy čára 

křížová 
a2 h2 

-&-+-£-=L í 3 8> 
Pólem trojice vedený průměr St. kruhu — je kolmý na 

charakteristický průměr — má rovnici (£') čili 
x cos 3 ® y sin3@_ ___ 

^ &o — 

t. j . je tečnou k ellipse středů Steinerových kružnic. 

Uvažujme dvě Steinerovy trojice příslušné k úhlům 0 a 0l; 
příslušné opsané kružnice se protnou ve dvou bodech položených 
na příjnce (chordále) 

cos3 0 — cos3 0, . sin3Q—sin3 0, ~ 
-1 x -Á i - y = 0. 

a ^ b * 

Tato protne ellipsu v bodě 
x — a cos q>, y — b sin <p, 

takže 
(cos 30 — cos 3 ®x) cos (p -f- (sin 3 0 — sin 3 02) sin <p — Or 

t j . 
cos (30 — <p) — cos(30 t — q>) = O 
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aneb pro kráceni na 
. 3 0 — 30 . 

sin • 2 ' 
. J30+3®, \ . 3 0 + 36. 
ii. I . L. m I — - II m - — ! L 

sin | — - — (p J = 0, (p = 

Choř dala Jer it znič opsaných Steinerovým trojicím (0) a 
(®i) Jes^ průměr ellipsy vedený bodem o úhlovém parametru 

_ 3 0 + 3 ©-

Znamenáme-li 
» = 2 

2 — °> 
máme gp=:3(5; a tedy chordála splyne s cJiarahteristicJcým 
průměrem osJculačni trojice (d), která tvoří jaksi árithmetický 
střed trojic (6) a (©,). 

Dále: 
Strany Steinerových trojúhelníků (©) a (©2) protnou se 

navzájem v devíti bodech rozložených na třech průměrech, jež 
stanoví na ellipse tři páry bodů, které dohromady tvoří dvě 
oskulační trojice Steinerovy (d) a (S -f n). 

Průměr bodu S je sdružený se směrem tětivy spojující 
body © a ©j. Tyto vlastnosti se verifikují snadno pro pravidelné 
trojúhelníky vepsané témuž kruhu a přenesou se na ellipsu pro
mítnutím. 

Dle (35*) prochází daným bodem x, y dvé kružnic Steine
rových trojin. Znamenejme z\ z" komplexní parametry doplňko
vých bodů jejich (výše £0); ty hoví rovnici (35*) o neznámé zQ. 
Rovnice ta dává pro souměrné úkony kořenů 

o , o d* x iy 
x* + y2 — -?r • , , , 4 ~ ' * 2 . . . a 

e' + г" = —, x , ty x iy 

~a~+~b~ ~a~+~Ír 
Spojivá přímka bodů s' e" má rovnici (181) 61. 7. 

t 1 + ťM" . . 1 — ťB" , , ,, 
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jež po dosazení hodnot zni 

(") « + £ = £ ( * + , - * ) . 
Tato přímka protíná ellipsu ve dvou bodech z\ z", jež jsou 

doplňkovými body Steinerových trojic, pro něž opsané kruhy 
procházejí, bodem (x, y). Opisuje-li tento bod kruh soustředný 
s ellipsou, obaluje přímka TI určitou ellipsu. 

Podržme dále bod (£, y) přímky U jako pevný, otáčejíce 
tuto kolem něho; každé poloze přímky odpovídají dva kruhy 
Steinerovy, jichž průseky hoví rovnici (77), která je rovnicí 
kruhu; jeho střed má souřadnice 

c2g c'\ 
4a 2 ' 46 2 ' 

d2 

a jeho mocnost pro bod O je stálá <--. 

„ Opsané Jcruhy Steinerových trojic na ellipse, jichž doplň
kové body tvoří páry involuce na této čárej protínají se ve dvou 
bodech na pevném Jcruhu.u 

Osa involuce (polára středu involuce vůči ellipse) protíná 
tento kruh ve dvou bodech kružnice vrcholové x2 + y2 = a2. 

Abychom stanovili průsek normál ve vrcholech Steinerova 
trojúhelníka příslušného k bodu z0J doplňme trojici z*z" zm bo
dem — z0 na čtveřinu. Poznamenáme-li souměrně úkony, prvků 
^W literami q>v, souměrné úkony čtveřiny —z Q } z'z" z'" lite
rami ]v} máme jednak 

z* — — = 0 , ^ = 0 = <pa, < p 3 = — i 
^o eo 

jednak 
f4 = — s09>3 = — 1, fi = 9>2 — *o?>i = 0 

čímž podmínky (33 !) splněny, dále 

f i = 9 > i — * o = — *o, f8 = SP8 — * o W = — , ^0 = e - 3 i @ , 
^ 0 

tedy 
f, + f 3 = 2 ř 8 i w 3 ® , fx —f 3 = — 2 cos 30 
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a rovnice (332) podávají souřadnice hledaného průseku normál 
ve tvaru 

02 c 2 

x = — — cos 3 0, y = — —- sin 3 0 
čili dle (35°) 

x = — 2p, y= — 2q. 
Střed opsaného kruhu Steinerova trojúhelníka leží s prů

sekem normál na témž průměru éllipsyy a sice na opačné straně 
středu O a v poloviční vzdálenosti od něho. 

Těžisko bodů & 0 " ©'" na kruhu (a) leží ve středu kruhu, 
a tedy těžisko vrcholů maximálního trojúhelníka splývá se stře
dem ellipsy. Pro čtveřinu — zQ, z' z" z,ié je tedy těžisko v čtvr
tina vektoru (O, — z0) t. j . 

X = -j-ac0s(7r — 3 0), Y = -j~bsin(n — 30), . 

t. j . 
X = — -^-008 3®, F = 4 - s í w 3 0 4 4 

a výše podané vztahy 
2c2

 Y 2c2
 v 

* = — X , y = _ _ r 
podávají průsek normál 

c2 c2 

X = — --c— 0083 0, y = —^-r-siw30 
bezprostředně. 

Značí-li dále X', Yl těžisko čtyř bodů soukružných, máme 
pro střed kruhu dle či. 2. 

c 2 c 2 

P = T**, ! = -ír-". 
Avšak body z4 z" ztn a 0O jsou soukružné, těžisko prvních 

tří je v bodě O, tedy * 

X' =-4-« cosЗ , Г = — -j-Ъ sin3 6>, 

z čehož plyne 

jako výše* 

P=-^cosЪ , q = -^sinЗ 
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Apolloniova hyperbola (333) určená body z' z" z'" a — z{ 

xy —hdikhx _ k^Z-kay = 0 

má vzhledem k udaným výše hodnotám výrazu ^ + f3 rovnici 

xy ^- sin 3 0 + ^~- cos 3 0 = 0, 

čili 

Ix + -=-cos3@\ly -y-5m30 |= — -j-sin3 0 cos3 0. 

Její střed půlí poloměr bodu — z0(n — 3 0), jenž je čtvrtý 
průsek hyperboly s ellipsou. 

Zavedeme-li parametr t = e3i&, obdržíme jako rovnici této 
hyperboly 

At xy + (ay + ibx) t* + (ay — ibx) = 0; 
Apolloniovy hyperboly určené Steinerovými trojicemi tedy oba
lují čáru křížovou 

4x*y* = a y + b*x* t. j . • £ + J £ = 4. 
ju y 

Dotykové body její s hyperbolou (0) leží na přímce 
x cos 3 0 , y sin 3 0 

a ' b ' 
rovnoběžné s tečnou ellipsy v místě 3 0. Parametrické vyjádření 
čáry křížové je tu 

_ a b 
X ~ ~ 2cos3®> y ~;Ásiň3S% 

15. Metrické vlastnosti Steinerových trojúhelníků. 
Vrcholy Steinerova trojúhelníka znamenejme M0 Mx M2J 

úhlové parametry jejich 0O ®\ &2, souřadnice (xVJ yv) pro bod 
Mv) čtverce stran pak a0 ax ď2.. 

Při tom píšeme též 0...! = 0 2 , 0 3 = ® ^ vůbec ®(JL = 0^+a 
Máme pak obecně 

ev+1 - ®v = 120°, @ " +
2

0 ^ = ©,_, + * , 
xv+i — xv — a(óos 0 , + 1 — cos 0V) = + 2a sin 60° sin ®y_x 

yv+! — yv~b (sin ®v+i — s i n ®v) = —2b sin 60° cos ®v_x 
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a tedy pro čtverec strany Mv Mv+t 

<?„__ = Ov+_ — x*)2 + (yv+1 — VvY 
= 3 (a2 srn2 0 , ^ 4 6* cos2 »,_,) 

t. j . 
* , = 3 (a2 _ m2 0V + 62 sin2 0„) = 3F(6,) f (39) 

píšeme-li k vůli stručnosti 
F(0) = a2 srn2 0 + 62 cos0- 0. 

Rovnice tečny ellipsy v bodě 0 zní 
ř£ cos 0 + a ?? sin 0 — Í?6 = 0, 

a její Hesseův normální tvar 
&£ cos 0 + ar\ sin 0 — ab 

V^W ~~ ' 
takže máme pro úhel a sevřený normálou ellipsy a osou Ox 
vztahy 

b cos 0 . a sin © . . . . 
cos a = , sm a = —-==---. (40) 

\JF(@) \JF(&) V y 

Bud 0' libovolný další bod na ellipse, a' úhel jeho nor
mály s osou Ox7 y pak úhel sevřený oběma normálama; bude 
dle (40) 

. . , . . ab sin(0'— 0) ,Ár.^ 
sm y = sin (a* — a) = — . (40a) 

\JF(0)F(®') 
Trojúhelník Steinerův M0 MK M2 má strany rovnoběžné. 

s tečnami ve vrcholech a tedy jsou jeho vnitřní úhly zároveň 
úhly normál ve vrcholech. Znamenáme-li tedy y0 yx y2 vnitřní 
úhly trojúhelníka, určíme sin yv podle (40a) při 

0 — 0 0' — 0 
to jest 

sin(®1—®) = ±sin 120°= ±-^\J3 , 
a tedy 

1 . KT ab 
sm yv = -S-V3 2 V-''(«,+ 1)-^(®,_1) 

«li vůči (39) 
3V3 ab a u 

•vnyv= ' = . (41) 
1 W-+1*--. 
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Jako verifikaci stanovme plochu trojúhelníka: 

1 ., . 3\/3" , 
-1 = - 2 - V ^ + 1 **_-. srn yv = —j-ab, 

jako výše. 
Znamenáme-li R poloměr kruhu opsaného, máme dle obecné 

věty planimetrické 

^-=2RJ (42) 
sin yv 

takže dosadíme-li sem hodnotu (41) za sin yr, vyjde 

3\/3a6 — 3\/3ab 
čili 

tfocr-ffj = 27 (a6Z?)2, (43) 
kde ďy jsou čtverce stran Steinerova trojúhelníka, iž poloměr 
opsaného kruhu. 

Pro veličiny av jsme vytkli právě geometrický význam 
součinu; vyšetříme ještě jich součet a součet čtverců. 

Rovnici (39) lze psáti po dosazení hodnot 

2 sin- 0 = l — cos2 0} 2 cos* 6 = 1 + cos 2 ® 

ve tvaru 

(a) ^.<jv = d*— c*cos2 0v1 

a odtud plyne 

, A < x J . _ d 4 — 2c*d2cos2 0v-\-c*cos*2 0v 

čili 

(0) m A-al = c*+2d* — 4ó*d*cos20v + c*cos±0v. 

V našem případě oskulační trojice 0O ®1 02 platí však 

2 cos 2 0„ = 0 = Z cos 4 ®v, 

a tedy vychází ze vzorců (a) a (|3) sečtením: 

' <r, + « - . + f f i = .^^«r; + < r ; + f f ; . = --í-(c« + 2ťí«). 
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Odtud se určí souměrný úkon 

„.„ + v . + *,«.=(•. + * + «•>•-<«•+ «i + 0 
a obdržíme tak rovnice 

9 
ô + ^i + ^ = Л = - 2 - d 2 

27 
(?„(?, + (Г.(72 + (?a(?0 = J 2 = -j-г (4đ4 — c4) (44) 

<y0tfi*a = -43 = 27 (a6 iž)2. 
Čtverce stran Steinerova trojúhelníka na ellipse jsou ko

řeny rovnice třetího stupně 

a3 — AiG*+ A2o — AZ = Q, (44*) 

v níž pouze jeden součinitel 

.4, = 27 (ab B)2 = -y- a2b2d2 + - ^ - c* F\3 0) 

je proměnný, a sice závisí na poloměru kruhu opsaného. 

Každá veličina vyjádřitelná jako racionální souměrná funkce 
čtverců stran bude vyjádřitelná racionálně pomocí veličiny R; 
a veličiny vyjádřitelné pouze jako funkce veličin 

Ax = 2o, A2 = 2oaoíi, 
jsou konstanty. 

Tak na př. pro plochu trojúhelníka máme dle věty Carnotovy 

o2= a0 + ot — 2 cos y2 V ^ T ; 
tedy 

0̂ + ^i — <?2 =
 2 c o s 72 V*o°a 

a odtud 
4 < v ? a - 1 6 ^ 2 = ((r0 + (? 1-(7 2) 2, 

tedy 

16 J 2 = 4 (tfo*i + *i*s + <Vo) — (̂ o + ^i + ^ ) 2 = 4-4a - . 4 ? 
je veličina stálá. 

Výraz pro poloměr křivosti ellipsy v bodě ® uvedený ve 
článku 7. 

_ (a2sin2S + b2cos*®f _F(&f 
s ab ab 
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podává 
\jF(®)={abQy (45) 

tedy dle (39) 
\J^=\IŠ(ahQvy, (45*) 

značí-li QV poloměr křivosti v bodě Mv. 

Násobením plyne odtud 

V*o °*i G2 = 3\/3 ab (Q0 QX Q2y 

tedy vzhledem k (43) 

-R = (Qo QI QSYI QO PÍ Q2 = R*> 

t. j . součin poloměrů Jcřivosti ve vrcJiolecJi maximálního troj-
úhelníka rovná se třetí mocnosti poloměru opsané Jcruznice.*) 

Podobně podávají hodnoty 2av^ 2a2
v vzorce: 

v f 3 d* v ± 3 c4 + 2d4 

(ab)3 (ab)8 

Uvažujme nyní trojúhelník tečen v bodech oskul. trojice 
M0M1M2, který znamenejme T0 Tx T2, takže Mv leží na straně 
Tv-i Tv+ť Průsek normál N je průsek výšek trojúhelníka (M) 
a poněvadž body Mv půlí strany Tr_A T v + 1 1 | MV_1MV+1, je bod 
N středem kruhu opsaného o trojúhelník tečen (T). 

Střed kruhu opsaného o Steinerův trojúhelník (M) zname
nejme S) je pak důsledkem podobnosti obrazců, že normální 
paprseJc NMV rovná se dvojnásobné vzdálenosti středu S od 
MV^MV^ 

Jsou-li v nějakém trojúhelníku av vnitřní úhly, a\ vzdá
lenosti stran od středu opsaného kruhu, r jeho poloměr, platí 
vztah 

a\ = r cos av 

V našem trojúhelníku tečen (7) jest 

av = yv, r = 2 R, a\ = NMV) 

*) J. J. A. Mathieu v Nouv. Annales d. M. sv. 11. (2. ser.) 1872. 
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kde jako dosud R je poloměr kruhu opsaného o Steinerův troj
úhelník (Jf). 

Máme tedy 
NMV = 2Rcosyv, 

aneb 
nv = 2 R cos yvJ 

značí-li nv délku normálního paprsku NMV. 
Odtud a z rovnice (42) 

Rsinyv= -£• \Jav 

vychází 
n2

v = AR*— av. (47) 

Odtud vzhledem k (44) 

ln\=\2R2 — - | -d 2
; 

Zn\ = .2X16 2Ž4 — 8 R2 av + a2
v) 

97 
= 48 Iž4 - 36 d*R2 + ~ (c4 + 2 d4); 

podobně nalezneme 

1 iž j - 642Î*—72đ«й-- 1--І-á4. 

Střed křivosti Z"„ ellipsy v bodě J/ r má souřadnice 

xv= !L-(cos3®v+ 3cos@v) 

c2 

y* = 46 (5 Í W 3 0, — 3 *»n ®„); 

střed opsaného kruhu 8 pak 

c2 c2 

p = -r- cos 3 ®, q = -jj-sin3 6 

a ježto se 3 ®v od 3 0 liší jen o periodu 2kn, máme 
3 c« 3 CÍ 

T T C 0 S 0 „ y , . - g - . - — --
3 c* 3 c2 

*v — P = -ґ—cos v, yv—q~ — -г-т-sin v (48) 
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takže 

Җx,-pГ=±*2cos* , = Z!ľ*, 

cл 97 r* 

Җyv-pү=^—2sin^v=^^; 

odtud vychází 
„õì?2 27 c4đ* . „ 
*8K' = S2-a7F- ( 4 9 ) 

„Součet čtverců vzdáleností středů zakřivení v trojici Stei-
nerově od středu opsaného kruhu je stálý.u 

Výrazy (48) jsou složky vektoru 8KV] poněvadž mají nul-
love součty, vychází vektorielní rovnice 

Z vekt. SKV = 0. (48*. 

íyto početní výsledky připouští ještě další interpretaci, 
zavede-li se průsek normál N, jehož souřadnice jsou 

c2 c2 

x = — ----- cos 3 0, y = — TT-T sin 3 0. 2a 2b 

Barycentrické rovnice 
N+2Kv=z3Nv (50) 

definují na normálách bodů Mv další tři body No Nx N2; sou
řadnice bodu Nv jsou pak 

x'*=%ieo$e» yJv — — ^ s i n & v , (500 

a z rovnic 
2?s',= Ó = 2 y , 

vychází, že těžiště trojice .Â  JV, iV2 jest ve středu ellipsy O. 

Dále 

^ U J y v — 8 a 2 f t 2 • 

Mimo to je zřejmo dle napsaných hodnot xv} yv} že těžiště 
středů zakřivení splývá se středem S opsaného kruhu. 
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Plochu trojúhelníka středů zakřivení ď určíme dle vzorce 

«« — p , y* — i, i 

2.4'=-+- « i — Л Уt — Я> -

* 2 — 2 > , ćVг — ? > 1 

3 c2 

, a;r — p = —— cos @v, • 

yv — ч=-

4a 
Зc а 

sin r, 

a sice plyne 

2J'=Ц 
_ 9c4 

16 ab 

Determinant poslední má hodnotu 

. 2z# 3\/3 
±~aT-2~r 

cos ©v, sin@V) 1 

a tedy 

Г _ 2 7 V З c 4 

64 ab 

Steinerův kruh oskul. trojice (0) 

z*+y*—2px — 2qy=-^-f 

c2 c2 

pz= —cosSG, q = jr sin 3 © 

má poloměr R určený rovnicí 

J . - P - , q» , «•'_ c* (cos*36 sin*3®\ 
K ~ P Zq + 2 - 16 \ a 2 + o8 j + 

t-j. 
Ä 8 = đ2 

2 — 32 a 2 6 8 

Rovnici předposlední lze též psáti 

(đ2 — c 2 c o s 6 ) . 

£_ 
2 

(51°> 

/72 

л«=4r+ 
•F(—3 0). 

2 ' 16 a262 

Zna6í-li P poloměr eakřivení ellipsy v bodě e0 (doplňku 
St. trojice), máme dle (45) 

V E ( — З ) = (aoP)% 
24 
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a tedy náš výsledek zní 

t. ... 
^Иг+ ï éб-*^ 1 

čili 

d a r* 2. 
W-\- = ——?* (51) 

1 16 (ob? V 

P = aw(-pr\jR* — Y d^ . (51*) 

Značí-li Q bod (— 3 S) doplňkový Steinerovy trojice M0 

Mx M2, nalezneme bez obtíží 

2QMl + 3(ab P)'s= 4-á2 .*) 

16. Frégierův bod a jiné vlastnosti normál. 
Spojivá přímka dvou bodů ellipsy z0 zt, jichž komplexní 

parametry jsou 
z0 = e&o, zx = e^i 

při libovolných hodnotách úhlů ®0 a 0. , má Pliickerovské sou
řadnice (18 0 

, 1 1 + z0 zx i 1 — z0 zx 

a z0 + zx b z0 + zt ' 

podobně pro přímku z0 z2 

1 1 -f- z0 z2 i 1 — z0z, 
« *0 + *2 6 *0 + *2 

*) Pro literaturu oskulačních trojic viz 
F. Unferdinger, Arch. M. Ph. 51 (1870), 
J. J. Walker, Educ. Times 15. (1871). 
€. M. Piuma, Giorn. di Mat. 22 (1883), 26 (1888). 
G. Fazzari, ib. 25 (1887). \ 
V. Janni, Ann. di Mat. 4 (1861). 
Em. Weyr, Časopis 2 (1873). 
S. Kantor, Zeitschr. M. Ph. 23 (1878). 
A. Schwarz, Monatsh. 10 (1899), 13 (1902). 
K. Zahradník, Věstník král. čes. spol. nauk 1910; Časopis 41 (1912). 
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Aby přímky z0 zx, z0 z2 stály na sobě kolmo, musí 

uxu2 + vxv2 = O, 

tedy po dosazení hodnot 

— (1 + z0zx)(l + ^ 2 ) _ — (1 — z0zx)(l — z0z2) = O 

čili po krátké redukci 

C 2 , 1 ^ _ d2 0o {Zi + ^ + C 2 = o. (52) 

Tato rovnice vyjadřuje vztah mezi body zxz2i v nichž ra
mena pravého úhlu s vrcholem z0 na ellipse (a, b) protínají tuto 
ellipsu. Bilineární a souměrná tato rovnice vyjadřuje patrně 
involuci. 

Spojivé přímky sdružených bodů involuce zxz2 mají sou
řadnice u, v a platí 

#1 #9 + 1 #1 #9 1 '7 
• * V = — aw, = — ibv. 

zx + z2 zx -+- #2 

Z rovnic těch vypočteme 

aw + ibv 
*. + * • = — ;A., ' г i « 2 = -aw — iĎt; ' * 2 aw — ráv ' 

tyto hodnoty dosadíme do rovnice (52); vyjde 

c*z2
0(au + ibv) + c2(aw — ibv) -\-2ď2z0=0 

•čili 

y iVr2-'-T-ÍiŤ-»'+ l = 0- <M> «0 IA * V«0 

aneb > 
c 2 •« " . 

----2- (a cos ®0.u — b sin 0O . v) + 1 = 0. (53*) 

Tato rovnice odpovídá bodu o pravoúhlých souřadnicích x, 
y (bod Frégierův) 

C 2 c2 
x — ~ď*xoi tt = —%r9o> (B 4) 

kde xoy0 značí pravoúhlé souřadnice bodu z0. 
Tím dokázána věta Frégierova: 
Otáčí-li se pravý úhel kolem svého vrcholu (%0> yQ) na 

24* 
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ellipse, protínají jeho ramena ellipsu v dalších bodech zx z2 

jichí spojivá přímka prochází pevným bodem (54)*) 
Tento Frégierův bod leží na normále v bodě (x0 y0) vedené. 
Body Frégierovy příslušné k různým bodům ellipsy (a, b) 

naplňují soustřednou a homothetickou ellipsu (a', b') s polou-
osama 

Uvažujme nyní normálu MN v bodě M (x, y) o souřad
nicích 

x = a cos 0, y=b sin Q; 
JQJÍ rovnice zní 

N=aXsin® — bYcos 0 C—sin2® = 0. (55) 
Z 

Střed zakřivení leží na přímce 

d® —v> 
t. j . 

P=aXcos® + bY sin 6 — c*cos2® = 0, (66) 
kterou nazveme střednicí bodu M. 

Střednice obsahuje též bod 

(Mt) X1=^cos®, Y1 = — ^sin®) 

mimo to je kolmá na průměr OM. 
Bod Mx probíhá ellipsu E„ jejíž vrcholy splývají se středy 

zakřivení původní ellipsy (a, 6) ve vrcholech; její ohniska leží 
* c3 

na Oy u vzdálenosti ± — r - . 

Úseky normály na osách jsou 

^TV7_ c*cos® v 
0N=~—=X1, 

ON = - ^ ^ = Y ^ 

*) Věta samozřejmě platí pro ysecky kuželosečky-
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tedy máme větu: 
Bod Mx (na střednici P) má za souřadnice úseky, jež 

normála hodu M stanoví na osách. 
Střed křivosti ellipsy v bodě M leží pak na přímce (střed

nici) Mx8 _L OM. 
Frégierova přímka slujž přímka vedená Frég. bodem F 

rovnoběžně s tečnou bodu M. Její rovnici 

ÍX C— a cos 0 J h cos 6 + f Y -f- -̂ -r b sin 0\ a sin 0 = 0 

lze psáti 
nhr* 

(Fr) bXcos0 + aY sin 0=^Cos2 0. 

Souřadnice Frégierova bodu F znamenejme x\ y', prásek 
Frégierovy přímky s průvodičem OM měj souřadnice x", y44 \ 
patrně 

x4' = at cos 0, y4é = ht sin 0, 

a dosazením do rovnice (Fr.) plyne 
r.2 c 

t = -т̂ - cos 2 0} 

načež 
ac 

x" = --jj— cos 0 cos 2 0 = ------- (cos 3 0 -f- cos 0) 

hc2 hc2 

y" = —jr 5řW ® cos 2 0 = -̂-77- (sin 3 0 — sin 0). 
Tu jest 

ac2 hc2 

x4=-jrcos0, y'=——sin0 

Frégieřův bod příslušný k parametru 0, dále 

ac2 „ ~ hc2 . 0 ^ 
^ 3 = - ^ r C 0 5 3 0, y8 = --^- r5m3 0 

je Frégieřův bod příslušný k parametru—3 0, t. j\ k bodu Q, 
v němž oskulační tětiva bodu M protne ellipsu (a, &), a který 
jsme nazvali oskulačním doplňkem bodu M. 
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Máme pak 
g ' - M s mMÍi— y'+ys. 

x — ~~ 2 ' y —: 2 ' 

nazveme-li patu M začátkem, doplněk Q koncem oskulační tětivy, 
můžeme výsledek náš takto vyjádřiti: 

„Jsou-li My Q začátek a konec oskulační tětivy na ellipse 
(a, b), a M4, Q' příslušné jim body Frégierovy, je (Frégierova) 
přímka Mé Q4 rovnoběžná s tečnou bodu M a střed délJcy M* Qk 

leží na průměru OM. 
Přímka Frégierova je tedy oskulační tětivou ellipsy Fré-

gierovy (a'; &'); její souřadnice jsou skutečně 

cos 0 sin 6 
a4 cos 2 0 ' — b4 cos 2 0 ' 

a vzniknou z (19°) výměnou ay b, 0 za a\ b4, — 0. 

Stanoví-li nějaká přímka na osách úseky a, /3, nazveme 
její protějškem bod o souřadnicích a, tj. Tak jest v našem pří
padě bod Mx protějšek normály bodu M. 

Protějšek normály bodu M(0) jest 

( c2 c2 \ 

— cosSy 7-siw@J, a protějšek normály bodu Q (— 3 0), oskulačního doplňku pro 
M, jest 

Qj— cos3 07 -^- sinSeY 

Vektor 3 (Ofi + OQt má složky 

c2 c2 

— (cos 3 0 + 3 cos 0), — (sin 3 0 — 3 sin 0), 

které splývají se Čtvernásobnými hodnotami souřadnic středu 
křivosti íJ; máme tedy vektoriální vztah 

30M1 + OQ1=4 0S 
čili baxycentricky . 

K & + 3./¥- = 4S . (57) 
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„Přímka spojující protějšky MXQX riormál ellipsy (a, i), 
na koncích oskulační tětivy vedených, je kolmá na průměr OM 
jdoucí patou oskulační tětivy, a střed křivosti S k patě M pří
slušný dělí délku Mx Qx v poměru 1 : 3. 

Bud nyní Mr M,f Mw Steinerova oskulační trojice na 
ellipse, Q její doplněk. Bod Qx bude pro všecky prvky trojice 
týž, protějšky normál Mr

1 M
r\ Mrrr

x tvoří opět Steinerův troj
úhelník na ellipse E19 s doplňkem Qx. Jeho oskulační tětivy 
MA W Qx protínají normály trojúhelníka původního ve středech 
zakřivení Kv příslušných vrcholům M^v\ 

Podle (57) jest 

Qí + 3M1^=áKv. (57a) 

Střed S kruhu opsaného o trojúhelník Mr Mrf Mrtr souvisí 
s bodem ft rovnicí vektoriální 

40Š=OQl či Qx-\-30 = 4S. (58) 

Tedy „střed opsaného kruhu Steinerova dělí poloměr OQx 

ellipsy Eí v poměru 1:3." ' 
Z (57a) a (58) plyne 

3 0MW = 4SKV, (59) 

t. j . rovnoběžnost vektorů OM^ a SKV, a jich číselný po
měr 4 : 3. 

Těžiště středů zakřivení Kv je bod S, těžiště bodů J^W 
jest střed ellipsy; sečteme-li tedy (57a) pro v = 1, 2, 3 máme 

£- + 3 0 = 45, 
t. j . právě rovnici (58). 

Pro průsek normál N ve Steinerově trojúhelníku známe 
rovnici vektoriální 

0N = — 20S, 
tedy dle (58) 

0Ň--^-0Q1 (59) 

čili * 
2N+ Qx = 30. (59*) 
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Průsek normál ve vrcholech Steinerova trojúhelníku leží 
tedy na průměru OQt, a sice na opačné straně bodu Qx od po-
íátku, u vzdálenosti poloviční. 

17. Necht normála bodu M(@) na ellipse (a, b) protne 
osy Ox} Oy v bodech N7 N'; tu pak jsou 

b2 

— cos 0, b sin & složky vektoru NM, 

a2 

a cos 0 ; —sin ®, složky vektoru N'M, 

takže při dosavadním významu symbolu F(&) máme 

MN*=1~F(®), MŇ'* = -^F(6) 

NN"=^F(6). 

Poloměr křivosti v bodě M jest 

F(®f 

tedy máme vztahy 
i •• a i 

MN= -j- {OЬQУ, MN'=z-ţ-(aЬç) 

77.V = -^-(ab£>)*, 
(60) 

a z nich bezprostředně plynou 

MN.MN .NN'=C2Q 

a*lШ=Ь*MÑ 
NN ï - • .4 ( 60 ' ) 

MN.MN* a>*Vl 

J Znamenejme w. n' úseky normály na osách, č, J' pak úseky 
tečny, koncové body úseků těch jsou N, N* (poslední označení) 
pro normálu, a T, T pro tečnu; platí 

cos@y sin©9 

c2 c2 

cos ®, n1 = =— sin 0 ; a ö 
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rovnice 
tn = c2, ťrí= — c2 

vyjadřují známé involutorní vlastnosti tečny a normály vůči osám 
kuželosečky. 

Přímky TNé a NT' stojí na sobě kolmo*), jak plyne z hod
not jich souřadnic Pliickerovských 

( cos 0 b \ I a sin0\ 

a~~> c2sin0)' r e S p ' \ c2cos0' b~~j 
a obalují racionální čáry 4. třídy**). 

Průsečík těchto přímek má souřadnice 
, _ ac2 cos 0 (b2 + c2 sin9 0) 

X ~ a2b2 + c4 sin2 0 . cos2 0 
, _ _ bc2 sin 0(b2 + c2sin20) 

y — a2b2 + c4 sirí1 0 cos2~0 

aneb, ježto jmenovatel má hodnotu 

(a2 — c2 sin2 0) (b2 + c2 sin2 0) 
, ac2 cos 0 •', bc2 sin 0 

X — a2—c2sin2~0' y —~ a2-c2sin20' ( ' 

Geometrické místo bodu tohoto je racionální čára stupně 4. 
Ze vztahu 

y' b , „ y 
x* a x 

plyne, že bod x'y4 leží na průměru bodu (x, — y). 
Abychom vyloučili 0 z rovnic (61), znamenejme 

— = ř , -f- = % a 2 — c2sin2@ = N: 
ac ' bc ' ' 

máme pak 
£2 i < Ž _ — r a — a * ~ N 

s T v — N2} ^ — iV2 ' 

*) Zvláštní to případ věty o čtyřúhelnicích orthogonálních. 
**) První z nich má parametrické vyjádření 

a cos & ^ c s sin8 & 
*~~ c"óT¥@' y T coTT© ; 
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tedy 
„-H+2" »_ 1 __a2ž2+&y 
a ? V ~ N ~ c-

a odtud zmocněním 
e-(|"+»?•):= (aa |« + 6V)-

t. j . 
(a5- + y«)- = c * ^ + ^ . (61*) 

„Geometrické místo průseku přímek NTé, NlT jest Boo-
thova lemniskata, středová úpatnice ellipsy Et. 

c2 c2 

Ellipsa EA má totiž polouosy — , — , a prochází středy 

zakřivení ellipsy (a, b) ve vrcholech. 
Znamená-li dále S, S' průseky oskulační tětivy bodu M 

s osama Ox7 Oy, mají přímky TS', ST' souřadnice 

( cos ® sin ® \ /— cos ® — sin ®\ 

1T* bco82 8}' r e S P ' \ws20' b / ' 

a rovnice jich průseku zní 

au bv 1 
— cos ® cos 2 0 sin ® cos 2 © = 0 
— c0s ® — s in® cos 2® cos 2® 

čili 

(2a cos® u — 2b sin ® . t>) cos 2 ® -f (1 + c0s2 2 ®) = Or 

takže při označení 
_ cos 2® 

1 + cos2 2 ® 

máme pro souřadnice našeho průseku 

x — 2a cos ® . r, y = — 26 sin ® . F. (62°> 
Tyto výrazy jsou vůči proměnné z = e2'̂  racionální funkce 

stupně 8., tak že průsek přímek ST a TSé probíhá racionální 
čáru stupně osmého. 

Její rovnici obdržíme, klademe-li do výrazu 

y _ (cos* ® — sin2 ®) (cos2 ® + sin2 ®) 
~ (cos2 ® + sin2 ®)2 + (c0s* ® — sin8 ®)2 



t. j . do 
_ cos4, & — sin* & 

cos* © + 8m4 & 
na pravé straně hodnoty 

cose = 2h> sin@ = -wv> 
a v levo hodnotu 

2 V - \ / _ 4 _ J _ ! . 

výsledek zní 
# 4 í/4 

\ l j _ . _ _ _ „ 
V aB "*" i 2 ~ x 4 ÿ 4 

_ 4 _ _ . 
o* ^ b* 

Zmocněním dvěma a odstraněním činitele 

o2 "*" 62 

vyjde pak 

^ + ^ j - ^ + ~F)p™"F) ( 6 2 ) 

jakožto rovnice uvažované křivky. 
Ježto z (62°) plyne 

.. JL±-Ltge% 
'x a •* ' 

máme zajímavý detail: 
Průsečíky (ST\ S'T) a (NT, NT) leží na témž průměru 

ellipsy (a, b), a ten je symetrický s průměrem OM vůči ose Ox. 

Mají-li Ty _f, N týž význam jako posledně, tvoří body 
TMN trojúhelník pravoúhlý; chceme uvažovati kruh r tomuto 
trojúhelníku opsaný. Jeho střed leží uprostřed délky TN na ose 
Ox, tedy máme pro úsečku p jeho středu a pro jeho poloměr r 
vztahy 

a c2 

2p = t + nz=z -—-- -| cos 0, 
* ' cos @ ' a 

a c2 

•4-2r = tf— w = - — — c o s ® , — cos 6 a 
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a odtud 

Kovnice kruhu r tedy zní 

* + ,,-.-.fr* + c - = 0 ; 2J) = q 2 + c
C

o
2 ; ° / @ . (63) 

Měníme-li bod M, t, j , &, probíhá kruh r svazek, jehož 
vrcholy jsou imaginární body na Oy: 

xz=07 y = + ci 

t. j . t. z. imaginární ohniska ellipsy, předpokládáme-li a > b\ 
je-li však a < l} jsou vrcholy svazku reálné, a sice jsou to 
ohniska ellipsy (ležící na Oy). 

Tečny vedené ze středu O ke kruhům Tínají stálou délku c. 
Průměr kruhu r 

0 a2 — c2 cos2 & 2r = — : H— + a cos <$ 

se na základě výrazů platných pro fokální průvodiče 

Qx-=:a — c cos ©, Q2 = a + c cos 0 

vyjádří ve tvaru 

2r = -&---. 
Í X 

kde x je první souřadnice bodu M. 
Rovnice kruhu F* opsaného o trojúhelník TMN* zní po

dobně 
3 I 3 o 2 n o 6 2 — C8 S M 5 A 

6 siw © 
a pro jeho poloměr r' platí 

2r' = -_^-, 

při čemž t/ značí pořadnici bodu M. 
Chordála kruhů rs JT 

qy—p# + c 2 = 0 

protne ellipsu v dalším bodě % pro nějž 

6 2 — c*sin*0 . a2+c2cos*@ ' , A : — s sin w H — — cos w + 2c2 = 0 
stn 6 . cos © r 
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čili 
c2 sin 2 © + 62 5m (p cos Q — a2 C0.9 gp sin © 

— c2 8in © cos S cos (q> — ©) = 0. 

Klademe-li <p — @ z=z ^p, máme 

(62 c052 © + a2 sin2 ©) srn ^ + c2 sin 2 © . (1 — cos y) = 0, 

a odtud 
. i/> a28in2@ + fc2c0820 
*-*= ? ^ 2 © • ( 6 4 > 

Chordála kruhů r, P majíc souřadnice 

P <1 
« = - - ? - « = ~^> 

které se komplexním parametrem # = e 2 0 vyjadřují jako racio
nální funkce stupně 6., obaluje racionální čáru 6. třídy, jejíž, 
rovnici lze psáti 

a*(u + y « - _ A.J + ftt^+y^+j_y_ l t 

Rovnice přímky PQ, která spojuje středy kruhů r, r", zní 

-+ J -=i; 
P 2 

její průsek 9í s normálou 

a# sin © — by cos © = c2 sin 0 c08 © 

hoví rovnici 

/ c*cos®\ . ^ /. . c2sin@\ 
I a 1 # sin © —16 H J y cos& = Oy 

Je však 
o / . _A « 2 — C 2 C08 3 © 2(ap —c2c0s@) = ^ , 7 cos © 7 

o/n i i • ^ 6 2 + c 2 5 Í n 2 © 
2 (řj + c2 sin ©) = — ^ . ^ , 

7 stn © 
krátíme-li tedy výrazem 

a2 — c2 c082 © = 62 + c2 sin2 ©, 
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vyjde 
x sin ® ^y cos 6 ~ 
p cos ® q sin ® 

m 
y _ a b2— c2 sin2 & 
x — b a 2 + c2cos*@ 9 9 

aneb, znamenáme-li směrnici přímky O3Í literou m, 

™ = T ««+*« + a W ' * * (60) 

Bodům diametrálně protilehlým odpovídá táž přímka 09?. 
Danému směru přímky O9Í odpovídají tři páry bodů proti

lehlých (0 ; ® + n); směry jejich normál tvoří kubickou invo-
luci při proměnném m. 

Ye zvláštním případě a = b \J2 je b = c a involuce pře
jde v kvadratickou; v parametru tg ® =zt se vyjádří vztahem 

tt-± 
Tečna v bodě ® má směrnici 

b cos 6 _b sin 2® — O 
a sin ® a cos 2® — a 7 

jež splývá se směrnicí přímky spojující bod 2 © s vrcholem (a, 0) 
o parametru 0. Tedy normály vedené v protilehlých bodech 0 
a ® + n jsou kolmé na přímku (0. 2 ®) (což nám již známo). 

Znamenejme A vrchol x = a, y = o příslušný k para
metru ® = 0, dále M bod na ellipse příslušný k úhlovému para
metru 2 0 ; kubická rovnice (65) přiřazuje takto k danému m 
tři body Mv o parametrech 2 0V, a tangentách tv = /# ©„. Nor
mály ellipsy kolmé na přímky AM„ AM2, AM3 mají tu vlast
nost, že příslušné jim body SJÍ leží na témž průměru ellipsy, 
jehož směrnice je právě veličina m. 

Při označení 
t = tg® 

lze involuci (65) psáti 

( J Í _ c«) f* + 6«j — ^ ( a ? ť* + a5 + c*); (65*) 
a 
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znamenáme-li tedy 

<Pl = *1 + h + ' 3̂? 9>2 = hh + *2*3 + M l > 9>3 = *1*2*3 
základní úkony symetrické kořenů tlf tq, t3f máme vztahy 

<P* = p-ZT*> («' + O ¥1 = « V . (65*) 

18. Kuhiché involuce na éllipse. 
Nechť kořeny rovnice stupné třetího 

* 3 -9>i* 2 +<P2*-~9>3 = 0 
jsou tangentové parametry tří bodů Mx M2 M3 na ellipse: 

& 
< = fc "g . 

1 — ť1 , 2ř 
a? = a ^ — r - j j , y=b — 1 + í» ' * — " 1 + *2 ' 

Rovnice kruhu iT opsaného o trojúhelník ^ ilf2 lf3 bude 
ve tvaru determinantním 

» .-r-- • JL 

= 0 
2 _)_ 2 *ß У •* 

x 'T У •> — ' 9ÃГ> 1 

a ' 26 
a2 (1 — * 2 ) 2 + 4&2*2, 1 — t\ t + *3, (1 + t*)* 

při čemž poslední tři řádky naznačeny schematicky jediným, 
v němž třeba postupně klásti t=ztlf č2, t3 (kořeny rovnice 
kubické). 

Operujeme-li na sloupcích, jak naznačuje schéma 

( 2 ) + (4), ( l ) - a 2 ( 4 ) , 
obdržíme 

= 0. 
í í»4. ł,-_ в» * + « JL 

— 4cať2 1 + ť2 ř + t3 1 + 2í2 + t* 

Pomocí rovnice • 
t3 = cpj* — Wit + <p3, ť4 =(<pj — 92) <2 + (qp3 — gi^a) 14- 95,% 
obdržíme 

* + t* = « + 0* + yt*, 1 + 2ť2 + tl= a ' + pt + /*«, 
(a) 1 a = : 9 1 3 ' i J = = 1 — %» y = (ři 

\ «' = qp.93 + 1, 0' = % — <j>l9>a, 7' = 2 + 9= — y a , 



384 

takže náš determinant bude zníti 

x*+y*—a2 

— AcH\ 
— UH\ 

2a 
l + t\ 
l+t\ 

t\ 

JL 
26 

a + ßtt + ßt\ 
<* + ßh+ үt\ 

«'+A+/<2 

«'+č'V+/<2 

— AcH\ l+t\ a + (it3 + yt\ a' + ?tt+ýt\ 
Na řádcích tohoto determinantu provedeme operace 

(3) - (2) (4) - (2) 

= 0. 

u — ч ' t — t, 
a ve výsledku ještě 

( 4 ) - ( 3 ) . 
/ / » 

tím vznikne 

xt + y'i — a2 

- AcH\ 
-4cҢtt+t2) 

— 4c2 

x + a 
~2a~ 
l + t\ 
Һ + Ч 

1 

JL 
26 

= 0. «+/K.+J*; « ' + A + / * ; 
Č + 7& + '.) /3' + / ( ť . + ř 2 ) 

7 / 
Zde vypadnou ve třetím řádku členy tx +12, a po té ve 

druhém řádku členy tx a t\; zbude 

Æ2 + ÿ2— a2 x + a . 
2a 

У 
26 

• 0 1 a 
0 0 ß 

— 4c2 1 У 
ß' 

= 0, 

jakožto rovnice kruhu K. 
Zde třeba vyšetřiti determinanty 

1 « «' • 
. MJ 

x + a 
2à 26 

ì 

0 ß ß' 1 a a' 
1 Y / 0 /З Ў 

načež rovnice kruhu Í5T bude zníti 
Á{x* + y2 — a2) + 4c2 £ = 0. (66) 
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Tu jest 

teđy 

A = 

t. j . 

Determinant B 

1 = 
1 
0 
1 

9>з 
1 — <Pг 

Ф. 

1 + Фi9>з 
9>з — Фi9>2 

2 + Ф2 - 9>2 

1 
0 
1 

9>з 
1 — Ф2 

9>i 

J 

9>з —9>i 
2 - 9 > 2 

ГГľ 
0 <j)я — ф>, 

0 1 — Ф 2 

1 Ф. 

<Pi — 1 
9>з— 9>i 
2 - 9 > 2 

^ = ( l - < p г ) " - + ( q P l - ф з ) 2 . 

B = 

x + a 
2a ~ 

1 
0 

X 1 
26 
9>з - + 9>i9>з 

1 — 9>2 9>з — Ф1Ф2 

má po rozvinutí hodnotu 

B = ifPl — 9>i<Pa + 9 2 — 1 ) — - ] — 

(^1^2—^3)^-+ (1 — 2̂) 

+ 

(бб«) 

(66*) 

Eovnice kruhu K tedy zní 

[(1 - 9>*)s + (<Pi - T3)2] (*2 + iV2 - «2) 
2c2 2c2 

^ " ( l — 9>2 "V <rW3 — 9>í) O + *) g-(9>3 — ViVi)# (66°) 

+ 4c 2 (1 — <pa) = 0. 

Učiníme nyní uvažovanou rovnici kubickou homogenní kla
douce 

tedy 

9V 
V>o 

џ0t
3 — Vi<2 + Ч>J — ^3 = °> (67) 

a položíme za ^ 0 , \pxy x/>2- V3 celistvě lineární funkce parametru 
A, čímž obdržíme* v (67) nejobecnější kubickou involuci. 

25 
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Rovnice opsaného kruhu o trojici involuce příslušnou 
k parametru X pak zní dle (66°) 

Kvo - v*)2 + (Ví - n>*n (*' + -V2 - «2) 
2c2 

(ipj — w0xp2 + Ví V3 — VÍ) (F + «) a wo ror2 ^ v i r 3 r 3 t v~ i ~v (67 l) 
2c2 

(V0V3 — Ví Va) y + 4 c 2 Vo (Vo — *a) = °-6 

Z tvaru této rovnice vychází, že kruhy opsané trojinám 
kubické involuce na ellipse probíhají řadu druhého stupně 

ř 0 + 2 ^ J r i + A a K 2 = 0 (672) 
při označení 

Kv = cv (x* + y«) + Zvz + mvy + n„. 

Středy těchto kruhů probíhají kuželosečku, neboť mají sou
řadnice 

_ 1 l0 + 2U, + 3Laia _ 1 m0 + ž^m, + 3L«m, 
* — 2 c0 + 231c, + A2c2 > q ~ 2 c0 + Wc-. + 1% 

a kruhy samy obalují bicirkulární čáru 4. stupně (Darbouxovu 
cykliku) 

K\ — K0K2 = 0. (673) 

Kruhy (672) mají své středy na kuželosečce a protínají 
orthogonálně určitý kruh 2\ jehož střed je v průseku chordál 
kruhů K0 KÍK2; poloměr je společná délka tečen z něho k těmto 
kruhům vedených. 

Levou stranu (673) rovnice obalové čáry F(x, y) lze na 
nekonečně mnoho způsobů psáti ve tvaru 

F(x, y) = &(x, y) - G(x, y) H(x, y), (674) 

kde tf>, G, H jsou výrazy druhého stupně. A sice odpovídá ta
kový rozklad každé kuželosečce G = 0, která se čáry F dotýká 
ye 4 bodech v její průsecích s kuželosečkou O = 0. Ze-
jména existují takové rozklady obecně tři, v nichž čáry O, G7 

H jsou kruhy (po případě z části přímky); tyto případy však 
vylučme z následující úvahy. 

Uvažujme kuželosečku G = 0,a vyjadřme x, y jako racio
nální funkce parametru t. Řešme rovnici (672) *vůči X, povážu-
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jíce x} y za bod čáry G; poněvadž zde K\ — K0K2 = F=(p2
7 

obdržíme 

takže vycházejí pro X dvě hodnoty i 1 ? A2, které jsou racionální 
funkce parametru t. Rada kruhů (67-) stanovených body na 
kuželosečce G se rozpadá ve dvě řady I a II. 

Libovolným bodem M0 čáry G veďme kruh r řady I; jeho 
zbývající tři průseky s čarou G buďte M'M"M"'. Kruhy řady 
I z těchto bodů vycházející (parametry těchto bodů prostředni
ctvím funkce Xx určené) se obecně liší od T; bude tedy pro 
tyto body M& kruh r náležeti řadě II.. Pro parametry ť ť ť" 
bodů MW má pak funkce l^(ť) hodnotu společnou, jest l2(t) 
zlomek dvou celistvých funkcí třetího stupně, kdežto Á1(t) je 
lineární. 

Máme tak na kuželosečce G involuci kubickou trojic M* 
M" M"% ke každé trojici přísluší kruhový doplněk i¥0, od prvků 
trojiny vyznačený tím, že jím určený kruh řady II se od kruhu 
čtveřiny liší. 

Každá anallagmatie (jichž obecně jest čtvero) cykliky F 
dává tímto způsobem podnět ke kubické involuci na kuželosečce 
G (po případě ke dvěma involucím obyčejným spolu promětným). 

V komplexním parametru 

vyjádří se výsledky předešlé podobně; možno ostatně převésti 
vzorce předešlé substitucí 

. . 1 — 0 
í = t-

1+M 
ke vzorcům o komplexním parametru. Zejména vyjádří se invo-
luce (67) takto 

VÍ *a — «% *a + ía" * — V* = O, (68) 
% = i(Vo - Va) 4- (Ví — Va) 
Ví = »(3 Vo + V») + (Ví + 3<ft-) 
^2 = *(3Vo + Va) — (Ví + 3 Va) 
Va = i (Vo — Va) — ÍVi — Va)-

25* 
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Je-li Mv(xr) yv) (v = 1, 2, 3) trojice involuční, bude 

a souřadnice hmotného středu trojice 

se na základě vztahů 

vyjádří takto: 
*V 

; _ 6 l f - + v J ' 2 ~ 6 i u ^f <69> 
Výrazy ty jsou vůči parametru l lomené funkce kvadra

tické o společném jmenovateli a tedy 
ntěžisJca sJcujpin kubické involuce na ellipse probíhají 

kuželoseč/cu." 
Veličiny 

%__ (Ví + 3 y 3 ) + í ( 3 ^ 0 + iD2) 
Vo (Ví — V a ) + '(Vo — ^2) ' 

^ _ (̂ 1 f 3^) — *'(3^0 + ^2 
^ (V í — ^ 3 ) — *(Vo — Va) • 

jsou komplexní sdružené a bude lze na místé (69) psáti 

t _ a ( ^ + 3 wB)(ip, — tpa) -f (3 xp0 + w2) Q 0 — ip2) i 
3" W i — * a ) a + ( V o —Vs)? I /ggtv 

_ b (3 y,0 + yiQ) (^- - tfa) - (»! + 3 v*)(ip0 — xp2) í
 K 

v - 3 ( v x - ^ r + ^ o - ^ r I 
Při reálných funkcích \pv vymizí výraz 

í«) ( ^ - ^ 2 ) 2 + ( * i - ^ 3 ) 2 

pro reálné X jen když současně % = V2> Ví = V>3> což je možno 
pouze v případě 
(/3) .iVzJ^-konst.: 
W Vo — V a 
pak ale nullová místa našeho výrazu splynou. Obecně tedy veli
činy (a) mizí pouze pro dvě komplexní A a z toho soudíme, že-
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kuželosečka těžišti jest obecně ellipsa, pouze v případě (/?) pa
rabola. 

Zbývá ještě výjimečný případ, kdy rozdíly 

Vo — Va> Ví — V.i 
jsou nezávislé na X\ tu křivka těžišti jest parabola. 

Z typografických příčin pišme QV místo ýv, takže (68) zní 

g , ^ 3 ~ 9 i ^ + g ^ - g 3 = o, (68*) 
a při tom 

9 v = 9 V + A 9 % > 
kde g'v a g"v jsou konstanty. 

Kruh K skupiny z1z2zs protne ellipsu v doplňkovém čtvr
tém bodě £0, jehož parametr jest 

*1 *2 ^3 93 

Je-li Č0 dán, jest rovnicí 

g0 — ^og3 = ° 
parametr X určen ve tvaru 

x — 9'o ~ 9's«o 
gVu — g " 0 

i možno zavésti £0 jako parametr na místě Xf předpokládaje, že 
veličina 

_ Jo 

není stálá. Kovnice kubická pak obdrží tvar 

*.. Kg'o 9"3 - 9"0 g'3) * 3 - (g'i g"3 - g'\ g') *• + (g'2 g"3 - g",g',M 
- (g'og"i - gť,o g\)*2 + (g'0 g"2 - g"0 g',)* 
-(g'og"3-g"og'3) = o. 

Zůstaňme však u tvaru (68*) a doplňme involuční trojici 
na čtveřinu o bod z0. Souměrné úkony pak jsou 

9o 9o 9o tío Bo 
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tedy po dosazení hodnoty 

*n = 
Jo_ 
93 

Ç _ 9'2 , J l z , r _ 9i + 9з 
— 9 Ti - ť Tз — 
bз Уo 

9o+ 9г 

; ç _ 9 l — 9з 
Ti Tз — 

g2 

9o 93 

načež rovnice opsaného kruhu K zní dle (8 a ) 

^ + ť-2PX-2W+^f + ^ - ) - ^ = 0 (70) 

c" / A. + 93 . (fa + fl» \ ' 
8a { g0 "*" g3 / 

„ _ c*i / fl, — 9. , 9o — 92 \ 
q - 8fe( g„ "^ g3 V 

(70") 

noty: 
Dosazením uvedených výše hodnot gv = ^ v vycházejí hod-

„ _ i l ^3 (Ví — »>) + Vo (».. — »,) 
p - « ( . /, 0 _%)- + (Vl_^,)i - ' 

3 = 
Vo ^З. — # 1 Уì 

_ 
4 

* (Vo — V,)* + (Ví - ^s)2 ' 

/ _ . j . _ . \ _ ! — ora » ' + * ' — Vo^a — Ví^3 _ „2 
Iflo ̂  flj - " (*.-V,)«+(*i-V,)« 

které se kryjí s rovnicí (67 l) . 

Střed S opsaného kruhu K má souřadnice (70°), doplněk 
M0 pak má souřadnice 

x — _ d _ . 4 . _ . \ « — . „ / _ . _ _ _.\ 

Souřadnice přímky Mn8 jsou racionální funkce 4. stupně 
parametru *; a tedy tato přímka obaluje racionální čáru 4. třídy. 

Souřadnice téžiska skupiny T jsou dle (69) 

| = - ^ / J L + JJL\ «-±/_i._J_\ 
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a přímka M0T má rovnici 

(б) 

x 
a 

J_ г > X iy 1 
•*• Ł. ' a b ' 

1 

9o 9з 1 
ðз ðo 
Яt І L 3 3 
9o Зз 

= 0. 

Tedy též přímka (G) spojující těžiště skupiny s doplňkem 
M0 obaluje racionální čáru 4. třídy. 

Ve zvláštním případě, kdy z0 nezávisí na A, t. j . 

-^- = konst. 

tvoří opsané kruhy K svazek, jehož jeden vrchol je M0(z0). 
V tom případě má determinant (6?) v druhém řádku kon

stanty, ve třetím po násobení g0 lineárně výrazy, takže (6?)* 
probíhá obyčejný svazek, jak samozřejmo. 

V případě Steinerovy involuce oskulačních trojic 
s 0 * 3 -~l = 0 (g1 = g2 = 0, g3 = l . g 0 = ^ 0 ) 

se (6r) redukuje na 

x , гy x гy 
7 + T ' ~ã ІГ 

1 
-0 

= 0, 

kterážto přímka probíhá svazek s vrcholem v počátku O. Tě
žiště S oskulačních skupin skutečně leží v počátku. 

Poloměr opsaného kruhu vedený doplňkem má v případě 
Steinerových trojic rovnici (M0S) 

x y 

c* ( . 1 \ cH ( 1 \ 
8^* +7-) ' Tb[°°--)> 

= 0 
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čili po substituci z0 = .'"©o, 

cos&0 sin&0 

a l l 
_ 

4 

4?>2 + c2 4a 2 

= 0 = ^ rr-x 
Ъ cos 0 a sw ' •У — 

c__ 
aЪ 

a b 

Tato přímka (H) má tedy souřadnice 

,•„_• a- + 3b2 

(Hl) u=z—a—_----—. _-. 

Klademe-li na okamžik 
c2cž-

a(a 2 + 36'~) 

máme souřadnice naše 

(fí2) w _ _ . 1 

1 , _6 2 + 3a 2 1 
, v = + 6 c 2 đ 2 s iи.„ 

= a 
C 2 - . 2 

' 6(Ь- + Зо«) 

1 

Ï Г = A 

r^oT©^ v - ř í S T € " ( @ « - ~ 3 @ ) 

a obalová čára 4. třídy přímky (H) má tangenciální rovnici 

1 . 1 (H*) «2мa /ľV = 1, 

i jest patrně (srov. 33°) evoluta ellipsy mající osy ppložené na 
osách původní ellipsy (a, b) a za polouosy veličiny 

a' = 
J_ 
a 

_L 
0 

J_ 
ß* 

J_ -

Ø2 

Vzhledem k identitě 

plyne 

tedy 

J_ , J__(o_±___ 
a ^ ß — c a d 2 

_ 1 ________*___ 
/3« ~" c4 đ4 ~ 

c* 

ac.2((.2 + 262) 
/_' — : ! C— 
a - c4 

6': 
6o.2(á'!í + 2a ! !) 
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To jsou délky polouos ellipsy (ď, b')> jejíž normály jsou 
přímky spojtfjící ve Steinerových trojicích střed opsaného kruhu 
s bodem doplňkovým. 

Patrně 

c ' * = a ' 2 - & ' 2 = - ^ , 
c2 

a rovnice (H1) znějí 

(H) u = c'2 cos ®0' c'2 sin O0' 
Normála ellipsy (a\ b') v bodě M'0, příslušném k témuS 

úhlovému parametru 0O jako doplněk M0 Steinerovy trojice 
oskulačni na ellipse (at b)} prochází tímto doplňkem M0 a stře
dem opsaného kruhu. 

Obraťme se k případu 

z0 = — = konst.; 
93 

opsané kruhy K tvoří svazek, jehož jeden vrchol je .z0; středy 
S těchto kruhů a těžiště T involučních trojic probíhají přímky, 
i jsou zároveň v souvislosti prometne; přímky ST obalují tedy 
kuželosečku, což ostatně plyne též z jich rovnic 

x y 1 
a (9i + *o 92) — i b (fli — *o 8a) 6 Q0 

гc 
—(9i -f 9з + 4>9o + go§ì\ T (9i — Зз + go 9o — *.! 9з), 8 g

0 

= 0 . 

(71) 

19. Kubické involuce pat normál. 
Z proměnného bodu z' na ellipse vedené normály mají paty 

z\zizv J-c--ž souměrné úkony znamenejme qpt 9>2qp3; připojíme-li 
k nim prvek z1, vznikne čtveřina, která dle či. 13. hoví vztahům 

f . f 2 a j ; — 2 ib v f 2ax-\- 2iby 
h — — h h — V> I1 — -Ji " ? 13 — — 5 — 

značí-li 
X = T(*+T)> y=^-i-) 

souřadnice bodu z\ 
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Z první rovnice vychází 
1 

<JP3 = ex z2 zz = — — , 

z druhé plyne 
<T2 = - 9>i * '> 

třetí pak podává 

9>t 
+ ,=,,=£(,+f)-£(,-A.)=,+ <r#' 

tedy 
d» 

Máme tedy na konec pro paty normál z bodu s' ellipsy 
spuštěných souměrné úkony 

_ d * _ <•* ' _ -

Ví— ----.> Ví — —-"Ti <P» — - " - r » 

a veličiny #, £2 23 jsou kořeny rovnice 

ť (c2 z3 — d2 z) — d V 2 — c2, (72) 

takže tvoří při proměnném s' kubickou involuci. 

Srovnáním s (68*) máme 

g„ = c V , & = d*, g2 = - d V , g3 = - c 2 ; (72») 

těžisko trojice pat normál má souřadnice (69) 

s ad" ( . . 1 \ ad* 
* = ^ ( * + y j = 8 Í - e M * 

bd2 I , 1 \ M» . n , 
' = - 6 Í Š V — ? • ) = - 8 Í - m 8 » 

(73) 

při čemž 
*' = é&. 

Těíislé pat normál spuštěných s bodu xy na ellipse má 
souřadnice 
(T, t d* d2 

(T) * = !-** n = ~ Wy' 

Ježto souřadnice příslušného bodu Frégierova znějí 

CO «» = •%*«, yo — —-—y, 
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plyne 

X' 

П_z=Уo_ 

Ѓ _ __±_f 

(741) 

X°^ ~ T > ^ = 3 ' x^ + ^ = 

Těžiště T pat normál vedenýcii z bodu M na ellipsu leží 
na průměru bodu Frégierova F; oba body T a F jsou harmo
nicky sdruženy vůči Jcruhu se středem O a poloměrem -77= • 

Oř. 0^=4-oW-
o 

Patní kruh normál K má střed [(70°) a (72°)] 
J , = 4a-V + T ) = -2^C O S 0 

aa / , 1 \ a2 . _, 
q = Wi(s—¥}=!íbstn&> 

jenž probíhá ellipsu o polouosách 
_____ _o__ 
2a ' 26 ' 

Kovnice kruhu ff zní 

* 2 + -V2 — — cos ®' — ^ sin &z=d*; a o 

dosadíme-li sem výrazy komplexní za sin ®l a cos ©', shledáme, 
že kruhy ty tvoří řadu 2. stupně, jejíž obalová čára — zvláštní 
spirika Perseova -— se určí bez obtíží. 

Přímka (L) spojující body M0 a střed S kruhu K má zde 
rovnici * 

(74*) 

X У 1 
— a cos ', — Ь sin ®', 1 

— cos &, -7- sгn ', 2 
a , 6 ' 

= 0 

õilł 
ax 

cos ' s 
aa 

ѓn ' 

5a - 1 
— / " o f c í | -a^ a ж / 2a a-fЬ a) }У

Г 1 ' sгn 6 

ax 
cos ' s 

aa 

ѓn ' 

5a - 1 — {гђ + a ) cos ©' ( 2a a-fЬ a) }У

Г 1 ' sгn 6 

6- aa 2 
+ cЧ*=0, 
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takže její Plůckerovské souřadnice mají hodnoty 

_ a (a2-f 2ž>a) 1 _ b(bi+2ai) 1 
cada cos©" — cao"a sin&" 

které po zavedení úhlu 0O — ®' + *r, jemuž přísluší doplněk M„ 
trojice pat, lze psáti 

a ( ť ž a + i 2 ) & ( d a + o a ) 
U - ! 1— 77 — i ! L 

~ c*ď* cos 0Q ' c2d2 sin tf0 • 
Položí-li se 

_ aď2(b2 + ď2) _ M 2 ( a 2 - M 2 ) 
— a4 + a2b2 + b4 ' — a4 + a2b2 + b4 ' 

nacházíme, že 

přímka L == ./J/oí? je normála ellipsy (a", b') Í; Jode, jeAtfl 
úhlový parametr 0O je týž jako pro bod M0 na ellipse (a, b). 

Jinými slovy: 
Obalová čára přímky L, která spojuje kruhový doplněk 

pat normál se středem opsané kružnice, jest evoluta ellipsy 
(a", 6"). 

Přímka M'S, která spojuje východisko M{(zé) normál se 
středem kruhu K, má rovnici 

ax Ъy 
cos &' sin & 

a2 V 1 
= (2Ďа - oа) - ^ - (2aа — 5а) ---£-; 4 ' cos ' v y SÍИ ©' 

+ c 2 d 2 = 0 

a její souřadnice 
_ q(2&2— á2) _b{2a*~ 52) 

M — c2d2 cos ©0 ' * — "cW srn ®0 

ukazují, že její obalová čára jest evolutou určité ellipsy mající 
osy v osách ellipsy (a, 6). 

Obalová čára přímky WT spojující východisko normál 
s těžištěm involuční skupiny určí se podobně; rovnice přímky 
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této jest dle (73) 

X У 

čili 
(M'T) — 

a cos ' * 

1 

1 

2a2 — Ь* 

Ь sin ' 

_ 1 § _ 
d2 

= 0 

x — 
2&2 — a-

iríf + l = 0. ad* cos &' bď1 sin ' 
Je-li zvláště a = b\]% mají přímky M'S a __T směr stálý 

Ox, resp. 0#; rovněž -MQ-T je v tomto případě rovnoběžno 
s Ox. 

Mimo tento výjimečný případ je také obálka přímek WT 
evoluta jisté ellipsy souosé s danou ellipsou (a, b). 

Podmínky, aby normály v bodech gx z2 z3 procházely bodem 
z1 na ellipse, zněly 

d2 d2 1 
ъ = ы> I V2 » ^ З „t 

tedy vyloucí-lí se z* 

n 2 (75) 

Tyto podmínky vyjadřují, že normály v bodech, jichž pa
rametry z = e í 0 hoví rovnici 

z3 — g>,s2 + qp2č — g>3 = O, 
protínají se na ellipse. 

Při parametru tangentovém 
& 

t = tg-

znějí podmínky (75) 

f i = B - = . _ + _ . 77(ť + 0 = _ 9 ^ - ' , % = ! . (76) 
SP3 0 1 o 

V tangentovém parametru zní podmínka soukružnosti čtyř 
bodů 

f i = f . ; 
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iznamenámeli t0 bod doplňkový bodů tx t2 tH na čtveřinu kruho
vou, máme tedy 

<řl + ' o = 9>3 + 'o<J>2f 

t. j . 

*»— " i —J <Pl = <P<l<P3> 

tedy 
' o = <Ps> 

pro případ, že normály /- č2 /., tvoří svazek. 
Znamenáme li souměrné úkony veličin txt2t:i literami cpi} 

<P2> 9>3> 

*r=*9~f> 

jest rovnice 
<Pl = ^ 2 ^ 3 

•dostatečnou i nutnou podmínkou, aby normály v bodech 019021 

®3 procházely společným bodem; pro 

®o + 0t + ®2+@8 = O 
je 0O bod doplňkový na čtveřinu kruhovou a jest 

*9 ~Y = ^3. 

Je-li průsek normál na ellipse, máme dle podmínek (76) 
při označení 

_ «2 + c* _ 2 a 2 — b2 

lz — b* — W~ 
rovnici kubickou 

t* + ht = <p3 ( « » + 1 ) . (76*) 

Pro reálná řešení t je patrně % : t kladné, tedy má t 
totéž znamení jako g)3 = tf0, takže paty reálných normál leží na 
téže straně velké osy jako bod M0) tudíž na opačné straně bodu 
W, z něhož jsou normály na ellipsu spuštěny. Což ostatně ná-
.zor podává bezprostředně. 

Rovnici (76a) pišme 
t3 + Jet 

<Pш = f®, fЏ) = 
tt- + ľ 
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derivace 

T w — (kť1 + iy 
vymizí pro hodnoty t hovící podmínce 

(«) 2fc 

pro reálná t je levá strana větší jedné, i musí býti splněna 
podmínka 

F — 3 > 2k t. j . k > 3, 

má-li derivace měniti znamení. To znamená, že tu musí 

a2 > 2b2. 

Není-li tato podmínka splněna, má derivace f(ť) znamení 
stálé a funkce f(t) se mění jednotvárně, takže pouze jednou 
projde hodnotou danou <jp3. 

„ U éllipsy (a, b) v případě a ^ ti\]2 vychází z každého 
hodu jejího pouze jedna reálná její normála" 

V opačném případě (a > b\]2) protíná evoluta ellipsu ve 
čtyřech reálných bodech, jimiž dělí se ellipsa na čtyři oblouky 
(po dvou symetrické); z bodů na dvou těchto obloucích vychá
zejí jen reálné normály, z bodů na druhých obloucích vedené 
normály jsou dvě pomyslné a jedna reálná. 

Ustanovme obalovou čáru přímek, jež spojují paty normál 
ellipsy (a9 b)9 spuštěných z jejích různých bodů. 

Znamenejme 
d2 

~^=m> 

rovnice (75) platné pro trojici takových normál (v komplexním 
parametru) znějí 

(p2 = m, ^rrmqpg. 

Znamenejme parametry pat z7 z19 z29 a klaďme 

#1 + *% = fi > *A 2* = fa ? 
b u d e 

<JP2 = fs + *fi i <Pi = z + fi 9 <Ps = *f« > 
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tedy rovnice naše znějí 
*fi+(f2 — "0 = 0, «(1 —mf2) + f1 = 0 ; 

takže po vyloučení # je 

(«) fí - (T2 - «i)'(l - mf2) = 0. ^ _ ^ 
Znací-li w, v Pliickerovské souřadnice přímky éi ^ , máme 

(fí\ f — 2 _ a u + ifci; . 
^ p ; ! l — aw — ibt? ' ,2 — au — ibv ' 

tyto hodnoty dosadíme do rovnice («). čímž vyjde 

4 — [au(l — m)-\-ibv(l + m)] . [au(1 — m) — i&t>(l + m)] = 0 

jakožto rovnice obalové čáry přímek zxz2. 
Poněvadž 

2a2 , , 262 

1~ m = -jr> ! + m — —-jr> 
zní tato rovnice 

a 6 w 2 + & V = c 4 , (77) 
a v souřadnicích bodových 

"^+^ = "?"- (77*} 

„Paty normál spuštěných z různých bodů ellipsy (a, l) 
jsou vrcholy trojúhelníků této ellipse vepsaných a o ellipsu 
(a3 b*\ 
\1*' c*J 

opsaných." 

Uvažujme nyní normály spuštěné z různých bodů pevné 
normály zQ = ěM; zbývající tři normály mějte paty z, zx z2, a 
pišme 

9l = gl + *2> 92 = *l *2« 
Podmínky platné o čtveřině pat normál ze společného bodu 

t. j . 
f2 = 0, f4 = - l 

dávají pak 
**ofli = —1» *oz + 92 +(^u +- ̂ )9i = 0, 

čili po vyloučení z 

- 1 + 9Š + 91 9 2 ^ o - ^ = 0. 
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Veličiny g n g2 nastupují na místo f„ fa v rovnicích (/3), 
značí-li opět ?/, v souřadnice přímky zx z2 spojující paty nor • 
mál; dosazením těchto výrazů do poslední rovnice vychází 

4abiuv — 2 (au + ibv) ei(" + 2 (au — ibv)e~i0) = 0 
čili 

ab uv — au sin co — bv cos co = 0. (78) 

Vrcholy trojúhelníků ellipse (a, 6) vepsaných a této para
bole (78) opsaných mají vlastnost, že normály ellipsy v nich 
vedené se protínají na normále ellipsy v hodě © = w. 

Parabola dotýká se os Ox. Oy v bodech x = , 
J ' * cos co7 

resp. y = : — , v nichž tečna ellipsy v bodě co + n (dia-
sin co 

metrálním) vedená tyto osy protíná. 
Směr osy paraboly obdrží se jako rovnice pólu přímky 

(0, 0) ve tvaru 
au sin co + bv cos co = 0, 

. . , x . b cos co , . 
a je tedy směrnice rovna — : — , t. i. asm co7 

„osa paraboly má směr tečny ellipsy v bodě symetrickém 
— w.u 

Abychom určili ohnisko paraboly, uvažujme isotropní tečnu 
v = iu\ vložením do (78) vyjde pak 

abu =. b cos co — ia sin coy abv =. a sin co + ib cos co; 

reálný bod této tečny ux + vy + 1 = 0 hoví rovnicím 

(IO bx cos co + ay sin oo + ab = 0 
ax sin oo — by cos co = 0. 

První přísluší tečně ellipsy v bodě diametrálním oo + n, 
druhá je kolmice ze středu O na ni spuštěná: 

„Ohnisko paraboly (78) leží v orthogonálním průmětu 
středu ellipsy O do její tečny v bodě co + n vedené" 

„Ohniska parabol (78) příslušných k různým bodům co 
naplňují středovou úpatnici základní ellipsy." 
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Řídící přímka paraboly prochází póly obou přímek (F), 
které určují ohnisko; první přímka má souřadnice 

cos 02 sin oo 

a její pól má rovnici 
0 . u + 0 . v = sin oo cos a>1 

t. j . pól ten jest právě bod O. 
„Řídící přímka paraboly (78) jest kolmice spuštěná ze 

středu ellipsy na její tečnu v symetrickém bodě — co. 
Rovnici (78) lze psáti 

au ' bv 7 v J 

příční bod tečny u, v t. j . přímky zx z% 

_ 1 _ \_ 
x° — ~ u ' y ° — ~ v 

tedy probíhá přímku 
XQ COS o y0 sin co _ 

a "+" b + 1 — u > 

tečnu ellipsy v bodě co -f- TI. 
Libovolný bod P0 na tečně ellipsy v bodě co + n promít

něme do její os; spojka průmětů seče ellipsu ve dvou bodech, 
jichž normály se protnou na normále bodu co. 

Leží na snadě, že totéž platí o druhé tečně ellipsy z bodu 
P 0 vedené, t. j . pata čtvrté normály procházející společným bo
dem prvních tří je diametrální s dotykovým bodem druhé tečny. 
(Joachimsthal, Crelleův J. 26 .a 53). 

„Libovolný bod P 0 v rovině ellipsy promítněme do její 0s; 
spojivá přímka průmětů seče ellipsu ve dvou bodech, jichž nor
mály mají týž průsek jako. normály v bodech diametrálních 
s dotykovými body tečen z bodu P 0 vedených* 

Parabolu (78) lze též vytvořiti jako jistou parabolu *) Stei-
nerovu. 

.*) Pro £etné syntheticky odvozené vztahy srov. M. Pelíšek, Ober die 
Normalen der Kegelschnitte (Zprávy o zašed. král. Čes. spol. nauk 1883). 
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^Otácí-li se přímka v rovině kuželosečky kol pevného hodu 
P0, obaluje kolmice na ni z jejího pólu spuštěná určitou para
bolu11 (jež se dotýká poláry pevného bodu a čtyř tečen kuželo
sečky vedených v patách normál daným bodem jdoucích). 

Bud kuželosečkou naše ellipsa, tedy v přímkových souřad
nicích 

o V + 4 V = l ; 
hybná přímka u0v0 otáčená kol pevného pólu x0y0 má pól 
o rovnici 

a*u0u + b2v0v = 1; 

kolmice uy v z pólu na přímku u0v0 spuštěná hoví ještě rovnici 

u0u-\-v0v = 0] 

z obou posledních rovnic vychází 

cquu0 = 1, c2vv0 = — 1, 
•což ve spojení s podmínkou u0x0 + v0y0 + 1 = 0 dává pod
mínku 

\ 
(S) .£o._IíL + c 2 _ 0 

u v 
které hoví souřadnice spuštěné kolmice u9 v. Rovnice ta char-
akterisuje parabolu Steinerovu; parabola (78*) z ní vznikne pro 

c2 c2 

x0 = cos OD , y0 = ~=- sin oo • a o 

Uvažujme ještě oskulační tětivy ellipsy («, b) procházející 
různými body na oskulační tětivě pevného bodu z0. V rovnicích 
-charakteristických 

f. = l . f, = 0 
zůstává jeden kořen z0 pevným, takže znamenáme-li souměrné 
úkony parametrů zxz2zz pat hybných tětiv literami g^Sa? ob
držíme vztahy 

93 = — , ^9i + g2 = 0. z0 

které definují na ellipse kubickou involuci. Její trojice zíz2z3 

jsou na ellipse vytínány svazkem kruhů, jehož jeden vrchol 
jest z0. 
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Dvé trojice této involuce známe předem; nejprve máme tři 
tětivy procházející bodem z0, jichž paty tvoří trojici Steinerovu 
o doplňku #,,; ty se doplňují tětivou vycházející z bodu z0 na 
jednu čtveřinu, a jich kruh patní jest jedním z kruhů svazkuj 

dále určuje z0 jako prvek trojici Steinerovu s doplňkem —-r, její 

kruh je pak druhý kruh svazku, oběma kruhy je svazek určen. 
Chordála svazku prochází středem ellipsy, takže splývá s prů
měrem ellipsy obsahujícím bod z0. 

, Kovnice g, + g2 g3 = 0, jíž hoví tři body z0 zl z2 vázané 
podmínkou, aby se jich tětivy oskulační protínaly v jednom bodě,, 
charakterisuje body zx z2, jež vcházejí ve skupiny naší involuce 
jako prvky; přímka z1z2 jest jedna ze stran trojúhelníka zxz2z3 

involuční trojice. 
Znamenejme ^ = e1 + z2, í)2 =jgr1 z2; předešlá rovnice sê  

přepíše na 
i + « + ^riíi + *oMi = o. 

Souřadnice u, v přímky z^ z2 hoví rovnicím ((})« pro 
11 = *)l 9 12 — = tyj? 

a tak vychází z předešlé rovnice 
(au — ibv)2 + (au -J- ibv)2 — 2zjx (au — ibv) 

— 2zl} (au + ibv) = 0, 
jako tangenciální rovnice obalové čáry stran involučních troj
úhelníků. Znamenáme-li z0 = é®, jest její reálný tvar 

(17) a*u*— b2v* = 2au cos 0 — 2bv sin 0 ; 

čára tato jest parabola. Tato se dotýká hlavních příček v jick 
průsecích s tečnou ellipsy v bodě 0 -f- n vedenou, mimo to sê  
dotýká přímky au =2 cos 6, bv = 2sin®, jež půlí vzdálenost 
této tečny od středu. Pól úběžné přímky (0, 0) má rovnici 
(a) au cos- 0 — bv sin 0 = 0, 

t. j . osa paraboly má směr průměru ellipsy procházejícího bo
dem —- 0 (souměrným s bodem z0). 

Substituce v = — iu dává isotropní tečnu 

a cos + Л sin 0 rt Ъ sin — ia cos 0 
g- , V = 2 — 
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a reálný bod na této pomyslné přímce, t. j . ohnisko paraboly 
x} y hoví rovnicím 

eř2 

,--. ax cos 6 + by sin 0 + -čr~= 0; 

— bx sin & + ay cos 0 = 0. 

Druhá rovnice ukazuje, že ohnisko paraboly leží na prů
měru ellipsy obsaJiujícím bod @ (t. j . £0). 

První rovnici (F) lze psáti 

ČŽ2 

##o + yy* + - g " = °' ( * ° = a c o s ®' y ° = J s i n ®}> 

t. j . ohnisJco paraboly leži na poláře bodu z0 vzhledem Je pomy
slné kružnici 

*» + *"+-£ = 0. 
Řešením rovnic (F) vychází 

d2 a cos 0 
й a'2 cos* + b* sin* ' 

r7 2 ò sm 
"2" a2 cos2 © + b2 sѓw2 0 ' 

<*<+«'=î(í+£)' 
takže 

„ohniska parabol 77 příslušných Je různým oskulačnim 
tětivám (z0) naplňují Boothovu lemniskatu.u 

Dále nalezneme pro řídící přímku paraboly 77 jakožto po-
láru ohniska dvě rovnice, jež značí póly přímek (F): 

c2 au cos 0 + c*bv sin 0 = 2 (a 2 cos2 0 — 62 sin2 0) ; 

au sin & + bv cos 0 =r sin 20, 

z nichž řešením vychází 

(z/) c2« = 2 a c0s ®, c2v = — 26 sin 0. 

„Řídící přímka paraboly n je tečnou ellipsy 

a sice v bodě; jehož anomálie má hodnotu n— 0. 
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Pro osu paraboly nalezli bychom rovnici 

, . ^ , * ~ . abd2 sin O cos S . 
ox sin 0 + ay cos 0 -\—ň or, , , 0 .—^r = 0. 1 ^ ' a 2 cos2 ® + 62 sin © 

Souřadnice ohniska cc, y a souřadnice osy w, v hoví rovnicím 

1 
MCC = W/ = — -g-. 

20. V pravoúhlé soustavě souřadnic x, y žavedme jako 
souřadnici výraz u = x* + y2

} a potlačme y, takže nové sou
řadnice bodu budou w, #. Rovnice 

( D -4w — 2 Bx + O = 0, 

pak representuje kruh kolmý na Oce, t. j . jehož střed leží na 
Ox a má souřadnici 

B 
p = A ? 

mocnost kruhu pro bod O je pak 

C 
n=z~A> 

čtverec poloměru 
2 _ „ 2 B*-AC 

r* — p2 — n = z • 

Podmínka, aby dva kruhy naší soustavy ( r ) — kruhy (AT 

B, C) a (-4', B'y C) — se protínaly orthogonálně, zní 

AC + A'C — 2BB' = 0. (1) 

, Kruh soustavy (O (značíme tak každý kruh kolmý na Ox) 
daný dvěma body ulxl} u2x2 má rovnici 

u — u1=r. ^ ^ - J (x — xx), (2) 

kruh vedený daným bodem ux xx rovnoběžně s daným kruhem 
(A9 B} C) — t. j . s ním soustředný — má rovnici 

27? 
« — w. •== -j (* — a?i). (3) 
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Kruh soustavy (r) vedený daným bodem u^xx a kolmý na 
kruh (A, B, C) má rovnici 

u x 1 
вfj. Л j x 

C B A 
= 0 (4) 

čili 
C—Aщ 

l- (X — íГ,). (4*) 

(5) 

Rovnice 
F(u, x) = 0 

charakterisuje určitou křivku souměrně ležící vůči Ox. Daným 
bodem čáry vedeme kruh soustavy (r), který se jí v něm do
týká (kruhová tečna, cyklotangenta); jeho rovnice zní (plyne 
snadno na základě (2)) 

U-u = d£(X-x), (6) 

značí-li U, X souřadnice běžné na kruhu tečném. Má tedy pro 
body na čáře derivace 

f * 1 : 
dx 

geometrický význam w'=2 .r 0 , značí-li x0 úsečku určující střed 
cyklotangenty. 

Cyklonormálou neb kruhonormálou nazveme kruh soustavy 
(r), který v daném bodě (u, x) protíná kolmo naši čáru. Jeho 
střed je stopa tečny na Ox a poloměr je délka tečny. Podle 
(4) a (6) zní rovnice cyklonormály v bodě (w, x): 

U — w, X — x. 0 

(*V) 

čili 

(-V*)- (U-

x 1 
l 

xu' — м, —- W, 1 
= 0 

ú)(~-u' — x\ — 2/-i- xu' — u\ (X — x) = 0. 

Obraťme se k ellipse (a, Ъ) 

W + a V s a V ; 
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při dosavadním označení ( a 2 — b q = cq, c= as) v nových sou
řadnicích se rovnice přepíše na tvar 

(E) u = eqxq + b\ 

Táž rovnice odpovídá hyperbole (bqxq — aqyq = aqbq) pro 
případ, že se bq nahradí — bq. 

Hodnota 

u' = — = 2eqx dx 

podává pro polohu středu cyklotangenty v bodě x úsečku 
9 

XQ • C Xy 

střed ten zároveň je stopa normály ellipsy na Ox. 
Veličinu 

c* 2 

a u 

máme v obrazci (při konstrukci středu křivosti ve vrcholech); 
iia základě poměrů 

^o ^o_ 
9 x a 
strojíme dosti pohodlně stopu normály (podobně u hyperboly). 

Rovnice kruhové tečny u ellipsy (E) zní 

U+u = 2e2xX+2bq « (7) 
aneb 

U=2e*xX — eqxq-\-bq. (7°) 
Dva tečné kruhy, příslušné k bodům x a xlf se dle toho 

protnou v bodech, jichž společná úsečka X jest určena rovnicí 

2X(x — xx) = (xq — x\), 
t. j . 

X~—2~' 

„ffiordála kruhů, Jcteré se dotýkají ellipsy JcaMý ve dvou 
bodech na téže pořadnici, jest liprostfed mezi oběma pořadni-
cema bodu dotykových" 

Pro polohu průseků třeba znáti společnou hodnotu ř7, tedy 

U = e2x(2X — x) + bq= sqxx1 + b\ 
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Sestrojme bod ellipsy, jehož úsečka jest 
XQ ------ \X Xx j 

jeho souřadnice U 
U=e2xl + b2 

splývá se souřadnicí U obou průseků našich kruhů. 
Při stálém U} X dává (7) rovnici kruhu, jenž protíná 

ellipsu ve dvou párech bodů; jich tečné kruhy (F) se protínají 
v bodě daném (U} X). Kruh ten je Jcruhopolára bodu (U, X). 
Jeho střed splývá se stopou normály ellipsy v bode x = X. 

Libovolný kruh (r) procházející tímto bodem (Í7, X) pro
tne kruhopoláru v bodě (U0} X0), a ellipsu v bodech o úsečkách 
xl} x2} body na Ox určené úsečkami XX0} xxx2 tvoří čtveřinu 
harmonickou. 

O dvou bodech M} W a jich kruhopolárách r} rf platí 
věta analogická známé větě o kuželosečkách: 

Lezí-li M* na poláře r bodu JI, prochází jeho polára V 
bodem M. 

Uvažujme nyní tečné kruhy r} F, v bodech x} x1} a sice 
běží nám e případ, kdy tyto kruhy se protínají orthogonálně.* 

Dle (7°) máme pro součinitele v rovnicích našich kruhů 
1̂ = 1, B = E2X, C = s*x2 — b\ atd., 

a podmínka orthogonality zní 
2 , 2 o 2

 2 & 2 2 G W 

x* + x\ — 2e*xx1 = -^r = —r~. (8) 
K dané cyklotangentě x určíme kruhotečnu na ni kolmou 

na základě této rovnice; můžeme klásti xx = y, t. j . považovati 
x\ za pořadnici na ellipse 

2 a 2 i 2 

x*+y*-<2e*xy=-2?-, 
příslušnou k úsečce x. Pro tuto ellipsu známe body 

y = o, * = ±-^V-r, 

X = 0, y = ±±\fi, 

X=l = + — • 

poslední dva jsou její vrcholy. 
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Pro souřadnice průseků kruhů I , Ti máme nejprve 

v _ ř _ _ £ i 
A — 2 » 

dále jest 
t !=-_ 4 „„, + _ 2 ; 

rovnice (8) t. j . 
(„ + a;.)- _ 2 (1 + _S) XX, = ^ £ 1 (8*) 

dává dle toho 

t. j . 

čili 

4 , _ _+*>(«,_,,-."?, 

17 = --4--.(_„- + .-) •1 + _ - . 

S2_r2 + (a2 + c2) y2 = b2c2. (9) 
Geometrické místo průseků na sobě kolmých kruhotečen 

ellipsy (a, b) je tato ellipsa (9). V případě hyperboly je to opět 
hyperbola. 

Budte x1} x2 dva body ellipsy; kruh _T jimi určený mil 
rovnici (2), v níž 

-?—?---•(*_ + -_). 
rovnice zní tedy 

u = ux +t£
2(x1 + x2) x — £2(ra + tfjtf-

čili po dosazení hodnoty ux = e2x\ + b2 

u — e2(xt + x2)x + ť1x1x2 — 62 = 0. (10) 
Pro kruh soustavy (V) spojující dotykové body vepsaných 

kruhů orthogonálních nám rovnice (8*) dává 

2(1 + s*)xlx2 = (x1 + x2)*-^} 

takže při označení xx + x2 = 2a rovnice kruhu (10) bude 

« - 2_>„ . a•+r^_^«—^) - 6« = O 

čili 

« - 2 . ' . * . t f + 1 ^ _ - * - ^ > _ 0 . (11) 
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Obalová čára těchto kruhů 

u - |±^-6«=-i-e«( l+ .»)*' 
je patrně opět ellipsa 

(1 - e») (2 + *2) ̂  + 2 ^ = 2 1 ± £ 6* (11*) 
s polouosama 

V-l + £* U + f' 
2 

Dotykový bod kruhu (11) s obalovou ellipsou má úsečku 

df= 2 < ? - 2 r o 
l + £ ! _ £a(l + í2) ' 

značí-li ar0 úsečku středu obaleného kruhu. Pata normály spu
štěné ze středu kruhu má úsečku 

* i — e « ; 

znamenáme-H 
1 + £a a . c* 

a* = a-^- = T + Ta> 
máme srovnalost 

x a 
* i ~ ~ « i ~ ' 

která dává bezprostředně konstrukci pro bod dotykový. 
Kruhové tečny na sobě kolmé tedy obdržíme pomocí prů

seků základní ellipsy s tečnými kruhy ( r ) ellipsy (11*). 

Přistupme dále k otázce kruhonormál ellipsy (a, b). V bodě 
(w, x) vedená cyklonormála má dle (N*) rovnici 

(U — u) (e*x — x) - 2 ( e V — u) (X — x) = O, 
tudíž po dosazení hodnot 

e*-l=z— ^ - , e°-x2 — u = — b2 

a 2 

(?7 — w)# = 2a 2 (X — *), (12) 
aneb nahradí-li se u svojí hodnotou, 

Vx — 2 a2 .Z + (a2 + c,J — e*x*)x = 0. (12°) 
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Seřadíme dle mocnin x: 

^ - ° + : : + ' ' . + y i = o : <..•> 
tato rovnice ukazuje, že daným bodem (U, X) v rovině prochá
zejí tři kruhonormály ellipsy (a, 6); jejich paty mají úsečky #., 
x2> x3 — kořeny rovnice (12*) — jež hoví podmínce 

xx + x2 + x,= 0. (13) 
Libovolné tři body ellipsy (a, b), jichž úsečky hoví této 

podmínce, mají tu vlastnost, že v nich vedené kruhonormály 
ellipsy jsou spolu ve svazku. 

Souřadnice vrcholů svazku jsou pak dány rovnicemi 
2a*X = -e%, U+a*+c**=-e%, (13*) 

kde položeno 
|2 —- %\Xq + # i#3 + ^2^'óf 13 = = X\X2X§* 

Z (12*) vychází (dělíme # 2 a sečteme pro x = xt, x2, x3) 

2___i v. 1 _ U+a* + c* sl__ „ 
é2 ~ x* — e* * xv *X* 

a « Y r 1 _ ř / + a 2 + c 2 f 2 _ ( ^ + a 2 + c 2 ) 2 

a A * * _ 2 fs — 4a2X 

Poloměry r1? r2, r3 kruhonormál jsou dány dle vzorce 

r« = -£ + e«.r«-(a«+e«). 

tedy 

.Tr« = a*.S i+«» . .?*» - 3 (a«+c«); 

avšak 

a-2« .S-^=. . i - ( I7+a«+c«)» 

^ _ - 2 f 2 = -l(C!+a«+c«), 
takže vychází 

-.. = ( _£+£) •+ , , , _ , , + ., 
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pro součet čtverců poloměrů všech tří kruhonormál vedených 
z bodu (U, X). 

Body kruhů nullových 
U + a2 + c 2 = ± 2 \ / ^ + T 2 X 

mají vlastnost, že pro kruhonormály z jejich bodů na ellipsu 
spuštěné jest 

2r2
v = 2U. 

Volme dále bod ř7? X na ellipse; mimo jeho kruhonormálu. 
procházejí jím ještě další dvě kruhonormály. mající své paty 
v jiných dvou bodech ellipsy. Dosadíme ve (12*) U = £2X2 + b*r 

a vyjde 
3 / y o 2 a 2 \ 2n* 

řešení # = X odstraní se dělením na # — X, čímž vyjde rov
nice kvadratická*) 

ÍC2 + X # = -7- . 

Zavedeme-li opět u, máme rovnici 
ti + s2Xr = 2a 2 + 62, 

jež přísluší kruhu vytínajícímu na ellipse paty uvažovaných kruho
normál. 

Tyto kruhy příslušné k různým hodnotám X} t. j . k růz
ným bodům ellipsy, tvoří svazek; vrcholy jeho jsou body 

Kruhy tohoto svazku vytínají na ellipse po dvou párech 
bodů, jichž kruhonormály se protínají na ellipse. Body jedné 
dvojice jsou vždy pomyslné, kruhonormála však reálná. 

Uvažujme ještě trojici Steinerovu; je. dána rovnicemi 
2n xv = a cos (© + vm), <*> = -----} v = O, 1, 2. 

*) Úsečky X1X2 Pat normál hoví tedy rovnici involulorni 

x\x2 *T" c2 — 0 . 
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Podmínka 2xv = O je tu splněna, takže 
„kruhy (ť) vedené Jcolmo na ellipsu v bodech Steinerovy 

trojice procházejí společným párem bodů." 
Pro stanovení průseků třeba znáti souměrné úkony f2, f3 

veličin xv] pro 

f2 = a2 (cos & cos 0X -f- cos 6l cos 02 + cos ®2 cos 6) 

nalezneme snadno 

Í2 — 4 « > 

podobně 
a3 

h = -j- cos 3 0 ; 

vzorce (13a) dávají 

X = — f-cos 3 0, U= — a<l-±-c\ 8a 4 

t. j . průsečné body kruhonormál v bodech Steinerovy trojice 
jsou vždy pomyslné a naplňují pomyslný kruh 

x* + y*+a* + -^c* = o, 

společná chordála tří cyklonormál jest 
c2 

X = — -ó- COS 3 0 . 8a 

Steinerova trojice určuje kruhový trojúhelník, jehož strany 
jsou kolmý na Ox. Uvažujme stranu určenou body 

2JT 
x = a cos 0, xt = a cos 6., 0, = 0 -|—-r- . 

o 
Kruh těmito body určený má rovnici 

V = £*(x + xx) X + b2 - e*xxlf 

T našem případě pak 
x + xx = a.cos 10 + -S-) 

XXl = ^cos2{& + ^ - ^ , 
takže při označeni 

9 = e + -J-
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máme jakožto rovnici kruhu našeho 

E7 = — X cos tp + 62 + '-i--- — - |- cos 2 (p (14) 

aneb 
1 c2 

U —- a2 4- —r- c2 = — Xcos w — c2 cos2 cp; 4 a T 

diskriminant této rovnice o neznámé c cos <p vymizí pro body na 
obalové čáře těchto kruhů; ta má tedy rovnici 

1 c2 

77 fl2J.JL/.2— _r x 2 

U a -f- 4 c — 4 a * - * , 
t. j . obalová čára kruhových stran Steinerových trojúhelníků 
u ellipsy (a, 6) jest ellipsa 

w = 4-£2^2 + a 2 - 4 r ) 4 4 
(4a2— c2)z2 + 4 a 2 y 2 = a2(4a2 — c2), 

c 
která má společnou velkou osu a, ale poloviční dálku ohnisek —• z 

Dotykový bod strany í ®, 0 + -«- ) s obalovou ellipsou 

jest určen rovnicí 

x = 2a cosi© + -Q-)Í 

takže -^- přísluší na ellipse k úhlu střednímu --r- (0 + 8 J . 

Nehledíme-li k trojicím složeným z dvojic určité involuce 
a stálého bodu, jsou trojice Steinerovy jediná řada bodů na 
ellipse, pro něž jsou zároveň normály obyčejné a cyklonormály 
ve svazcích. 

Podmínka pro cyklonormály ve svazku 

2x,= 0 

se ppmocí parametru komplexního z = ei& přepíše na 

<«) fifa + f. = 0; 
naproti tomu jsou tři normály ve svazku za podmínky 

tf) . fx = 
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Obě podmínky platí současně při 

Mf? + D = o, 
tedy bud 

1) pro f2 = 0, f, = 0, 

což dává Steinerovy trojice, aneb 

2) pro f j = — 1 , f, = i = ± i \ 
což dává rovnice 

* a - f i * a - i f i * - i = o 
se stálým řešením z = — j . 

O b s a h . 

1. Parametr tg-=-: Kruhová či soukružná čtveřina bodů na 

ellipse 1 
2. Parametr e1^. Rovnice kruhu určeného čtyřmi body sou-

kružnými. Poloha těžiště 3 
3. Plocha trojúhelníka 5 
4. Rovnostranná hyperbola určená čtyřmi body na ellipse . 6 
5. Rovnostranná hyperbola určená čtveřinou kruhovou. Pří

pad, kdy hyperbola se rozpadne ve přímky. Zvláštní kruhy 
mající středy na hlavních příčkách ellipsy. Svazky kruhů 
a hyperbol 7 

6. Rovnostranná hyperboly určené čtveřinami na ellipse, jichž 
úhlové parametry hoví podmínce ®A -f- 02 -f- &z -f- ®4 = TT. 
Některé vlastnosti čtveřin kruhových . . . 12 

7. Oskulační kruh, oskulační tětiva 14 
8. Obalová čára oskulačních tětiv 135 
9. Oskulační tětivy procházející daným bodem; jich paty tvoří 

čtveřinu soukružnou a určují patní kruh osk. tětiv. Pod
mínka, aby oskulační tětivy tří bodů ellipsy procházely spo
lečným bodem. Tětivy rovnoběžné s jednou hlavní příčkou 
určují na ellipse body, jichž oskulační tětivy sekou se na 
druhé hlavní příčce. Jiná konstrukce oskulačních tětiv vychá
zejících z průsečíku známých dvou tětiv oskulačních . .138 

10. Případ, kdy paty oskulační čtveřiny leží na dvou úhlo
příčkách na sobě kolmých. Příslušné patní kruhy obalují 
Perseovu spiriku. Vztah oskulačních čtveřin k hyperbolám, 
které procházejí bodem O a úběžnými body hlavních 
příček 143 
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11. Zvláštní věta o čtveřinách kruhových 150 
12. Některé věty o patních kruzích oskulačních tětiv . . . . 1 5 2 
13. Normály ellipsy z daného bodu. Hyperbola Apolloniova, 

různé metrické vlastnosti Otveřiny pat, věta Joachimsthalova. 
Normály z bodu na evolutě a z průsečného bodu daných 
normál. Kubická involuce pat normál spuštěných z růz
ných bodů téže normály. Geometrické místo průseků nor
mál na sobě kolmých 158 

14. Steinerovy trojice oskulační. Obalová čára opsaných kruhů. 
Perseovy spiriky o reálné annallagmatii jako cissoidy sou
středných kruhů 176 a 353 

15. Metrické vlastnosti Steinerových trojic . . . . . 362 
16. Frégierův bod a jiné vlastnosti normál. Další vlastnosti 

oskulačních trojic . . . 370 
17. Metrické vlastnosti tečen a normál; úseky a pod. Ctyř-

úhelník stop tečny a normály. Jeden diagonální bod jeho 
opisuje Boothovu lemniskatu 376 

18. Kubické involuce na ellipse. Kruhy určené trojicemi invo-
lučními; místo jich středů a jich čára obalová. Téžiska 
trojic. Přímka spojující čtvrtý průsek kruhu a ellipsy s jeho 
středem neb těžištěm. Applikace na trojice Steinerovy . . 383 

19. Involuce pat normál. Otázka reálnosti normál ellipsy 
z daného jejího bodu spuštěných. Zvláštní kubické involuce 
pat .oskulačních tětiv 393 

20. Vztahy ellipsy ke kruhům majícím své středy na její hlavní 
ose, a které se ellipsy buď dotýkají neb ji kolmo protínají. 
Další vlastnosti Steinerových trojic 406 

O p r a v y . 
Str. 161. řádek 10. zdola čti f místo {2. 
Str. 162. řádek 1. čti f4 = — 1. 

0 souvislosti gravitace s kosmickým magne
tismem. 

Napsal prof. Dr. Arnošt Dittrich v Třeboni. 

Zkušenosti, učiněné při pokusu o fenomenologický popis 
zjevů gravitačních pomocí parciálných difierenciálních rovnic, 
dovedly nás k soustavě 4 rovnic 
X — 
ryL— 4TZ\IXQU =- lc(Nr—MM) 
\Jx ^ (1) 
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