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Il faut encore préciser la notion de la ,,tangente & la ,,courbe® y = f(x}
au point P;. Si f'(x;) existe et est finie, on a la définition habituelle; mais,
si f'(#;) existe et est égale & +co ou & —o0, on appelle la droite 2 = =;

tangente 3 la ,,courbe‘ au pomt P; seulement dans le cas ol f est
contmue au point z;. Si 'on supprime cette condition de continuité (tout
en conservant la condition de continuité au point z,), on peut construire
des exemples bizarres (voir § 4), ou le cercle K* existe mais n’a rien de
commun avec 'idée intuitive du ,,cercle de courbure®.

NOVY DUKAZ VETY O ROZDELENi PRVOGCISEL.
Vojtéch JARNIK, Praha.

Oznadme znakem s(z) podet prvodisel, kterd nejsou vétsi ne? =.
Otédzka, jak se chovd funkce 7(x) pro x —-k o0, patiti k nejproslulej§im
problémim analytické theorie &isel. Abychom zkritili vyjadtovéani, bu-
deme ¥ikati, %e dvé kladné funkce f(x), g(x) jsou ,,téhoz tddu“, jestlize

f(2) i(z)

liminf == > 0, limsu
st §(2) T z—>+£ (%)

budeme déle Fikati, Ze funkce f(z), g(x) jsou si asymptoticky rovny
(znak f(z) ~ g(z)), jestlize dokonce

= _

<+00;

lim —
2o+ g

Jiz CeBvinv dokizal elementdrné r. 1850, ze funkce (), f(% jsou téhoz

radu Ale teprve v r. 1896 dokazah Hapamarp a de la VirrEe-Pous-

SIN,
x

7(z) ~ (M
(jde ovSem o piirozeny logaritmus). Ale tento dikaz nebyl jiz vibec
elementdrni: spoéival na theorii analytické funkece {(s); tato funkce
komplexni proménné s je definovdna, pokud redlnd ¢éast s je vétsi ne# 1,
rovniei

logx

1) Ze tato funkee souvisi s prvoéisly, poznal jiz EULER, ktery pro s > I od-
vodil rovnici (souéin se vztahuje na v8echna prvoéisla p)

2 S =TTo+r s>+ 0= [[——
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Tuto funkei lze analyticky pokradovati v celé komplexni roving, pfi
demz jedinou singularitou je jednoduchy pél v bodé s = 1. HApAMARDOVI
téz ndleii zédsluha, Ze vybudoval theorii eelistvych transcendentnich
funkei, na jejim% zdkladé byl dokdzdan vzorec (1). Ukdzalo se viak, Ze

jesté 1épe, nez funkce ——, aproximuje funkei z(z) funkce

z
log
flo t li(@)-

Ré4dova velikost rozdilu z(x) — li(z) byla potom predmetem cetnych
a vyznamnych praci (Laxpavu, Harpy, LirrEwoop, Ineaay, Cupaxov
a jini). Soudasné byl postupné zj ednodusovan dikaz rovnice (1) (i dikazy
ostfejSich odhadf pro rozdil (z) — li(x)); v tomto sméru se zvlasté za-
slouzil Lanxpau. Ale viechny tyto dikazy spoéivaly na analytickém po-
kradovini funkee ((s) p¥es pfimku Rs =1 doleva (Rs = redlns &ast
&isla s).2) Teprve okolor. 1930 podal WieNER dikaz vzorce (1), v némi se
neuzivéd vibec theorie funkee {(s) pro Rs < 1, takZe pomicky z theorie
analytickych funkei byly vlastné eliminovény, a dukaz spoéivd v pod-
staté na integrdlnim poétu.3) Podotykdm, Ze obdobné vysledky jako pro
funkei 7z(x) byly odvozeny také pro rozdéleni prvocisel, patiicich k libo-
volng predepsané aritmetické posloupnosti I, 4 ¢,1 4 2¢,71+ 3q, ...
{g, I nesoudélnd kladnd &isla).

Ale vzorec tak elementdrni, jako je vzorec (1), si zasluhoval také
elementdrniho dikazu. Takovy dikaz podali teprve v r. 1948 ArLE
SELBERG a PAvEL ErD0S. SELBERG je norsky matematik (nezaménovati
s jinymi matematiky téhoZz jménal!), ktery za vilky napsal pfekrdsné
prace o nulovych bodech funkce [(s); Erpos je madarsky matematik,
ktery m4 za sebou jiz mnoho vyznamnych praci z theorie éisel i z mnoha
jinych obort. Jejich dtkaz, ktery znam dosud pouze ze skript amstero-
damského matematického centra, se sklddd ze dvou édsti.

Zavedme napied dvé oznadeni. Je-li » celé kladné, definujeme u(n)
(t. zv. MoBiovy funkei) takto: u(l) = 1; u(n) = (— 1)%, je-li n soudi-
nem k réznych prvodisel; u(n) = 0, je-li n délitelno aspon druhou moc-
ninou néjakého prvoéisla. Tato funkce mé mnoho jednoduchych vlast-

nosti, takze se s ni dobfe pracuje. Za druhé polozme ¥ (z) = Z Iogp

‘ (- ] séitd se pres vSechna prvomsla p < ). S touto funkei se lepe pracu;e
nez s funkei z(z). Je ddvno znidmo a Jze dokdzati na nékolika ¥éddcich, Ze

‘11 2) VelmipohodIng je moino se pouliti o téchto vécech z krasné knizky
INGHAMOVY: The distribution of prime numbers, Cambridge, 1932.
3) Dalsi zjednodu$eni tohoto diikazu podal LANDAU. Lze je nalézti na pf.

v knize VALIRONOVE: Théorie des fonctions (Cours d’Analyse mathématique),
2. vyd., Pafiz 1948, str. 509—513.
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vzorec (1) je ekvivalentni vzorci

H(@) ~ . | 3)
. Prvni &asti dikazu je nyni dﬁkaz SELBERGOVA vzorce '
ba) , )
. p logx z 19( ) logp ~2 A 4)

(t. j. limita levé strany pro x —>+oo je 2). Napied se dokdze, Ze leva stra-
na v (4) je asymptoticky rovna vyrazu

1 ~
) lo (5)
x10g11<§n4<x2# i

kde ve vnitfnim soudtu se séitd pres vSechny kladné dehtele d &isla m.
Ténto vyraz jiZ neobsahuje exphmte prvodisla (implicite ovSem ano,
v definici funkce u) & proto se s nim dobfe pracu]e 4) Dokdze se pak, Ze
vyraz (5) je asymptoticky roven dvéma, éim% (4) je dokézéno.

V druhé &asti se pak z (4) odvozuje (3). Zékladni mySlenka je asi
tato: Polozme

limsup S =4, limin =) =a
Zz—> 4o x Z—> + 0 z

Z citované véty CEBYZEVOVY plyne, Ze &sla a, 4 jsou koneénd a kladna
UZijeme-li snadno dokazatelného vzorce .

1 —

D B log)z,
r=lz .

dostaneme z (4) téméi okamzité, Ze 4 + a = 2. V&imnéme si nyni, Ze
&len 9(x) : « se musi vykompensovati s druhym ¢élenem levé strany v (4)
tak, aby soudet dal pfiblizné 2 (pro velkd x). Tedy: JestliZze 9(x) : x je

,.velké®“, t. j. blizko &islu 4, je ,,vét&ina‘ &isel & (g)% ,>mald®, b j.

blizkd é&islu @.5) Presnou formulaci této zde jenom naznadené dvahy
a jejim opakové,nim (viz pozn. %)) a obratnym vyuzitim se obdrm 4=
= a = 1, éim% vzorec (3) a tedy i (1) dokdzan. "

Dukaz ktery jsem zde naznaéil, neni piili§ slozity, a: ]e naprosto
elementatrni. Neni zde feti o funkei {(s), z analysy se pak uZiva jeding-
funkce logaritmické;®) a také u této funkece pot¥ebujeme vedle elementdr-

) Také v rads (2) prvotisla nijak zjevné nevvstupup

yess

disel 1‘}‘( ,) s rvocisla) je zase ,,velkd‘. -
AR — (p, PP ) i

6) A ovdem zékladnich pojma limitnich. Funkece logaritmicks vystupuje
ostatné ve vysledku (1), a tedy by snad bylo pfemriténé se ji vyhybat. Bylo by
oviem jist§ moZno, nahraditi logn vyrazem (asymptoticky jemu rovnym pro

n—>+o)l+34+31 4.0+ -;]:-, ale to by asi velmi zkomplikovalo dikaz.
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nich vlastnosti (jako je logaritmus souéinu, podilu, mocniny) pouze ne-
rovnosti (» celé kladné)

Lottt —2 L L 1 2
n g n - _— ’

n+1 n nr+4+1)" »n -n?

t.j.
n log<l +—i—) <l<(n+ l)log(l +—:?),

jeZz plynou ihned logaritmovénim z nerovnosti

1\» n+1

pouzivanych k definici &isla e.

Novy diikaz SELBERGUV a ErDOsUV znamend velky methodicky
pokrok a splnéni starého desiderata. Podotykdm ovsem, Ze autofi doka-
zuji touto methodou pouze vzorec (1) a nikoliv jemnéjd zndmé véty
o rozdilu z(x) — x : logx nebo z(z) — li(x).

£

Une démonstration nouvelle de la loi de la distribution des nombres

premiers. Une bréve information sur la démonstration elementalre donnée par
MM. Erdés et Selberg.

PRISPEVEK K NUMERICKEMU RESENI ROVNIC
3. STUPNE.

Ing. dr FRANTISEK BRANDLER, Praha.

Clinek tento mé za tdel, ukdzati v souvislosti se zajimavou studif
p. dr B. K6x3164 ,,Redeni rovnic algebraickych vyssich stupiit* (uvetej-
nénou na str. 118—124, rod. 24 (1944/45) ,,.Rozhledii ‘matematicko-
piirodovédeckych®), Ze k feSeni té€chto rovnic lze namnoze s vyhodou
uZiti téZ methody nejmensich &tvercd, kterdZto methoda — pokud je mi
zndmo — nd tento obor zpisobem v dalsim uvddénym dosud aplikovana
nebyla. Jde v podstaté o to, Ze kiivku y = f(z), kterd jest grafickym
obrazem dotyéné funkce (rovnice), nahradime v uréitém intervalu & —
v okoli kofene rovnice — jinou vhodnou kfivkou y = ¢(2), jez ve smyslu
uvedené methody k dané k¥ivce co nejtésnéji pfiléhd, t. j. tuto k¥ivku
v intervalu £ ,,vyrovndva“ tak, aby soudet &tverch odchylek Ay =
= @(x) — f(«) byl minimem.

Omezime se zde na YeSeni rovnic kubickych. Za ndhradni funkei
@(x) volime jednak parabolu 2. stupné (,,vyrovngvaci parabolu‘), jednak
piimku (,,vyrovnavaci pfimku®), jakoito Gtvary s praktického hlediska
nejadelngjsi.
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