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Integral Cauchytv a Dirichletiiv problem vroviné.
Napsal Milos Kdssler.

V Cldncich prof. Lésky a Petra v tomto &asopise rodnik 42.
JIntegral Poissonitv jako pfimy disledek integralu Cauchyova“,
byl rozfeSen problem Dirichletav pro kruh pfimo z integrilu
Cauchyova.

Chei ukazati, Ze methodou, které uzil prof. Petr, lze FeSiti
jmenovany problem pro kaidy jednoduSe souvisly obor omezeny
analytickymi oblouky. Objevi se, Ze dloha jest v podstats své inte-
gralnf rovnici Fredholmovou prynihio druhu, kterd se dd jedno-
duchym obratem pTevésti na rovnici druhého druhu a tedy i Fediti.

Budiz S jednodule souvisly obor v roving komplexni pro-
ménné s omezeny kiivkou C, kterd se skldda z jediného uzavieného
a analytického -oblouku.

Necht zobrazuje funkce

s=t(@)=x (91 iy (9)
vzijemné jednoznalné a konformné okoli obvodu jednotkové krui-
nici z = e’ * na okoli obvodu kfivky C. Analyticky vyjadii se tento
geometricky poZadavek v&tou: Funkce ¢ (z) jest rozvinutelna v fadu
Taylorovu v okoli kaZdého bodu =z = e??a pfi tom jest viak
splnéno
) t=x2(g) + y () >0,
Funkce F (s) analytickd v oboru S hovi integraiu Cauchy-ovu
L (F@adt
£6) 27;[.8(:1*8

Jestlize si zvolime libovolnou funkci G (s), kterd jest analytickd viude
vné a na hranici oboru § v nekone¢nu.nuile se rovngjic, bude

o l‘gG(t)dt

2mi c t—s ’
pokud s lezi v S. Settenim rovnic obdrZime e
_ 1 (H@at
FE =507 RMT R L

Ckdez H() = F (1) + G (¢).
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Poklddame-li v rovnici (1) H (f) za nezndmou a F (s) za danou
funkci, miZeme ji prohldsiti za integrdini rovnici prvniho druhu,
ktera md nekonelny polet fe3eni, nebof G () jest funkce libovoind.
Tato mnohozna¢nost zmizi, podrobime-li funkci H (f) vhodné pod-
mince dalsi. Vyslovme ji takto:

Hledame funkci f (f), kterd nabyva na kfivce C pouze redlnych
hodnot a hovi rovnici (1).%)

Predpokladejme prozatim, Ze takovd funkce skutecn& existuje
a Ze jest spojitd na kfivce C. Diisledky, které z pfedpokladu vy-
plynou, potvrdi ndm existenci funkce.

Zvolme bod s tak blizko kfivky C, Ze padne do oboru kon-
formniho zobrazeni, zprosttedkovanéno rovnici

s=1t() & <L
Zavedenim proménnych 7 a & prejde (1) ve tvar
1 2Rt (dr,
FeEy= 2mg t()—t@

zde znali 2 h (r) — H (¢ [7]) a index I pii integrdlu, Ze integrace
vztahuje se ke kruznici 7 = 1. RozloZme posledni rovnici ve tvar

FUE) =5 \zf(_')‘“ —{—72—117.\.‘211(0(11

2ni
|f('f) ’;(a I:E]"“"‘*-@)

Podle toho co jsme fekli o funkci 7 (r) jest hranatd zdvorka
analytickou funkci proménné £ v jistém mezikruzi
1<a>lEl>0<1,
s moZnou vyjimkou jen v bod& §= z. Abychom seznali chovini
funkce v tomto bodg&, uiijeme rozvoje Taylorova

« -7, -1,

to=t0+ o+ @+

platného pro & blizské k <. Z toho vypoﬂeme snadno
SR A1 O S B i
t’(r)—t(E)_z—g“Zt’(r)—}_(* 7). P(-1),

kde P (£—r) znadi potendni fadu v (§—7). Netvofi tedy bod =%

vyjimky. Zvolime-li tedy bod £=¢/* a bod &, v blizském jeho okoli

a znalime-li hranatou zdvorku vyrazu (2) prost& [z, c] bude platiti
l'OZVO]

&l —Inél= (§;—5)n§uan 8 G-

*) Sestrojeni takové funkce jest hlavni ideou citov. ¢lanku prof. Petra.




Nekonetny souget predstavuje pfi pevné zvoleném  analytickou
funkci obou proménnych z a &. Omezime-li bod & na jisté okoli
bodu £ a v na obvod jednotkové kruZnice, bude podle zndmych
viastnosti funkci analytickych

© « «
{-‘-‘ an (v, §) (;—e',)"J <M
n=o
kdez M znadi jistou konetnou koustantu, nezdvislou na &, a na 7z
a ted e < e e
Y I8l =[n &) <Pé-81. M
- Tuto okolnost vyjddiime slovy: Funkce [z, &,] jest v bodé 5, -&
spojitou funkei &, stejnomérné vzhledem ku r na kruZnici 7=e¢'7.¥)
Vrafme se nyni k rovnici (2), zavedme v ni oznaleni r=¢‘7,
& ==re’" avypotteme redlnou tast levé i pravé strany. ObdrZime
po snadném poctu
I—r2 ,
1—’rcas((r—n/;)+r— r
1 (27 , \ [ t(eine'r eiv
] M1 R2R | e
+3HS’F97h(c ) %‘ th(C"’)—f(!’(’“") eu,;,~enuj

oznatujice znakem u redlnou &ast funkce F (¢[S]) a symbolem R {}
redinou &dst vyrazu uvnitf zdvorky.

u (r cos ¢, r sin ) ; \h (ein)

(2a)

Necht nyni konverguje &islo r k jedné. Levou stranu rovnice
(2a) oznalime pro r =1 znakem u (y); na pravé strané prvy inte-
grél jest Poissontiv a tedy konverguje k &islu & (ef*). Druhy inte-
gral oznatme znakem /(r) a funkci uvnitf hranaté zavorky L (r, ¢).
Pii tomto oznaleni jest

. 1 . wid )
lim ] (1) = zn'{rﬂ\frfh %) .L{r, q)

ProtoZe podie predeslého jest funkce L (r, ) v bodé r =1 spo-
jitou funkci r stejnomérné& vzhledem k ¢ intervallu (0, 27) bude

1 2.
li =\doh(evylimL(, q).
urn_)jl(r) 2RS0 @ (e )rlzz’ r,
Av8ak vyraz {fi’)‘l L{r,g)=L(,7) a tedy uvazime-li, ze
_eir 1 _1

leii—er | = 2 ’
. , 12" ] t'(ef¥)els
obdriime [ = iy —
i rlli]’l ”‘godqﬁh(e )R{t(e“f’)»l(E"")]
dRovhnice (2a) pfejde tedy pro r= 1. v integralni rovnici drupého
ruhu

*) Viz Petr: Pocet integralni str. 203. Dikaz tam provedeny pfenese
se snadno na komplexni proménné.
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u()y=h(e )z Moh(e /)th(eir/) ten - @

pokladdame-li u () za danou a h (e‘) za hledanou funkci o rediné
hodnoté pro v3echna ¢ intervalu (o, 27). Dfive neZ vyvodime
diisledky z tohoto faktu, vSimn&me si, jaky geometricky vyznam
mé jadro rovnice. Oznafme pismenou ¢ vzdalenost bodi ¢ (ef?)
a t(e'*) a budiz n vnitfni normdla a d o element oblouku kfivky
C v bod¢ ¢ (e'7). Jiz diive zavedli jsme oznaleni

tleiy=x(p iy (y)
a tedy jest ' (e’v) . iciv=x" (@) iy (¢).
Tak vypolteme
_tlefeiny ) X)) [y -y (@] =F () [x () —x (o]
t(ein—t(il [x () =x (M + 1y (1) -y (Y]
a z toho elementdrni tvahou geometrickou

cos(n,0) do
R{}=—g—— dg @

kdeZz (n, ¢) znali tihel sevieny délkami n, ¢. Jadro integrdlni rov-
nice (3) jest spojité a kone&né. Jestlize tedy u (v) jest spojitd funkce

a neni-li o charakteristickou konstantou rovnice (3) existuje jedna
7

jedina spojita funkce 4 (e?"), kterd hovi integralni rovnici (3). Tato
rovnice nijak se neli$i od rovnice, ku které dospivame, reSime-li
problem Dirichletiv vychdzejice z theorie logaritmického potentidlu.
Vyhoda naseho postupu spoéivd v tom, Ze nemusime uZivati vlast-
nosti tohoto potentidlu.
Vysledek celého poltu miZzeme shrnouti ve véty:
Jestlize jsou predepsdny na kfivce C hodnoty spojité funkce
u (), definuje rovnice (3) jedinou spojitou funkci & (e/*). Tato
funkce urfuje opét prostiednictvim rovnice
L 2Rt
F(s)_Zni.\, fo—s 9

. (5)
jednoznatné funkci F (s) analytickou v oboru S, jejiZ redlnd cdst
nabyvd na hranici C hodnot u ().

Predpoklddali jsme dosud, Ze kiivka C se sklddd z jediného
analytického oblouku. festliZe ji nyni sestavime z n&kolika takovych
obloukii. nastane jen ta zména, Ze v rovnici (3) ' (¢ ‘¥) bude sice
vSude kone¢né av3ak v n&kolika bodech nespojité. Jddro rovnice
(3) jest pak pouze spojitym tém& viude; tim se vSak vysledek
pottu vibec nezméni.

Kdybychom uvaZovali problem vn&j3i, to jest, hledali funkci
harmonickou v3ude vn¥ kfivky C, kterd jest v nekonefnu rovna



5

nulle a na kfivce C nabyvd hodnot « (i), dosp&li bychom opé&t
k integrdni rovnici lidici se od (3) pouze zdpornym znaménkem
u integralu.

Ziskanych vysledkit pouZijeme k fe3eni tlohy z theorie kon-
formniho zobrazovdni. Jest zndmym zjevem, Ze né&kiteré uzavrené
analytické kfivky rozd€luji celou rovinu na dvé Casti tak, Ze kon-
formni zobrazeni jedné z téchto &dsti na jednotkovou KkruZnici jest
velmi snadné, kdeZto zobrazeni druhé &dsti poskytuje znatné obfize.
Pripomenu jen ellipsu v zdkladni poloze o poloosdch a, 6. Funkce

o a-b ,a-b 1

L R R
zobrazuje konformné vnéjsek a obvod ellipsy v rovin& s na kruh
7| = 1. Zobrazeni vnittku ellipsy vyZaduje pfi obyfejném postupu
znatného potetniho apardtu.

Formulujme si iilohu ndsledovn&:

VnéjSek a obvod kfivky C zobrazen jest na jednotkovou kruz-
nici | z | =X 1 konformn& funkci s = ¢ (+). Hleddme konformni zobra-
zeni vnitiku kfivky C na kruZnici jednotkovou.

Ozname znaky a a z pevny a proménny bod uvnitf kfivky C.
Abychom nadli Greenovu funkci oboru, musime sestrojiti takovou
funkci harmonickou, kterd nabyvd na kfivce C hodnot

log|t () — a
Klademe tedy v rovnici (3)
uyp) = log|t(e'¥) —al
a vypodteme piislusné 2 (e’ ), Pomoci tohoto s vypolteme uZi-
vajice rovnice (5) funkci
1 {2h(@mtn)dsy,
fe=g); -z ®
jejiz redind ¢dst md vlastnost hledanou. OznaCime-li funkci Gree-
novu y a jeji sdruenou funkci 6 bude patrné
yid=f(@) — log(z-a)
a tedy konformni zobrazeni, které hleddme, md tvar
t=(z—a). e~ . .

N ()}
Tato funkce zobrazuje vnitfek kfivky C na jednotkovbu kruZmici
fe ] <L .

Omezili jsme se ve svych uvahdch na analytické kfivky hra-
ni¢né, Vysledek jest vSak platnym i pro k¥ivky pouze reguldrni
ba i pro obory omezené kfivkami jesté obecn&j$imi. O tom, chci
pojednati jindy.
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