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Véstnik literarni.

C. Burali-Forti: Introduction a la géométrie diffé-
renticlle suivant la méthode de H. Grassmann. Un
volume in 8% —165 pag. Paris, Gauthier-Villars 1897.

Sledujeme-li rozvoj Grassmanunovy ,Ausdehnungslehre®, jak
se jevl v posiednich tFiceti letech*), shleddvime, Ze mmnozi
péstitelé této sloZité a nesnadné nauky se snaZf, aby ji ulinili
1 Sirffm krubhdm ptfstupnou; za tim dZelem zpracovali ¢dst jeji
geometrie se tykajic{ tim zplsobem, Ze se stivd snadno sro-
zumitelnou i tém, jiZ obezndmeni jsou toliko s geometrii ele-
mentdrnf. Tim nejen Ze znalost tohoto dilezitého a prospésného
poétu se §iff, ale i zjednavd se ndleZitd priprava ke studin
blavnfho dila Grassmannova, v némZ vyskytuje se dosti znaény
pocet pojmi abstraktnich a operuje se se symboly zddnlivé
libovolnymi, jichZ vyznam objasiuje se teprve tetnymi;pouzitimi
jejich v geometrii a v theoretické mechanice.

Velkou zasluhu o to, Ze docileno bylo v té pfi¢iné dspéchd
znaénych, mié G. Peano; byla to hlavné sfastnd mySlenka jeho,
zaloZiti cely vyklad nauky na obsahu &tyrsténu (i se znaménkem
jakostnym), jez mu umoznila pFispéti k takovému rozsifeni Grass-
mannovy ,Ausdehnungslehre“, o které se marné namghal slovutny
zakladatel jeji**).

V jazyku francouzském jest tulim Burali-Forti, ~zndmy
svym pojedndnim: ,II metodo de Grassmann nella Geometria
projettiva“ (Rend. del Circ. Palermo 1896), prvnf, jenZ v samo-
statném spisu poddvd ziklady Grassmannova geometrického
poctu, pridrZuje se celkem wmethody Peanovy Jakou mérou
erpal ze spisu jeho: ,Calcolo geometrico®, nemiize podepsany
posouditi; nebylf mu spis tento pHstupen***)

\Y predmluve po kriatkém piehledu vyvoje podtu geometri-
ckého od Leibnize aZ po na¥e doby spisovatel promlouvé o pro-
spéSnosti a dilezitosti jeho. Uzivd-li se totiz v geometrii
obvyklych method poétu differencidlntho, jest tfeba k odvozeni
dosti jednoduchych vztahd geometrickych &asto vypocétd velmi
slozitych. Tato sloZitost pochodi odtud, Ze se zavddi do jisté
miry cizi element: soufadnice; s vyrazy, sestavenymi z téchto
soufadnic a z jinych veliCin, vykondvaji se pak sloZité trans-

*) Viz ¢ldnek Dr. V. Schlegela: ,Die Grassmann’sche Ausdehnungs-
lehre“ v 41. roéniku ,Zeitschrift fir Mathematik und Fhysik¢.
*¥) K prvni orientaci dostaéf étensfi Eldnek referentﬁv ~Zékladové
geom. poétu Grassmannova“ v XXV. roénfku tohoto &asopisu.
%ock) Zndméjsi jest mendf spis Peantiv: ,Gli elementi di calc010 geom.“
ktery Jest téz pieloZen do néméiny (od Ad. Scheppa).
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formace algebraické, jimiz obdrz{ se krétkd jenom formule,
invarianta, kterd p¥ipoudt! teprve vyklad geometricky. Pocet
geometricky neuZivd vSak soufadnic; tu operuje se piimo s ttvary
geometrickymi a kaZd4 rovnice méd jednoduchy vyznam, ktery
nds téZ poutuje o tom, jak stanoviti graficky dtvar hledany.
I 1ze ptedvidati, Ze, odvozujice véty Grassmannovym poétem,
dospéjeme rychleji k cfli nez uZijeme-li obyéejného poctu diffe-
rencidlnfho; dikazy o tom spisovatel chce provésti ve svém
dile na mnohych pifkladech. Pfedmluva kondf slovy: ,Dnes
nen{ vice tfeba, aby methoda Grassmannova byla doporulovdna:
jest jen tteba, aby ji kaZdy mathematik znal a uZival: stdlym
pouZivanim jejim ve vSech &dstech mathematiky poznd se jeji
vfhodnost a jednoduchost®.

Spis Burali-Fortiho rozvrhuje se ve tii kapitoly; v prvni
pojedndvd se o formdch geometrickych, ve druhé o forméch
proménnych a kapitola tfet{ vénovdna jest nékterym applikacim.

Zskladni pojmy geometrickych forem rozliénych stupiid
definuje spisovatel dle Peana takto: BudteZ A;, A,, A,, ..., A,
body v prostoru, x,, z,, %, ..., % koefficienty (cnla 1ealna;
témto boddm po fads prlsluéeJIcI PQR libovolny trojihelnik;
znalf-li A, PQR pomérné ¢fslo obsahu &tyksténu, jehoz vrcholy
jsou body A P, Q, R se znaménkem —+ neb — dle zndmého
pravidla Mobiusova uréenym, utvofme soudet

z, A, PQR 2, A, PQR + ...+ 2, A, PQR.

Jind soustava bodd A, A’, A s koefficienty o, a:z s et

x, miZe byti tak sestavena, Ze plati rovnice

x A, PQR +a, A, PQR+ .+ % A, PQR =2 A] PQR
+ mz Az P + x'm Am Q

Na poloze a vehkostl APQR tu nezdlezi, proleZ jsme
opravnéni tuto rovnmici psati téZ symbolicky takto:
e A +2 A+ A= AL F2 A+ L AL

Jest nestis'né mnoZstvi soustav bodovych, jeZ vyhovuji
této rovnici; v8echny souvisi spolu uréitym zpisobem *). Mizeme
téZz Fici, Ze jest jim spoleény jakysi abstraktnf eleinent geo-
metricky, o kterém za to mdme, Ze jest jejich entitou; vhodné
jej oznatime vyrazem z, A, -+ x, A, + ...+ 2. A, a jmenujeme
formou stupné prontho. :

Podobny jest vyznam symbolického oznacenf forem stupné
druhého a tretiko, totiz

xlAB+x2AB+ .+ 2. A, B,

a A B, G+, A, C —{—...—{—an,,B,,C,,;‘ .

*) Z geometrie hmot jest zndmo, Ze vSechny takové soustavy hmotn§ch'
bodfl, neni-li soucet koefﬁuentﬁ roven nulle maji tyZ stfed hmotny.
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misto bodd Al, Ay, . ..., A, vyskytujf se v prvnfm vyrazu tdsetky
A B,A,B,..., A, Bn, ve druhém trojihelnfky A, B, C,, A, B, C,,
A B, Ca, .. A B, C..
Symbolxcké rovnice vztahujici se k témto formdm:
© A B, +x, A, B, .. +x,.An n =2, A\ B+, A, B+ ..
+,, A, B,,
2, A,B,C +2,A,B,C,...4+2,A,B, C, == A B, O
-+, A, B}, —{— + mAmBmCm
stoj{ zde mifsto rovnic numelicky’ch
x A, BPQ+x,ABPQ+ +x A, B, Q._x’lA'lB“PQ
4o, ATB{PQ+.. |+l A} B, P
xlAlB,C‘P—{—sz_B (;P+ +ann wC
+x;A;B;C’.¢P+... + A, ;_
jez plati pro kteroukoli polohu bodd P a Q.
K témto definicim prFipojuji se jeSté jiné, tykajfci se po-
ttdni s formami geometrickymi. Pro seéftdn! forem stejného
stupng plat{ totéZ pravidlo jako pro seé{tdni algebr. mnohotlen ;
n4sobeni dvou forem, zvané progressivnim, li${ se v8ak od ndsobeni
mnohotlendt ve dvou v&cech: a) lze takto ndsobiti jen formy
stupnd »-tého a s-tého, pro néz v + s =<4, b) jest Setfiti bedlivé
potddku tiniteld velkymi pismeny oznaenych, ponévadZ vymé-
nime-li v souéinu dva sousednf C¢initele, zmén{ se zuaménko
jeho. Nebot dle pravidla Mobiusova o znaménku &ty¥sténu platf
pro &tyfstén ABCD, t.j. soutin étyf bodd A, B, C, D, rovnice
ABCD = —BACD = — ACBD = — ABDC.

Nenf tudiz souéin dvou linedrnich forem kommutativnf,
AB = — BA, z ¢ehoZ plyne AA =0. Obecné, znati-li R a S
dvé formy stupné r-tého a s-tého, jest

RS = (— 1)~ SR.

Po tomto vykladu zdkladnich pojmid spisovatel pFistupuje
k jednomu duleZitému pfipadu zvldStnimu; jest to rozdil dvou
bodd B — A, Hamiltonlv vekfor. Na zdkladé véty, Ze dva vektory
B— A a D—C jsou sob& rovny, jsou-li dsecky AB a CD
rovnobézny, téhoz sméru a modulu (délky), lze definovati vektor
jako abstraktnf prvek geomeétricky, funkei urditého b&hu, sméru
a velikosti.

Pouzivajfce pravidel o poéftdinf formami, ukdZeme . snadno,
ze soutet bodu A a vektoru I jest bod B, ktery obdriime tran-
slacf bodu A o vektor I, Ze soulin bodu O a vektoru I jest
tisecka O (O -+ 1), Ze soulet nekolika vektord jest vektor, jenz
se sestroji zndmym zpdsobem pomoci mnohouhelnika vektord.
Podminka, Ze dva vektory I a J jsou rovnobézny, vyvozena jest
ve dvojim tvaru: @) J =21, b) IJ = 0; podobné podminka, Ze

= A'B, C,P
C: P,
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tii vektory I, J a K jsou komplandrni, jest bud K =21}y J
neb. IJK = 0. Druhy tvar téchto podmfnek mél byjti uveden
aZ pozdéji, kdyZ byl vysvétlen souéin dvou (t¥{) vektort a soutin
bodu a dvou (tff) vektord (na str. 14. a 15.).

Soucin dvou vektord I a J nazyvd se bwekforem. Ten ddu
jest trojihelnikem OIJ, jehoZz jednim vrcholem jest libovolny
bod O a jehoZ dvé sousedni strany stanoveny jsou obé&ma vektory
IaJ. Aby dva bivektory IJ a KU sobd se rovnaly, musf byti
stejny (I co do znaménka) trojihelntky OIJ a OKU jim p#f-
sluSejfci, nechf jest bod O volen kdekoliv. Bivektor jest tudiz geo-
metricky prvek abstraktnf, ktery jest funkef urtitého b&hu roviny
(spoletného viem rovnobéZnym rovindm uréenym vektory I a J),
urtitého smyslu rotace (v nékteré z téchto rovin) a modulu (dvoj-
ndsobné plochy trojihelnfka OIJ). Jest ziejmo, Ze bivektor tak se
li8{ od trojibelnika ABC, jenZ jest souéinem t¥i bodd, jako se riznf
vektor od tdsecky. Graficky zndzornime bivektor (B—A) (C—A)
vhodnéji rovnobéinikem, jehoZ sousedn{ strany jsou vektory B—A
a C—A; pomérné &fslo jeho plochy jest patrné modul bivektoru, i
miZeme psdti mod (UV) = mod U mod V sin (U, V). Dilezitost
bivektoru, zvl4$té v geometrii sil (kde mu odpovidd dvojice sil),
na tom se zaklddd, Ze lze kaZdy bivektor vyjddfiti souétem dvou
rovnobéznych vusedek stejné dlouhych, sméru protivného.

Souéin tif vektord I, J, K slove #rivektorem. Je-li O libo-
volny bod, jest OIJK = O (O +I) (O 4 J) (O + K), tudiz
znad{ OLJK ctyfstén, jehoZ obsah i znaménko nezdvisi na poloze
bodu O. Takovym &tyFsténem uréen jest trivektor; dva trivektory
jsou totiZ stejny, rovnaji-li se sobé (co do velikosti i co do
znaménka) oba étyfstény jim piislugné.

Kdyz spisovatel vylozil tyto souédiny, prechdzi k rotaci
v roving, vysvétluje dhel dvou vektord (U, V), radiant a thel
pravy, zvl4sté pak rotacni faktor . Je-li I vektor nerovnajicf se

nulle, znatf ¢ I vektor I otoeny o positivn{ ihel pravy ;5 Snadno

Ize ukdzati, Ze i* mé vSechny vlastnosti isla (Y — 1) Obecndji:

. nésobiti vektor I ¢islem komplexnfn z + 4y znamend ndsobiti

I modulem &fsla a otoiti takto nabyty vektor o uhel rovny argu-
mentu jeho.

K bivektoru UV (Grassmannovu externfmu Soucinu) druzi
se sou¢in UsV (internf{ souéin), pro ktery plati vzorec

UiV = mod U mod V cos (U, V).

Z toho plyne UtU = (mod U)?; oznatime-li internf dvojmoc

vektoru UiU kritce U2, obdriime
U2 = (mod U)% (U + V)2 =U24 2UsV - - V2

Schvalovati sludf, Ze spisovatel k tomuto i k dalSim

§§. ptiddvd mnohé piiklady; na téch poznati lze nejlépe Zetné
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prednosti methody Grassmannovy. Vizme? jen, jak jednoduchym
a pi{padnym zpisobem vyvodime na pf. zdkladni véty trigono-
metrické. Jsou-li A, B, C vreholy trojdhelnika, poloZme

I=C—B,J=A—C,K=B—A, protez I +J4+K=0.
Ndsobfme-li tuto rovnici jednou I, po druhé J a srovindme-li
vysledky, obdrzime IJ = JK = KI, coz jest v jiné formé& véta
sinovd. Povysfme-li v8ak rovnici I + J — — K intern& na mocnost
druhou, obdriime K? = I*®* L J2-1-2IiJ, coZ jest véta cosinovi.

Nyni teprve vykladd Burali-Forti diileZity pojem éndexu *).
Vektor U stojf kolmo na bivektoru w, stoji-li pro libovolny
bod O usetka OU kolmo na rovind Ou. I jest pak index bi-
vektoru » vektor U kolmy k w, jehoZ modul rovnid se mod u;
pti tom trivektor «U musi miti smysl kladny. Pouiivime
pak pro tento index U oznateni | u; naopak jest téZ u
indexem vektoru U, tudiz » — | U. Zskladni vzorce pro pocitdnf
indexy jsou:

Hu_u,[xu__m]u u]v_v[u,i(u-{—v)—' fw- 1o,

‘ wtv)|w=u|lwt+v|w
kde u, v, w znadi vektory neb bivektory, = pak gislo realnf.
Internimu soudinu dvou vektord lze ted ddti formu, v jaké se
vyskytuje u Grassmauna, totiz U | V; dle tietiho z uvedenych
vzorel soudiny takové jsou kommutativnf. Podmfinku, Ze dva
vektory U a V stoji na so%é kolmo, miizeme psiti ve tvaru

' | V=0.

V §. 3. této kapitoly spisovatel zabyvd se redukcemi forem
geometrickych na tvary nejjednoduSsf. Vyvody jeho jsou krétce
tyto: :
1) Pro formy stupné prvatho. Je-li déna forma

S=x A+ 2, A, +...+ 2,4,
ndsobme obé& strany trivektorem o, ktery pokldddme za jednotku
(pro libovolny bod Aj jest pak é&islo Arxeo = 1); tim ob.rzime
Sw:xl+x2 +' "—i_x’lv
kteréz ¢&fslo nazyvd se hmotou formy stupné prvaniho.

Mohou tu nastati dva pifpady: je-li Sw = 0, miZeme formu
S redukovati na vektor I—=x, (A, —0) 4z, (A, — O) +.

+ 2, (Ar — 0), kde O jest hbovolny bod v prostoru Jesthze
So == (se nerovnd) 0, jest nejjednodusd{ tvar formy S soutin

hmoty jeji Se a bodu S = 0+ S—;I,, ktery slove st#edem hmotnjm

formy dané.
2) Pro formy stupn& drubého. Kaidou takovou formu
lze pfevésti na tvar

*) Grassmann uzfvd tu terminu: Erginzung. Terminologie Peanova
odchyluje se jeSté na jinych mistech od plivodnf terminologie Grassmannovy.
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s—A IlnAI +AnIﬂ1
1eduk01 provedeme tu snadno, piéeme i
A= (Ae— O) I + OL.
Tfm nabudeme s = OI —+ u, kde vektor
I=1, + L+... 4+
a bivektor

v=A —0)L+A,—0)L+...+An—0) L.
Mizeme tudz kaidou formu druhého stupné redukovati na
soutet usetky a bivektoru a to nesdislné mnoha zpisvby, po-
névadZ redukovany tvar zdvist ted na poloze bodu O. Ve
zvldStnich ptipadech miZe se forma s rovnati jen tsedéce neb
jen bivektoru; spole¢nou podminkou pro tato zjednoduSenf jest,
Ze invarianta formy, étyfstén ss, rovnd se nulle. V geometrii
sil jest soustava sil v prostoru takovou formou stupné druhého;
OI jest vyslednici a bivektor # vyslednou dvojici této soustavy.

3) Pro formy stupné tfetfho. PiSeme-li formu stupné tfettho
ve tvaru e =A u + A u .. A, U,
dokdzeme pomocf stejniny Az u, = (Ax — O) up ~+ Oux, Ze o rovng
se bud trivektoru neb trojihelnfku dle toho, jestlize vyraz

w=u, + %+ ...+ Uy
se rovnd neb nerovnd nulle.

Po téchto redukcich forem nésleduje ve spise Burali-
Fortiho vyklad prvkd projektivnich. Dilezity jest tu pojem
polohy formy geometrické, k jehoz oznacent spisovatel uzivd zkratky
posit (position). Definujme: Poloha formy stupné prvniho (positS),
pro kterou Sw =0, jest dédna jejim stredem hmotnym; poloha
vektoru (posit I) jest déna bodem iibéZnym, spoleénym viem
vektorim téhoz béhu. Mluvime té% o bodu projektivnim, (af jest
jiz v kone&nu nebo v nekoneénu), abychom vyjatili polohu formy
stupné prvaiho.-

Poloha formy stupné& druhého (posit @) o invarianté aa = O
kterou tedy lze redukovati bud na usetku AB neb na bivektor
u, jest ddna bud pifmkou neomezenou, v nf# lez{ usetka AB
neb béhem roviny .prisluSnym bivektorn w, t.j. pfimkou db&Znou
ve smyslu geometrie projektivni. Uziydme téZ réeni: pmmka
projektioni misto: poloha formy stupné druhého, jejiZz inva-
rianta = O.

Konetné poloha formy stupné tfetitho (posit «) jest ddna
rovinou projektivni, kterd miZe byti téZ rovinou dbéznou.
Formy stupué prvnfho A, B, C,... jmenujeme kollinedrnims,
jsou-li poloZeny na téZze pi¥imce projektivni (na pt. vektory
rovnob&zné s toui rovinou); formy A, B, C, ... slovou kom-
plandrni, jsou-li poloZeny na téZe roviné projektivni (na pf.
v8echny vektory a bivektory).
. O péti formdch stupné prvniho A, B, C, D, E plat{ relace
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BCDE.A + CDEA.B-} DEAB.C-+ EABC.D+ ABCD.E =0,
o ttyfech formdch komplandrnich A, B, C, D relace
BCD.A—CDA.B 4 DAB. C— ABC. D=0,
a o tfech formdch kollinedrnich A, B, C relace
BC.A+CA. B—i—AB C=0.

V prvn{ z téchto rovnic jsou Cinitelé BCDE, CDEA atd.
¢isla, podobné jsou ¢isla v rovnici druhé &initelé BCD CDA atd.
a ve tretf BC, CA,... atd.

Vedle nasobeni plogxesswnlho vyskytuje se v geometrickém
pottu Grassmannové jesté jing druh nésobeni, jeZ zoveme regres-
§ 4) Regressivai soutin formy stupug druhého a tretiho
stwnim definuje se v dile Burali-Fortiho rovnicf

AB.PQR = APQR.B—BPQR. A
a regressivn{ soutin dvou forem stupné tfetfho rovaici
" ABC.PQR = APQR.BC -+ BPQR . CA -+ CPQR . AB.

Tento postup nelze schvalovati; takové zddnlivé libovolné definice
nemohou Ctendie uspokojiti, ponévadZ mu nenf dost jasny
ptvod, vhodnost a tdéel jejich. Lépe by tu bylo zaloZiti vyklad
na tlohdch: Jest urciti prisetik piimky dané body A a B s ro-
vinou PQR aneb uréiti prdsecnici dvou rovin ABC a PQR.
Nalezlo by se, Ze tyto dGtvary ddny jsou vyrazy na pravé straué
uvedenych dvou rovnic; z toho plyne, Ze jest moZno poklidati
vyrazy ty za jednoduché vztahy jednak p¥imky AB a roviny
PQR, jednak dvou .rovin ABC, PQR. Opirajice se jeité
0 jiné divody, vyjidiujeme vztahy tyto dle Grassmanna tim
zpisobem, Ze dime: priseéfk ptimky AB a roviny PQR jest
vysledek ndsobeni AB. PQR (pfesnéji: bod ten jest posit AB.
PQR); prisetnice rovin ABC a PQR jest soutin ABC.PQR.
Nyni lze piikrotiti k podobnym souéiniim forem stupné druhého
a tiettho viibec; vidy bude regressivnim souinem formy stupné
druhého (jejiz invarianta = 0) a stupné tfetfho forma stupné
prvnibo, soudinem dvou forem stupné tfetitho forma stupné
druhého, obecné souéinem forem stupné r-tého a s-tého (pFi
temz r 4+ s > 4) forma stupué r + 8 — 4-tého. Rovnice

RS =(— 1SR
pouéuje nds o tom, kdy jsou regressivn{ soutiny kommutativn{
a kdy nemajf té vlastnostl distributivni jsou soudiny ty vZdycky.

Sestavime-li hlavn{ vzorce, tykajici se ndsobeni forem
stupnd prvntho A, B, C,..., druhého a, b,. ., ttettho e, 8,...,

jako jsou . .
AB.C=A.BC, of .y = . By,
AB.a—=A.Ba, «f.a=«a.fa,

AB.¢ =A«x.B — Ba.A, ef . A=cA.p— BA. aatd
poznavdme, jak jest v nich vyhovéno dileZitému principu duahty
pro formy geometricks. .
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V §. 5. pojedndvd se o soutadnicich. Jsou-li dény &typr
formy stupné prvntho A,, A,, Ag, A, té viastnosti, Ze A, A, A, A,
%= 0, lze kazdou formu stupné prvntho § vyjzidhtl sou(,tem

e A 42, A, + 25 Ay -2, A,
kazdou formu stupné dluhého s souétem
BiAA 1A A+ Y A A + YA A Y A A+ Y AL A,
a kaZdou foxmu stupné ¢ souttem

2 A A A +5 AbAA F 5 A A A 2 A A A,

fsla x,c, ¥ %2 jsou po fadé soufadnice forem S, s, o
v soustavé A,, A,, A;, A,. Vyrazy ty se zjednodusi, ]SOll-ll
formy S neb s komplanami $ AL AL A S==o A +2, A
G2 Ay S=y, Ay Ay 4, A A ersA A) anebJe-hSkol-
linearnf s A,, A, (S =z A =z A,).

Volime-li za zdkladn{ formy, k nim% vztahujeme vSechny
ostatni, bod O a tfi vektory I, J, K, jeZ nejsou komplandrn,
miieme psdti S ve tvaru m O + 21+ yJ + 2K, kde m znaéf
hmotu formy; pro bod P nabudeme dle toho vjraz Q +zI-4y J
+ 2K a pro vektor U vyraz 14+ yJ +2K. Cisla #, g, ¢
jsou pak soufadnice Cartesiovy bodu P. Abychom obdrZeli sou-
stavu pravoihlou, nejvice v analytické geometrii uzivanou, musI
vektory I, J, K vyhovovati jeSté témto podminkam

I‘——J“’—KZ_I JIK=0, K|[J=0, I|J=0,
I:]JK,J:[KI,K:[IJ.

Na nékterych pifkladech, jako jsou: urfenf vzddlenosti
dvou bodg, vyhleddn{ rovnice primky a roviny, stanovenf vzddle-
nosti bodu od roviny, vzddlenosti dvou mimobézek atd. ukazuje
spisovatel, jak jednoduchym zpisobem lze vzorce analytické
geometrie Cartesiovy odvoditi z obecné theorie forem.

Obsahem druhé a tret{ kapitoly spisu Burali-Fortiho jest
vlastni geometrie differencidlnf, t. j. Cdst geometrie, jeZ se
obyéejné vyklddd v knihdch jednajicich o poétu differencidlnim
v oddilu nadepsaném: Uzivéni pottu differencidlntho v geometrii,
Netieba se §ifiti o tom, jakou dilezitost md vy$3f analysis zaloZend
na methodich Grassmannovych; bylo by si jen ptiti, aby byla
znalci nauky Grassmannovy péstovéna mnohem intensivnéji neZ
doposud. Nemalych zdsluh o ni dobyli si Peano a po ném Burali-
Forti, jejichZ spisy literatura o tomto odvétvi geometrie skuteéué
jest obohacena.

Piedevsim jde tu o vyklad pojmu: limita formy a pojmu
na ném se zaklddajictho: derivace formy. BudiZ f(f) geom.
forma, funkce numerické neodvisle prom&nné ¢ a ¢, &islo, jemuZ
se tato proménnd bliz{; i pravime, %e forma f, (téhoZ stupné
jako 1{) jest limitou funkce f, plati-li pro libovolny trojihelnfk
PQ '

lim f(f) PQR = f, PQR

t=¢,
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pro -formy stupn& prvntho, neb lim f(f) PQ =7, PQ pro formy
stupng. druhého, neb lim f(¢) P = f, P pro formy stupné& t¥etfho.
Kdyz takto vymezovdnf forem bylo pfevedeno na vymezovdni
algebraické, miZe se podrZeti i pro formy obvykl§ vymér prvnf
derivace, totiz

O _ = hmf(t+h) —f®

Pro differencovén( souétﬁ a souéinti forem platf zndmd
pravidla obycejného poctu differencidlniho; pii souéinech jest
Jen miti nélemty zietel k pofddku &initeld. Znamen{ indexu |
poklddejme pii tom za stily faktor. Derivace bodu jest vektor,
derivace vektoru, bivektoru neb trivektorn opét vektor, bivektor
neb trivektor. Z prvni derivace odvozuji se zndmym zpisobem
derivace vyS§fch stupiit. Véta Taylorova platf téz pro formy
geometrické; piSeme-li ji se lbytkem ve tvaru Lagrange ove

FEHR =T+ O+ 0y O+

+ “(;: 1)’"] 1o (@) +‘;;!‘ F

znall forma F sttednf hodnotu viech forem f™ (¢), jeZ obdrzime,
méni-li se ¢ od ¢ do ¢ h.

V §. 2. této kapitoly spisovatel vySetfuje kfivky nejprve
rovinné, pak prostorové; vymély a véty dle principu duality
sobé pifsluSejici sestavuje pfi tom vzdy vedle sebe. Obmezime-li
se pa rovinu projektivnou, jest formou stupné prvniho P (%)
stanovena kFivka P, kterd jest mistem viech posit P (¢), a formou
stupng drubého p (¢) obalujic{ &dra p vSech projektivnich pifmek
posit p (¥), méni-li se ¢ v daném intervallu. Soudin nékterého
bodu P kfivky P a jeho prvni derivace P’ (obecnéji PP, je-li
m nejmensf z celych &sel x, pro néZz PP® ==0) stanovi te¢nu
kfivky v tom bodé; soulin nékteré piimky p kiivky p a jeji
prvof derivace p’ stanovi charakteristicky bod obalujfel é¢dry na
pi{mce této (prisecfk dvou nekonecné blizkych ptimek &dru p vy-
tvofujicich). Na podobnych iivahdch spoéivé theorie kfivek prosto-
rovych. Budiz zde jen vytknuto, Ze teéna k takové kfivce P, dané
formou prostorovou P (£), v bodé I jest opét ptimka PP’; soutin
PP’P” (jestliZze senerovnd nulle, jinak obecnéji PP Pin) jest rovina
oskulaén{ kfivky v tom bodé, P | (PP'. w). rovina normalnf,
PP’ | (PP’P”. ®) rovina rektifikacni (vedend tednou kolmo k ro-
viné oskulatnf) atd.

V3eobecnou theorii ploch Burali-Forti nepod4vd ; obmezujet
se ve svém spise na plochy pimkové, jichz theorii vyvozuje
nezdvisle na theorii obecné. Je-li ‘a(?) forma druhého stupné
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0 mvananté =0, jest mistem viech bodd polaZenych na ptfmkdch
a(t) (méni-li se t v daném intervallu) plocha piimkovd a. Ro-
vina teénd ku plofe v bodé P leZfcfm na p¥imce a (tudiz Pa
=0) jest soudin P’ (obecndji Pa™, jeli opdt m nejmensi
z celych &sel, pro néz Pa® ==0); rovina o vedens, primkou .
a (tudiz @« a =0) dotykd 'se plochy v bodé ea’. U jednoho
druhu ploch pffmkovych (ploch zborcenyeh) pro kazdou hodnotu
¢ roviny tetné ve kterychkoli dvou bodech pi{fmky povrchové
(vyjma piimky singulérni) jsou riizné, coz lze vyjadkiti podminkou

a’3=0, t.j. a’ jest vidy soucet dsetky a bivektoru; u druhého
druhu téchto ploch (ploch rozvinutelnych) pro kaZdou hodnotu
¢t v kazdém bodé pi{mky povrchové (vyjimaje nejvy$e v jednom)
roviny tefn$ sjednoeuji se s rovinou pevnou, zvanou rovinou
tetnou podél celé pfimky a, coZ se vyjadiuje rovnici a’a’ = 0,
t. j. @’ jest bud tdsetka neb bivektor. Oba tyto druhy ploch
piimkovych popsdny jsou v oddilech 46. a 47. podrobngji;
zejména stanovi se u ploch 7borcenych vfrazy pro rovinu asym-
ptotickou povrchové ptimky (s . a’ neb ¢ . a, zpalf-li jako
vye @ trivektor jednotkovy), pro rovinu. centrdlni [a | (aw. a’®)]
a pro bod centrdlni ([¢ | (¢ @. a’ @)] a’), pojedndvd se o kfivce
strikéni, o hyperboloidu oskulainim podél povrchové pifmky
atd.”; @ ploch rozvinutelnych vysetfuje se kiivka tdvratu a vlast-
nosti jeji.

V § 4. poddvd se theorie k¥ivosti Car. prsovatel deﬁnuJe
tu differencidl oblouku kiivky P vyrazem ds —=mod dP, z teho
odvozuje integraci vzorec pro oblouk s; pfechdzf pak ke k¥ivosti
Car a Gtvartm, které s ni souvisi, Jako polomér ktivosti o,
stfed kiivosti, polomér torse = atd. " Pro kazdy bod P ktfivky
jsou v té ptitiné dilezity tii formy:

_aP atT
T =" N =, BO=|TON);

i jest pak T vektor jednotkovy rovnobéiny s tednou, N vektor
jednotkovy rovnobéiny s hlavnf normélou, B vektor jednot-
kovy rovnob&iny s binormalou v bodé P. Kiivost &ary sta-

novi se vyrazem ; = mod - T torse jeji vyrazem

d 7
1 dB
= = wod -
Z rovnice pro N (s) plyne hezprostfedné prvn{ rovnice Frenetova
T
i

. 1 . .
§ rovmic{ pro — souvisi druhd rovnice Frenetova -



aB __ 1 ..
Fraair ik
tfet! rovnici ﬂ: —LT———I— B
. ds 0 T
odvodime snadno ze vzorce N — | BT vyjadtujictho, Ze vektor
N stoji kolmo na vektorech B a T. Ze vymér kiivosti, jak jej
spisovatel poddvd, souhlasi s vymérem 1«: %—Z—, ktery se

obytejné ve spiseeh geometrickych vyskytuje, dokazuje se v odd.
52. b), ale jen pro k¥ivky rovinné; dikaz bylo by tedy rozsffiti
i na kiivky prostorové. V témiz oddilu odvozuji se téZ nékteré
vlastnosti evolut a kotdlnic; zde dvkdzdna jest na pi. véta
Savary-ho o kotélnicich a j. V poslednim oddflu kapitoly druhé
vypisuje se, jak vznik4 indikatrix sférickd vektoru I; je-li
I jednim z uvedenjch vektort T, B, N obdrzime sférickou indi-
katrix tangenty, binormdly a normély hlavni vzhledem ku kiivce
P, kteréz ktivky jsou v uréitém vztahu ku prvni, druhé a treti
kiivosti &iry P.

V kapitole treti: ,Applications® spisovatel ukazuje, jak
lze vyhodn& uziti rovmnic Frenetovjch k vySetteni mnohych
vlastnost{ kiivek a ploch p¥imkovych s nimi souvisfcich. §. 1. vé-
novin jest Sroubovici, pak pojedndvd se o plochdch poldrnich
a rektifikaénich, o plochdch hlavnich normél a binorm&l dané
kiivky prostorové, vySetfujf se plochy zborcené, jichz k¥ivka
strikéni jest dédna a plocha rozvinutelnd vytvofend p¥imkou,
jejiz poloha vzhledem k &tyfsténu PTNB jest stdld. Koneéné
probiraji se v §. 3. trajektorie orthogondlni tvoficich p¥imek
plochy pifmkové vibec, evoluty a evolventy zvlasté, a v §. 4.
ktivky Bertrandovy, t. j. kfivky, mezi jejichZ kfivosti a torsi
stdvd linedrni relace s konstantnimi koefficienty tvaru

Jako dodatek pfipojeny jsou k témto tfem kapitoldm knihy
Burali-Fortiho étyfi krdtké pozndmky. Prvni tykd se forem,
které jsou funkcemi dvou neb vice proménnych; tu definuji se
nejprve obvyklym zplisobem édstetné derivace a Uplny differen-
cid] takovych forem. Je-li zvld&té f (w,v) forma stupné prvniho,
vytvofuje posit f (#, ») plochu, méni-li se % a v v mezich

danych.
V poznimce druhé stanovi se rovina teénd k této ploSe
. . aP aP
P (4, v); jest to rovina P T A

Obsahem pozndmky ttetf jest differencidlni parametr stupué
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prvniho \/ ; dle Hamiltona sluje tak vektor vyhovujfci rovniei
du =</ % | dP, znati-li éfslo » funkci polohy proménlivého
bodu P (kterd mize byti zase funkef soutadnic z, ¥, 2).

Je-li P= O+wI+yJ -{—zK lze ukaizatl Ze -

du
V“——— I+ dg/ J+ clz

V poznémce ctvrté koneéne pojedndvd se o geometnckém
v¥znamu. koefficientd E, F, G atd., vyskytujicich se na pravé
strané rovnic

ds* = B du® 4 2 F du dv 4 G dv?,
AP | K=Dduw* 42D dudv+D”dv
kde s jest oblouk kfivky na ploe P .u,v) a K vektor jednot-
kovy, kolmy na rovinu teinou v bodé P ku plo8e. Koefficienty
ty maji, jak znamo, zvld¥tni ddlezitost pro soufadnice kiivocaré
na plose.

Tot v hlavnich rysech obsah koihy Burali-Fortiho; budli
podepsanému dovoleno p¥ipojiti k tomu jesté nékolik mdlo po-
zndmek. Sloh spisu jest celkem jasny, na nékterych mistech
viak pifli§ struény, coz bude p¥i studin ponékud vaditi za-
catetnikovi, pro kterého jest kniha uréena; je-li mu jiz ne-
snadno, sezndmiti se s celou fadou novych pojml a osvojiti si
mnohd pravidla o provddéni nezvyklych operacf{ poéetnich,
zvysuji se jeité obtiZe s tim spojené nem4lo, jsou-li vyvody spiso-
vatelovy tak strulné, Ze je lze sledovati jen s velkou pozornosti.
Prekond-li v8ak ¢tendi tyto obtfze, poskytue mu kniha Bu-
rali-Fortiho uZitek hojny.

Obrazeti naléz& se v knize jen mélo (celkem 8); bylo by
jen s prospéchem, kdyby jich bylo byvalo k objasnéni mnohych
vét vice vloZeno (na pf. k vété 4. na str. 33). Nékteré jednoduché
obrazce miZe si oviem &tendf snadno sestrojiti dle textu.

Chyb tiskovych referent nalezl nékolik; tak md stdti na
str. 17. ¥4d. 8. zdola ,trivecteur* misto ,triangle“, na str. 28.
¥4d. 9. shora | (u - v) misto (¥ <+ v), na str. 39. f4d. 2. shora
= misto -, na str. 48. ¥4d. 5. zdola + misto —, na str. H2.
f4d. 2. zdola s misto ¢ a j. v Prof. A. Libicky.

Pozniamka redakce.

Uvetejiinjeme tuto ponékud ob§irnéj§i recensi spisu Burali-
Fortiho hlavng z toho divodu, Ze poddn jest v ni krédtky pfehled
geometrického poftu Grassmannova v té formé, v jaké jej zpra-
covali néktefi vladstf a francouzst{ mathematikové, jako Peano,
Carvallo, Caspary a j. Vzhledem k tomu, Ze jinde zdjem na
této theorii stdle vzristd a Ze v na3f mathematické literatute
dosud mélo o nf Jest napséno, poklad{me takovy prehled Za
prospéiny i poulny. R
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