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Methodicky prispévek k integralnimu poctu.
Napsal
Dr. F. ). Studnigka.
Jiz na prvni pohled se pozndvd, Ze

2z

f 2:)‘; (nar)de =0, 1)

z CehoZ pak plyne se strany jedné

2

sin®
f cos® (nx)de — = , )]
a se strany druhé
27’ . .
sin sin
f oog (M) ¢ (n@)de = 0, 3)

0

jelikoZ tu platf

i in —
sin (ma) (fos (nz) = Y, cos (m — m)x F /, cos (m - n)x,

cos
onde pak jest

sin? 15 cos2nx
cost ™ = 5

2 )

pti éemZ mdme ve viech pfipadech na zteteli, Ze m a n jsou ¢isla
celistvd i positivni, a soucasné se volf svrchni neb spodnf
symboly.

Pomocf téchto velmi jednoduchych vzorci moZnd pak sta-
noviti hodnotu d¢etnyech integrald omezenych splisobem pohodl-
nym, coZ ukézati jest dcelem téchto Fddkd.

1. Znalf-li p a ¢ positivnf éfsla celistva, platf, jakoz
zndmo*)

*) Viz Studnicke ,Vyklady o funkcich monoperiodickych“, pag. 102.
5*
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(— 1)":p2p+e—1 sin? 2 cos?
(— 1)+

Yo(pt9—1
= ¥ (1 Avcos (p+ ¢ — 2w+

2 2(p+q) o
k=0

(P, q sudé)
Yalp+g—1)
= ¥ (— 1 Aucos (p+ g — 20,

k=0
(p sudé, q liché),
kdez koéfficienty A, stanoveny jsou vzorcem

A= Pr— ¢1Pr— "I_ QPo—2— .. + (— 1)bqka (k’ =0, 1, 2,.. -)a
“)
vyjadiuje-li symbol p, zndmy koéfficient binomicky, takze
A, =1,
obdrzime ze vzorcll téchto, zndsobime-li na obou strandch dif-
ferencidlem
cos (p + ¢ — 2k)xdx

a integrujeme-li pak v mezich O — 2=, se zietelem ke vzorcim
(2) a (3) piimo

Akﬂt
- 5)
i O

kteryzto vzorec platf pro sudé p a libovolné g.

Polozime-li tu p =0, ve kterémito piipadé vyplyne ze
vzorce (4)

sin® & cos? (p 4 ¢ — 2k)ade = (— 1)b+hr

Ay = (— 1*qs,
obdrz{me bezprostiedné
27
f cos?z cos (¢ — 2k)xdx = gg , (6)
[
a ze vzorce tohoto pro ¥ =0 konecné
2% . s
fcosq x o8 gedx :—27“_—?,' )

o

kterézto vzorce plati pro sudé i liché g¢.



7 téhoz vzorce (5) obdrZf se pro ¢ = 0 podobne
27
f sin? x cos (p — 2k)zde = (— 1)+ g:_’i ,

o

a tedy pro k=0 zvl4ité

b2.4
. b4
f sin® 2 cos prde = (— 1)"» o1

o

kterézto vzorce plati jen pro sudé p.

Mimo to plyne ze vzorce (5) pro

p+q—2k=0,
tedy v jednoduchém p¥ipadé, kde
="+ 9,

novy jednoduchy vzorec pro sudé p a ¢

27
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®

)

/ sin? @ cos? adx = (— 1) Q;'j;z;_—l Avpt9,  (10)

[

kteryZ moZnd i pf¥imo ze vzorce plvodntho vyvinouti, ndsobi-1i
se na obou strandch dx a integruje-li se v mezich 0 — 2.

Podlé toho jest tedy na pf.
2w
fsin‘ x cos®x cos 8 zdx = 238 ,
27
fcos’ x cos Tade = —
- 26 ]

V]
2r 5
. T
fsm2 x co8® xde = 55 -

0

2. Uzijeme-li podobné vzorce
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= 1):»2 20+9—1 gin® ¢ cos? x
Yolp4-9)—1
f2(0+9)
= ) (— DfAusin (p + g — 28pe T

=0

A’lz(P'i‘Q) )

(p, q liché)
Yylp+g—1)

:Z(—- 1)*As sin (p +q — 2F) =,

(p liché, ¢ sudé),

kdez A; urleno taktéZ vzorcem (5), obdrZime, zn4sobice na
obou strandch differencidlem

sin (p 4 ¢ — 2k) wdae
a integrujice opét v mezich 0— 2=, se zfetelem ke vzorcim
@) a @)
27 .
f sin® « cos? x sin (p + ¢ — 2k)xde = (— 1)4+": ;(p-l)

0

Ain
e » (1)

ze kteréhoito vzorce pro liché p a libovolné celistvé ¢ platného
plyne pro ¢ =0 pfimo

o
/ sin? @ sin (p — 2k)wde = (— 1)++4—D 5{;"_21 GE)

[\]

takZe pro k=0 zvlasté plati

2z =1
f sin® @ sin pade = (— 1) 2 . oot 13)

[\]

Zgroveir tu patrno, jakoZ i jinak snadno se obdrif,*) Ze

2m
f sin*+lxde = 0.

o

*) UvaZme, Ze na§ sinus definovin vzorcem
eir — e=iz

ginxe = .
2

!
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Podle toho jest na pf.

27
" . . 4
/s1n3wcos‘ws1n5wdx:—2—6,
[
2n
05 o sin Baedsw — =
S1n” & sin ox '.v_—27,
(]
2
C s 5
/sm acsmmd:c:—s-—n,

0

kdez ostatné v poslednfm piikladé moZnd sin®e pséti a dle ji-
ného vzorce integrovati.

Koneéné budiz tu jesté poznamendno, Ze ze vzorce (7),
kladewe-li tam

¢q=0,1,23,...,
a selteme-li pak na obou strandch, obdrif se
2m
f Z cos?  cos qudr = 4=, (14)
o g=0

kdeito z obdobného vzorce (13) se tymZe splisobem piijde ke
vzorci obdobnému

27
S sinti @ sin 2+ Deds = 4y (15)

o k=0

¢oZ i jinym splisobem lze vyvinouti.
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0 sdruzenosti ¢iselnych veli¢in vibec a o reseni
kvadratickych rovnic pomoci kvaternioni zvIast.

Napsal
dr. F. J. Studniéka.

Cislo u sluje sdruzenym Cili konjugovanym s néjakym ¢islem,
oznatenym proto symbolem Kw, ptedstavuje-li = soucet a Ku
rozdil tychze dvou éisel, plati-li tedy

u=a-b,
Ku—a—5b. @

Z toho plyne, Ze kazdé c¢fislo jest sdruZené s hodnotou
svou negativni, ponévadZ pro zvliStni pifpad, kde

a=o,
ze vzored (1) jde p¥imo

u="b,

Ku= —0b,

a Ze kazdd dvojice ¢fsel predstavuje ¢isla sdruZend, ponévadZ
z téZe soustavy (1) snadno se obdrzi

1
a=5 (u 4 Ku),

. @)
b= > (v — Ku).
Zéroven tu patrno, Ze vieobecné platf
w -+ Ku = 2a
% + Ku = az,—-— b2, )

Tento pojem sdruZenosti neposkytuje nic zvlastntho, pokud
jsou ¢éfsla a, b stejnorodd; za to nabyvd vSak tim vétSf zajf-
mavosti a ddleZitosti, jakmile jest ¢fslo a jiného rdzu neZli éfslo
b, takZe nelze soucet neb rozdfl jich vyjadtiti éfslem jedinym
tvaru koneéného, coz na pf. se vyskytuje

1. jestli a éfslo raciondlni, b irraciondlnf, takie « pfed-
stavuje ¢islo surdické;
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2. jestli a éfslo redlnf, b imagindrni, takZe = predstavuje
cislo soujemnd; ,

3. jestli a ¢islo vedlnf, b idedlnf,*) takie u predstavuje
kvaternion, **)

Mozndt totiz v pripadech takovychto veliéiny toho neb
onoho rdzu odstraniti pomocf vzorcd (2), takZe se v dalSfm po-
stupu pocéetnfm vyskytuje pouze a nebo b, ¢imZ se mathema-
tické vySetrovani valné zjednoduSuje.

Ponévadz se viechny tyto pifpady jevi jiZ pti FeSenf nej-
jednodudsich rovnic kvadratickych, totiZ majicich koéfficienty
raciondlnf, zjednejme si kofeny jejich, jevici se vidy ve tvaru
sdruzeném, v podobé nejvSeobecnéjd{ a to kvaternionové. Budet
tu pro

2% -—— 2ax 4 b =0, 4)
oznacfme-li kvaternion
w= s wi, -+ yi, + 2, ®)
kratsim tvarem binomickym, kladouce
u=R-+41I,

takZe predstavuje R slozku jeho redlni, I pak idedlni, vyrazem
obou kofentt «,, ®, zvanych

z, =R +1,
z, =R—1L
O téchto kofenech pak plati
x, + %, = 2a = 2R,

takie tu R stanoveno vzorcem obdobné se vzorci (3), pFihlizi-
me-li k jejich sloZenf,

R =a, (6)

*) Zde mdme na zfeteli jen pfipad tento, a¢ i o jinjch é&fselnych hod-
notdch idedlnich plati vyrok piedchézejfci.

**) Kdo by neznal podstaty kvaterniond, viz Studnidka ,0 kvaternio-
nech“ Casgop. pro pést. math. a fys. R. V.



a mimo to
Z .0, =b=R*—T¢

takZe tu I stanoveno vzorcem

I=Va* =0, M

z néhoZ plyne, jakoZ zndmo, se zietelem ke vzorci (5)
x4y 422 =b—a ®)
PonévadZ se feSenfm rovnice (8) obdrii nekonecné velké
mnozstvi hodnot pro =, y, 2z, poznivime ze vzorce (5), Ze
rovnice kvadratickd md nekoneiné mnoho korents kvaternionovyjch,*)
mezi nimiZ mohou byti dva rediné pro a*>>b,
stené , a®="b,
soujemné , a*<<b.
Geometrické zndzornéni téchto hodnot kotenovych objas-
nuje zcela dobfe tyto poméry.
Znaéf-li @, y, z pravoihlé soutadnice, predstavuje rovnice
(8) kulovou plochu, majfcf polomér

r=Vb—at.
A tu zndzornfme hodnoty kofenidt rovmice (3), jestli

red’lm’, kofeny redlni,

I=Va*—5b,] 0 , kofeny stejné,
imagindrni, kofeny soujemné,

polohou libovolného bodu na ploSe kulové, jejiz

tmagindrni
‘= Yb—a® 0
redint

a jejiz stted leZi na ose éfsel redlnich od bodu nullového a je-
notek délkovych vzddlen, kdeito osa ¢fsel kvality ¢, splyva
s osou ¢isel imagindrnich, osy pak cisel kvality ¢, a ¢, jsou sice
orthogonélné, ale jinak libovolné poloZeny.

Jestli na pf. fefiti rovnici

x*—3x+42=0,

*) Jestli a®~ b, proménf se kvaternion v tak zvany bdikvaternion.



obdrzfme kofeny bikvaternionové

z, :%—}-wil—l—yi, + zt,
x, ':.:g—aci1 — Y, — 2i,
ponévadz tu vyhovuji slozky «, y, z podmince
oyttt = —%,
takZe pro y =0, 2=0 se tu obdrZ

= =1,

2

a tedy zvldStnf dva kofeny majf hodnotu

wl_:%—{—-;—i":l,
3 1.,
T =g — gt =2.

jakoZ se i feSenfm obyéejnym obdrii.

Jestli podobné FeSiti rovnici
x? — 3 4 % =0,
obdrifme tymZe postupem
71 = o @iy iy 424,
Xy =5 — LYy — Yl — 2,
kdez vyhovujf slozky «, y, z podmince
@yt ot=

takZe pro y =0, ¢ =0 se tu obdrii zvliitni feSeni

(6]
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3 1.
x, :?+-§i,
1

Ty = — 5 ¢

2 2

co se i potvrzuje splisobem FeSeni obyéejnym.

k)

Jesté jednodud3f illustraci poskytuje tu fefeni rovnice
z? +1=0.

Zéroven pti tom pozndvadme, jak odpovidd zndzornéni
¢fsel soujemnych body kruznicovymi obdobné zndzornénf cisel
kvaternionovych body plochy kulové.

Kratky dikaz Borchardtovy véty determinantni.

Napsal
M. Lerch,

docent v Praze.
Pro Borchardtiv vztah D — 4T podali dikazy pp. Cayley*)
a Rehofovsky**); oba spoéivaji na vzorci t. zv. interpoladnim,
dosti sloZitém. Nisledujicf dikaz m4 za dcéel nahraditi zdlou-
havé vypoéty jednoduchou tvahou a tim zacdteénfku usnadniti
studium této partie algebry.

Znamenejme
1 1 1

’
t, —x,

t, — x, Tty —xy

d, =

1 1 1

b, — @ bty — T ty — an

*) Fad de Bruno, Théorie des formes binaires, p. 39.
*¥) Casopis, XL roénik, str. 111; Zdkladové vyssi algebry, str. 92.
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