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O funkcich s nekoneénym poctem oscilaci
v rukopisech Bernarda Bolzana.

k)
Dodatkem ke zpravé o funkci Bolzanové.t)
Napsal M. Jasek.

1. Jak zndmo byl to Hankel, auktor prvniho soustavnéj-
§iho pojednini o funkcich spojitych s nekoneénym po-
¢tem oscilaci, ktery vr. 1871, — dvacet let po smrti
Bolzanové — poprve upozornil na Bolzana.?)

Netus$il tehdy, srovndvaje jej s Cauchym3), Ze zahy bude
jiz deset rokit potom wufinil O. Stolz4) a Ze zejména nékteré
znejdalezitéjs§ich vytézki klasickych jeho ,,Untersu-
chungen‘“s) jsou nejen dostiZeny, ba v jedné priciné
i predstiZeny genidlnim myslitelem, za jehoZ ocenéni se
primlouval.

Vskutku jest tomu tak.

Jako totiz zndmd jiz nyni funkce BolZanova, resp.
funkce stejnych vlastnosti, pozdéji sestrojené, tyly svou
dobou jen zavrcholenim onéch ciliy, ke kterym sméfoval
Hankel metodou svou kondonsace singularit, tak ndlez
vilbec v této pri¢iné — pokud jde totiz o tak zvanou ,,pa-
tologii funkci“s) — Bolzanovi zisluha, ze ulinil prvni
kroky, rovnocenné s t€mi, jaké ucinil Hank'el ve zminéném
svém ,prispévku k metafysice nasi védy‘“.) '

Na to upozorniti jest icele'm tohoto Clanku.

1) €. C. M, rod. 51, str. 59., Véstnik kral. C. Sp. N. 1921/22. Srv.
i price uvedené v tisténém Protokole o jubil. siezdu ném.
pfirodovédct v Lipsku 1922 (0ddil »Angelegenheiten d. D. M. V,,
str. 110): K. Rychlik, Ueber eine Funktion aus Bolzanos Nachlasse,
Praha 1922, C. Kowalewski, Bolzanos Verfahren zur Herstellung
einer stettigen nirgends diff. Funktion, Lipsko 1922, V. Jarnik (chybng
ti§téno: V. Tarnik), O funkci Bolzanové, CCM roé. 51.

2) VErsch-Gruberoveé Encycl. der W. u. K. (-. Sect. XC, Lipsko
1871) ve &l. »Grenze«. .

3) P¥izndvaje mu prioritu »ve spravném poieti nanky o nekonednych
fadach«. Viz také: O. Stolz, &. uvedeny v nasl. pozn., zejména vsak
A. Pringsheim, Irrationalzahlen und Konvergenz unendlicher Prozesse,
Encykl. d. math. W. I. A. 3, od str. 13.

4) V pojednéni, jeZ jest prvnia dosudnejobsahlej$i zpravou
0 matem. &innosti Bernarda Bolzana: B. Bolzanos Bedeutung in der. Ge-
schichte der Infinetesimalrechnung, Math. An. 18 (1881), str. 255. Viz tam
odst. IV. a pozn. na str. 260. ‘

5) H. Hankel, Untersuchungen iiber die unendlich oft oscillierenden
und unstetigen Funktionen, Gratulationsprogr. der Tiibinger Univ. 1870,
znovu oti§t&€no v Math. An. 20 (1882), jakoZ i v Ostvaldovych Klassiker
d. exak. W. &. 153. ' o

6) Schoenflies, Bericht iiber die Mengenletire (Jahresb. d. D. M. V.
89), III. Absch. str. 111.

7) Tak totiZ oznaduje Hankel (Math. An. 18, str. 70) sdm své po-
jednani (ein Betrag zur Methaphysik unserer Wissenschaft«).
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Omezuji se ovSem jen na prvou Cdst zprivy toho se
tykajici — na funkce spojité s nekonelnym poltem oscilaci,
pomijeje prozatim tvah Bolzanovych, vénovanych funkcim ne-
spojitym, jez tvoii dalsi styény bod mezi Bolzanem a dobou
pravé zminénou. Odkldddm ‘to k jiné prilezitosti. Zatim totiz
okolnost, Ze treba uvadéti slovné znéni nékterych vét Bol-
zanovych, rozSifuje {ldnek, i kdyz pozndmky historické, k ja-
kym davaji podnét tyto dvahy Bolzanovy, omezuji na miru nej-
skrovnéjsi. 8)

2. O funkcich s nekoneénym pocCtem oscilaci jed-
nano bylo i v dob& pozdéj§i vidy jenom mimochodem a pfilezi-
tostné. VétSina totiz funkci (spojitych) bez derivaci jaké
byly sestrojeny v riiznych dobéch?), méla tuto vlastnost, a s toho
hlediska i ony samy tu a tam pfichizely v tivahu.1) Teprve
-ke konci toho stoleti zménila se situace a hledisko se obratilo.
Dosla povsimnuti druhd strdnka véci — otazka totiz, existuji-li
i funkce, spojité a vSude oscilujici, majici vSak na-
opak derivaci v kazdém bodé&. Typ funkci takovych se-
strojil, jak znamo, K6 pcke.?) Tim nastal jiz obrat a vlastnost
tato sama dosla zddraznéni. Dokladaji to jiné prace z doby po-
zd#jsi, o michZ mnelze se §ifiti.12)

Tolik o vyvoji této véci s hlediska doby pritomné. S Sir-
§ihohlediska historického tfeba pohliZeti na v&c takto:3) -

Podatetni tvahy o funkcich — v dobé Bolzanové a pred ni
— vynesly tfi ditlezité pojmy, jejichz obsah byl v té dobg
jesté kolisavy a- jejichz pomér vzajemny (v logickém toho
slova smyslu) ziistal nejen v té dobg, nybrz jesté dlouho potom
zhola nevyjasnén.

Vzdyt i heterogenita téchto pojmit — spojitosti, mo-.
notonie a differenciability — vzhledem k pojmu

8) Pripisuji tuto staf nad$enému ctiteli genia Bolzanova a tlumocniku
nékterych ieho mys$lének filosofickych profesoru V. Laskovi, jehoZ
zasluhy o studium Bolzana vibec a mé price zvla§té na jiném
misté isem uvedl (ve své predniice v J. C. M. 3/5 1921). L4 sk a nazval
Bolzana »zakladatelem moderni matematiky« (Filosofie prostoru, Ruch filo-
soficky, I., str. 43) — vyrok, jehoZ oprdvnénost, doufam, bude zdhy plné
prokdzana. Srv. obdobny vyrok Pringsheimitiv z doby nejuovéjsi, jenZ
k tomu poukazuje.

9) Bolzanovu do toho pocitajic.

10) P&kny prehled. téchto funkei (bez derivaci) i iplnou litera-
turu obsahuje prace Knopp-ova: Ein einfaches Verfahren zur Bildung
stetiger nirgends diff .Funktionen, Math. Zeitschrift, 2. B. (1918), se§. 1./2.

11) V r. 1890 (Math. An., 35, str. 104) — po D inim, ktery v&c naznadil
a za »pravd&podobnou« poklddal (Fondamenti, § 200 — na konci).

12) Srov. Schoenflies, L. c., k jehoZ zprdvé, obsaZené tam v V. ka-
pitole (str. 155 a n.) v hotei$ich n&kolika fadcich hlavné pfihliZim.

18) Ctena¥ nechf srovn anasledujici pfehled, v némZ idu jiZ po stopich
mySlenek Bolzanovych, roztroSenych tu a tam v riiznych poznamkach s hi-
storiskymi vyvody Pringsheimovymi (v Egcykl II. A 1 — s odst. 20:
Die abteilungsweise monotone und die »gewdhnliche« Funktion).
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zakladnimu — k pwojmu' funkce (v tehdejSim toho slova
smyslu!) nebyla jen tak na biledni. Neni-li kaZdd funkce — id est:
" ,,obytejnd‘‘ cdra (podle tehdejSich predstav) — aspon v jistych

Gastech intervalu eo ipso spojitd? Jinymi slovy:meni tento po-
jem (spojitosti) eo ipso obsaZzen v pojmu funkce witbec? Lze si
mysliti ddle — a ovSem zase hlavné: zobraziti — funkci jinak
nezli po Cistech monotonni? Neni tudiZ monotonie — aspon
Castend — rovnéz nutnym znakem onoho pojmu zikladniho?
Neplati totéZ i o tfeti ze zmin&€nych vlastnosti — differencia-
bilité funkci. 1)

To bvly otizky, pfiznatné pro ono prvni stadium nauky
o funkcich — otazky, jichz nejen nevylucovalo, nybrz m3lo v za-
péti zminéné tizké a mlhavé pojeti funkce.

S rozsifenim tohoto pojmu odpadaly ovSem tyto otdzky. VZdyt
uZ tviirce tohoto rozsifeni, C. Lejeune-Dirichlet, sestrojil
funkci totdlne rozpojitou v daném intervalu, tedy funkci po-
stradajici eo ipso také obou ostatnich vy$e uvedenych vlastnosti,
a dokazal tim, 7Ze pojem funkce jest na nich nezdvisly. Let
uspvokojivy ditkaz toho, 7e funkce monotonni miize byti na-
nejvy$ bodové nespojitd a Ze tudiZ rozpojitost v kazdém
bod& a monotonie jsou pojmy de facto sporny, plovedl
tuim, teprve Dini.1)

Tyka se to uz vzdjemného poméru dotlenych tH pojmd,
ktery potom, jak uvidime, zam3stndvd riiznymi strankami svymi
celé ono stoleti.

Jaké jsou disledky spojitosti funkce vzhledem k ostatnim
dvéma shora uvedenym vlastnostem? Jsou funkce spojité eo
.ipso differenciace schopny v kazdém bod2 ¢i existuji funkce spo-
jité zhola bez derivaci? Jsou funkcé spojité co ipso (po
dastech aspoﬁ) monotonni ¢ existuji funkce spojité bez této
vlastnosti — vSude oscilujici? Jaky ttvar myslenkovy vzrllkta‘v
kombinaci a synthesou dvou a dvou z tichto pojmit a jaké dii-
sledky md tato synthesa vzhledem k pojmu tretimu? Jest na pfi-
klad oscila¢nost SpO]l’[yCh funkci pojem sporny vzhledem k dif-
ferenciabilité ¢i svorny — existuji totiz funkce spojité viude osci-
lujici, ale pfes to s derivacemi na kazdém mist? (jak se tdZe.
Dini a Képcke)? :

A tak vidno, ze jak slavny problém Wexerstrassuv tak i otdz-
ka posléze zminénd, jedna Zz nejnovéjSich, jsou Cleny téhoz svazu
myslenkoveho — komplexu otazek, sméfujicich k tomu, co jest

14) Srv. na pf. poznamku v »Paradoxiich« Bolzanovych (k § 37), leiiZ
neautentiénost jsem sice prokizal, kterd vsak jest vyrazem obecného
tehdy nazirdni na véc — tedy i ndzoru vydavatelfi této posthumni publi-
kace. Jesté lépe doklada tento ndzor pozndmka, o niZ se zmifiuji ve Vést.
C. Sp. N, L ¢, str. 31, a&tera byla pavodni jeii formulaci.

1) L.c. § 066
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jejich pravym vychodistim — k vyjasnéni logického pom=éru
shora vytcenych tfi pojmi.

To postrehl Bernard Bolz ano a sem spadaji i nékteré
tasti jeho dila zivotniho.

Vidéli jsme ve zpravé o ,funkci Bolzanové®, jak resi
jednu z téch otdzek — problém Weierstrassitv, a jakého
uspéchu pfi tom se dodinil. Bylo vSak ihned dodati: p{]\od'ni
hledisko Bolzanovo v té prlcme bylo vlastné jiné, nez
jaké doS$lo zdfiraznni v fecené zpravé — vlastn€ rovnéz obracené
k tomu, jaké jsme minili s pocatku. KdeZto totiz u ve&tSiny
p-fikladfl tam zminénych (funkci bez derivaci) ,,dodatecn?‘‘ se uka-
zalo, ze vSude osciluji, sestrojoval Bolzano naopak funkci
vSude oscilujici, u niz pak zjistii dodatecéné& (v daldi ¢asti
~svého rukopisu), '%) Ze postradd derivaci.

O tom stala se zminka v feCené zpridvé.17)

Nebylo vSak prilezitosti dotknouti se blize této véci — zmi-
niti se o vétich, které Bolzano predesild s tohoto hlediska.
Tim doplniti onu zpravu, jest ielem této parallely historické. 1¥)

3. Zakladni'vétu toho se tykajici nachdzime v téze (asti
rukopisu jeho ,Nauka o funkcich® (,Functionenlehre®), z niz
vynata byla vySe zminénd ,funkce Bolzanova® t. j. vdru-
hé ¢dsti prvniho dilu této dosud netisténé priace. Zni
doslova:

l. [,,Functionenlehre, arch 11, str. 3: ,Lehrsatz* jAuch
Functionen, welche fiir alle innerhalb der gegebenen
meszbaren Grenzen ¢ und & liegenden Werthe ihrer Verdn-
derlichen x dem. Gesetze der Stetigkeit gehorchen, konnen
biosz dadurch, dasz ihre Verdnderliche nach und nach die
unendlich vielen Werthe

Xy, sy X, Xy

annimmt, deren jeder folgende grdszer (oder auch kleiner)
als der nichst vorhergehende jst, die aber alle innerhalb a
und & liegen, abwechselnd bald == als eine gewisse bestin-
dige Zahl M, bald wieder <X als eine von jener verschiedene
bestindige Zahl m werden, inngleichen auch abwechselnd
einen positiven und dann wieder einen negativen
Werth annehmen oder (wie man diesz Letztere ausdriickt)
ihr Vorzeichen unendlich Mahle wechseln.*]

, Véta tato, v niZ ‘Bolzano — podle svého zvyku — jaksi jen
zdaleka pristupuje k predméetu, nabyvd vlastni své zajimavosti

16) Ve III. (kdeZto funkce sama vyhata jest z &asti II., jak niZe po-
doiykam). .

17) Sry. Vést. C. Sp. N, L. c., str. 22.

1) Zdfraztiujeme posledni slovo. Nebof Ze tato ¢ast praci Bolzanovych
ma uZ dnes jen cenu historickoun, samo sebou se rozumi.
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cud

historické (vzhled‘em k lpo%ednéni Hanklovu) teprve do-
datkem, ktery niZe citujeme a jenz tykd se véci jesStd v té
dobé n e‘uj asnéné. Podotyka totiz Hankel, vytknuv pre-
dem, Ze véc, o niz tam jde, jest pro jeho dobu v zésadd nova.
(Math An. 20, str. 74):

»Mluvilo se sice o funkcich spojitych, které pry map ne-
konecny pocet oscilaci s koneénou amplitudou, () ...pfi
¢emz myslelo se snad na funkci

f(x) = sin %v okoli bodu x = 0.

Lze vSak dokéazati lehce, Ze myslenka tato taji v sobé vnitfuf
spor. Nebot neni-li w bodu x = « 7adny interval e, v ném# by
f (@+¢) — f (a) pro kazdé ¢ bylo Ciselné mens$i neZli libovolné
mald veli¢ina..., neni funkce spojitd ve smyslu definice

toho pojmu‘; vskutku také neni a‘ni f (x) = sin )]C spojitd v bodé
x = 0.

TotéZ vSak ma ma zfeteli i Bolzano, ‘jak svEd¢i zminng
poznamka, kterow ihned pfipojuje ke své vété a kterou z té
pfiiny rovnéZ uvadime 'doslova:

[Arch 11, sir. 6. ,,Zusatz*‘: ,,Woh] zu bemerken ist, dasz
wir in unserem Lehrsatze die Stetigkeit der in Rede stehenden
Function F (x) blosz fiir alle innerhalb a und & liegenden
Werthe ihrer Verdnderiichen vorausgesetzt, iiber den Um-
stand aber, ob sie auch fiir diese Grenzen, welche « und &
setzt, stetig seyn miisse oder auch nur k6énne, noch
nichts entschieden haben.‘]

Toho' tykd se i wéta nésledujici, v niZ .zabyvd se pravé onim
vnitinim sporem Hanklovym a kterou dile uvedeme. Zatim
vimnéme si jen jeSté piikladd, uvedenych na tomto wmisté a
zdfiraznéme pii té ptilezitosti, co zdlraznuje sdm Bolzano na po-
Catkwy svého rukopisu a co mu v ndm ‘hraje dlohu vskutku. nad-
miry dddezitou. .

Stejné totiz jako Hankel odchyluje se jiz i Bolzano od
obvyklého zpilisobu definovdani funkci, zavidéje vy-
slovné s jistym ditrazem vedle funkci, ,,deﬁnovanych podle jedi-
ného zdkona, platictho pro vSechny hodnoty proménné* i funkce,
,swelche mehreren fir verschiedene Werthe 1hr‘er
Verdnderlichen verschieden lautenden Gesetzen
folgen.“1)

Neni tfeba zajisté poukazovati k vécnému i historické-
mu vyznamu této véci. Odkazujeme k tivahdm Schoenfliesov{m,
vénovanym tomuto predmétu. Zde poznamendvdme prostd, 7e

19) Function 1., arch 1., str. 2.
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Bolzano zplisobu toho {asto uzivd, mezi jinym i vSude v tichto
tivahdach. Zde ma priklady dva, z nichZ prvy:

— 22n—1 (] 1 22n-1_1 2n—1
f(x) (1=x) =5 Pro "oy <x= 55, 1=0,1,2,3,...

22n+1_1

. 22n_1
fx)=2"(x—1)+1 pro —; <x§—22m—

jest dokladem toho, co uvddime, k druhému podotyka zvlasts:
[Arch 11, str. 6. ,,Anmerkung‘: ,,Sachkundigen wird von
selbst einleuchten, dasz auch Functionen, die durch ein
einziges von dem besonderen Werthe ihre Veranderlichen ganz
unabhingiges Gesetz bestimmbar sind, die Eigenschaft haben
konnen, die dieser Lehrsatz teschreibt. So nimmt z. B.

sin log (I —x) innerhalb x =0 und x =1/
unendliche Mahle die Werthe + 7 und — 7 an.*]

Uvadime vétu, kterd jest — jak fefeno — dokladem toho,
ze Bolzano unikl onoho ,vnitiniho rozporu®, jaky vytyka
Hankel. M4 riz vSeobecnosti a tim, tu$im, ponékud i vynika nad
onu prostou, prlezﬁostnou rpoznamku Hanklovu.

Véta zni:

[Arch 11, str. 8. ,Lehrsatz‘“ ,,Wenn eine Function Fx
blos dadurch, dasz ihre Verinderliche x gewisse inner-
halb der meszbaren Grenze ¢ und 4 gelegenen Werthe:

X1, X, X3 - . . ‘
von unendlicher Menge annimmt, abwechselnd bald =< als
eine gewisse Bestindige Zahl M, bald wieder = als eine
gewisse von M verschiedene bestindige Zahl m wird, und
der Wechsel kehrt bey der unendlichen Menge der Zahlen

Xy, Xay, X3 . . -

unendliche Mahle wieder: so behaupte ich, dasz diese Fun-

ction dem Gesetze der Stetigkeit gewisz nicht ein-

schlieszlich von a bisé gehorche, sondern entweder fiir

x = a oder x = b oder fiir irgend einen innerhalt @ und &

gelegenen Wert ihrer Veranderllchen wenn nicht fiir meh-

rere dergleichen Werthe unstetig sey.*]

V diikaze véty opakuje auktor — o tricet let dfive —— tyz
chod myslenkovy jako Hankel, uzivaje v ném tu a tam i po;mu
a terminfi, jeZ zdinlivé vytvofila teprve doba daleko pozdEjsi.
O tom viak pfi jiné pfilezitosti. 20) ‘

20) Ve zpravé o zakladech Bolzanova uCeni o mnoZindch, obsaZe-
nych ve dvou nedavno ziist&nych Castech celkového dila Bolzanova: »Die
ersten Begriffe der allgemeinen Groszenlehre« a »Die

unendlichen Groszen (Zahlen-)begriffe« ve videtiské ieho
poziistalosti.
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Pfistupujeme k vété, ve které Bolzano i v positivnim sméru
vyslovuje to, co zdfiraziuje Hankel a co vskutku jest poznatel
razu fundamentalmho Viéta zni:

[Arch 12, str. 2. ,,Lehrsatz‘‘. ,,Auch eine Function, wel-
~ che fiir alle Werthe ihrer Verinderlichen x von a ein-
schlieszlich bis 4 einschlieszlich dem Gesetze der
Stetigkeit folgt, kann -innerhalbi. eben dieser ‘Grenzen un-
endliche Mahle. abwechselnd steigen und fallen; doch
wird erfordert, dasz der Unterschied zwischen
den groszten mwnd kleinsten Werthen, die sie
abwechselnd erreicht, indem x fortwéidhrend
wiachstoderfortwdhrend abnimmt, in das Un-
“endliche abnehme.]

Neni treba podotykati, Ze smysl této véty vynikd urcitéji,
uvazuje-li se v souvislosti s xpredehlymm které — zdd se —
stilisovdny, jsou pfiléhavéji. Le¢ véc jest jinak jasnd a dikaz
jmenovité nenechdva pochybnosti.2)

Pokud prikladi se tykd, uvadi Bolzano dva — ze stejnych
ditvodii jako v odstavci predchizejicim. Jest to:

1 27—1 22t

) on_
a) f(x)=x— 3 5T PIO ~5z7 g_xgw,rmo,l,z,s...

22n+42__1 22n+1__1 S |
F(X)="—%—— 3 9m — X pro 22n+‘—SXS-27m‘,

s dodatkem: : f)= §
b) arch 12, str. 6: f(x)=(1—x)* sin-log (1—x), 0=x=1.

4. Tim rozfesil auktor hlavni problém, vySe zminény a uza-
vird tuto prvni &ast svych tivah: i

[Doslova (arch 12, str. 7): ,,Es wivders:pricht also der
Stetigkeit einer Function nicht, dasz sie — indem ihre
Veranderliche x von a bis & fortschreltet — eine unendliche
-Reihe von Werthen

F(xy), F(x.), F(xs)
durchgehe, welche abwechselnd jbald groszer, bald wieder
kleiner werden, ingleichen auch' dasz diese Werthe ihr
Vorzeichen unendliche . Mahle andern, d. h. bald positiv

bald wieder negativ werden, nur wird im ersten Falleg
erfordert, dasz die Unterschiede

F () — F(xy), F(x) = F (5). F(x) = F(x),.

21) Vynechdvime jej zase k vili struCnosti.
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nach ihren absoluten Werthen in das Unendliche ab‘xnehmeh,,
im zweiten, dasz die Werthe

F(x,), F(xs), F(xg),...

selbst absolut genommen in das Unendliche abnehmen,.
weil sonst der Unterschied zwischen dem groszten (posi-
tiven) und dem kleinsten (negativen) Werthe von F (x) nicht
ins Unendliche abnehmen k&nnte.“

Zbyva otazka, pro tu dobu ovSem nejvyznamnéjsi, zda tento
tikaz, jevici se zatim pobliz jediného bodu, resp. konecn ého:
poctu jich, lze zhustiti tak, Ze vznikne funkce vSude oscilujici,
t. j. funkce, ktera ani v jednom sebe mens$im dilé¢im intervalu
nechova se monotonné. Tomu tcelu slouzi zndmd nim jiz
»funkce Bolzanova*, o niZ tudiz $ifiti se neni potieba.>)

5. Tolik tedy dodatkem ke zpravé o funkici Bolzanové s tohoto
hlediska. .

Neni tfeba zajisté zdfirazniovati, 7e celd véc — jakoZ ovSem
i sama funkce Bolzanova — m4 dnes jen vyznam historicky.
Ze v8ak ten jest nemaly, svédd diwraz, jaky o tricet roki
pozd#Zji klade na véc Hankel, i diraz, jaky klade na toto.
pojednani Hanklovo dne$ni literatura matematicka.

*

Sur les foncltions @ un nombre infini d’oscillalions dans -
* les manuscrits de Bolzano.

(Extrait de larticle précédent).

Clest en 1871 que H. Hankel a traité, pour la premitre fois,.
des fonctions qui ont un nombre infini d’oscillations, dans son mé-
moire classique intitulé ,Uber die unendlich oft oscillierenden und
-unstetigen Funktionen®. Voici les résultats pricipaux de ce mémoire:
Hankel élargit la notion de fonction (d’une variable réelle) en lui
donnant le sens qu’on lui attribue a présent. Il précise la notion
de la continuité et il prouve que la continuité des fonctions n’ex-:
clue pas la possibilité de ce qu’elles possédent un nombre infini.
d’oscillations. Dans les théoremes du § 3. de son mémoire il précise
la condition fondamentale pour qu'une fonction continue puisse:
avoir un nombre infini d’oscillations. Il construit, en fin de compte,_
a laide de sa méthode ,de condensation des singularités“ les
premiers exemples de fonctions continues qui oscillent en tout point
d’un intervalle quelconque. ' ‘

Clest presque aux mémes résultats qu’est parvenu, en tous.
les points mentionnés, avant 1830, le mathématicien pragois Bernard

22) P¥islusna k tomu iivaha oti§téna jest v tel. zpravé o funkci B-ov€
na str. 21 a 22.
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Bolzano, dans son oeuvre inédite ,Funktionenlehre“, dont le
manuscrit est gardé dans la bibliothéque nationale a Vienne.
L’auteur de l'article actuel constate ce fait important, et le prouve
en citant les théorémes respectifs de Bolzano, lesquels il compare
a ceux de Hankel. Il compléte par 1a son rapport intitulé ,Aus
dem handschriftlichem Nachlass Bernard Bolzano’s“, traitant dela
»fonction de Bolzano“ (la plus ancienne fonction continue sans
dérivées) et publié dans le ,Vé&stnik krdl. spol. nauk“ (Bulletin de
la Société Royale des sciences & Prague). Cette fonction est, en
méme temps, le premier exemple d’une fonction oscillant en tout
point d’un intervalle. 1l est 2 remarquer que Bolzano emploie —
c’est ce qui arrive pour la premitre fois dans le développement
‘des mathématiques — pour de telles construction une maniére de
définir les fonctions dont l'importance accentue Schénflies dans
son ,Bericht iiber die Mengenlehre.“ C’est ainsi que Bolzano peut
étre considéré, sous ce point de vue encore, comme le vrai fon-
dateur de la théorie de ce qu’on a appelé ,,pathologle des fonc-
tions“.

- . h +n
Soudtovy vzorec pro § = e 2 e~k

k=-n
Napsal M. Kdssler. :

Jednou ze zdkladnich tloh poctu pravd&€podobnosti jest tento ‘
problem: Jest urliti soucet konecné rady

n —h2 iz
Zp, pi=-=¢ (1 + 81),
. i=—n V

kdeZ & jest &islo, jehoZ prostd hodnota nepfesahuje jistou mez e.
V podstaté jednd se tedy o stanoveni soultu S uvedeného v nad-
pisu. K vypottu jeho uZjvd se obylejn& vzorce Euler-Maclaurinova;
vadou tohoto postupu jest obtiZny odhad chyby.

Proto odvodime v této pozndmce jednak pfesny souctovy
.vzorec pro S a pak odhadneme na zdkladé jeho horni mez chyby,
které se dopouStime, kdyZ se omezime na obvyklé dva &leny for-
mule pfiblizné (viz vzorec (6))

nh

SZ—' -2 ‘ J_l__ — n2 h2
| VS e

*

Nechf f* (x) jest spojitd funkce v uzavfeném intervalu << o, n>,
n &islo celistvé kladné, Oznalme nejve&tsi celistvé &islo men¥ nebo
rovné x symbolem [x].
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