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jeSté pro verifikaci n€kolika poCitelnich p¥ipadil. Indukci pHjimaji
jako zdkladni metodu psychologové-nematematikové, jako Wundt.*)
Pouhd indukce nestati. Vede jen k pfibliZznostem, s nimiZ se musi
spokojovat snad v pfirodnich v&dich, ale ne v matematice, kde
miiZeme dociliti naprosté pfesnosti. Pfikladem induktivnich geometri
jsou staré egyptské ulebnice, plné nepifesnosti.

*

La méthodologie des mathématiques.
(Extrait de larticle précédent)

La méthodologie des mathématiques traite des formes des
procédés d’étude en mathématiques, notamment: 1. de la recherche
et du choix des problémes; 2. de la résolution. des problémes;
3. des démonstrations. Le meilleur moyen pour résoudre la pre-
miere question est la psychologie. La seconde partie traite des
méthodes de resolution les plus usuelles, soit: lanalyse et la
synthese, et compare ces méthodes mathématiques aux méthodes
logiques désignées par les mémes noms. La troisidme partie
s’occupe des formes logiques des démonstrations, des erreurs dans
les démonstrations et du sentiment de I’évidence. Sont considerées
encore les méthodes qui conduisent aux notions mathématiques
fondamentales: Pabstraction, la détermination, I'idéalisation, I’ana-
logie, la déduction et I'induction.

‘Dvé poznamky k vekiorovému pociu.
Napsal Karel D'usl.'

I. O exponencidlnich vyrazech vekiorovych,
Sou¥in dvou vektori
A=aa=xi+yji+zf a B=bb=xi+yj+2t
piSme, pfedpoklddajice pravidlo distributivni: '
AY = xx’'ii+xy ij+xz it
+yx'jt+yy if -+t (1
+ax' ti4zy B+ 22 L '
Vyraz tento moino povafovati za pouhou nonionovou formu ten-
soru (dyadu)**), aneb lze mu ddti vyznam geometricky, nezdvisly

*) I. ¢. p. 131 nn.
*¥) Gibbs-Wilson: Vector Analysis p. 269.
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na volb& systému i, j, £. Klademe-li v (1)
x=a y=02z=0; x'=bcosy, y =bsing
z=0, it=ea ij=( obdriime:

AB=ab cos pa + absingpp ) (2)
pifi tom ¢ znamend odchylku obou vektorit A a B, « a § jsou
symbolické soufiny, z nichZ prvni zdleZi na poloze vektoru A,
druhy rovn% na této poloze a na poloze roviny obou vektori
B =1)). Vy;édhme-h oba souliny ab cos @ a ab sin ¢ mérnymi
Cisly x, ¥, z a x', y', 2’ a poloZime-li:

| =it ujt 3)
kde 4, u, » |sou smérové kosiny direkini normdly ku ob&ma vek-

torim a 1, j, f nové symboly, z4vislé podobn¥ jako 8 na sméru
prvniho vektoru a na poloze roviny urlené ob&ma vektory, ob-
driime z (2):

AB = (xx’'+ yy' + 22) e+
@z’ —2y) i+ (ax' —x2) i+ (' —yx) t.

Srovndme-li (1) a (4) nalezneme: : 4)
i=jj= ff=«a
ff=—tj=1 "

fi= — it =] ®)
fj=—ji=t.

Patrn€ e« na smé&ru prvniho vektoru viibec nezdvisi. Klademe-li

za @, i, j, £-zvl&3tni hodnoty, jak ndsleduje, obdrZime v3echny druhy
geometrickych soulinil, které se ve vektorovém poftu zavadéji.

Tak souliny Grassmannovy

vnitni: it = D =t =1 ®)
t=j=t=0
vngjsi: - it = }; =1t = 0 )
, t=jt, j=1, t=1i
t.j. % §, f jsou pak jednotkové bivektory.
V soulinech vektorovych klademe rovn&#
i=jj=tt=0 aviak
i=1, i=1i, =t (8)
podobné pro Hamiltonovy kvaterniony jest
n:n_ﬁ—~1
- C))
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Kvaterniony maji pfed soutiny Grassmannovymi¥) tu vyhodu,
7e jsou asociativni; soulin libovolného poltu kvaternionti jest
opét kvaternionem. Souliny vektorové lze vSak také rozSifiti na
libovolny poCet Ciniteld. Ale isoutiny vnitfni, uvazujeme-li je jako
souliny ‘skaldrni, t. j. pojmeme-li do skaldiniho ndsobeni také sou-
Ciny skaldrit s vektorv lze pak provésti pfi libovolném poltu
Cinitelit. Specielng pak moZno definovati celistvé kladné skaldrni
mocnosti vektoru. BudiZ a absolutn{ hodnota vektoru, a vektor
jednotlivy, takZe M= ga. (10)

Potom bude WA W = g A2
U A A= A=qg3a=Us
U A A A=a3a. A =qa* =AU
a obecné:

N2n — g2n
2r+1 = g2n+1 ¢

(11)
Pomoci t&chto ,skaldrnich mocnosti“ lze definovati &isla obdobnd
Hamiltonovym kvaterniontim, pfi ndsobeni skaldrnim komutativni,
zaklddajici se na dvou jednotkdch a to skaldrni jedniCce a vekto-
ridlni jednice libovolného sméru. RozSifime-li platnost rozvoje:

x , x*, X3 .
ex:1+i]+§+3l+ (12)
podobng, jako pro Cisla imagindrnd (pro n&2 i.1=1 i.i=—1)

také pro vektory (kde a.a=1, a.1=a) pfi emZ za mocniny
vektoru dosadime skaldrni mocnosti (11), obdrZime skaldrni expo-
nencialni vyraz:

A 3q

EQ=c =1+9+5+ 5+ 5+57

a-ﬂ
a—{,-g!—.{_.... (13)
gili : .
a a a®
E@)=1+%+%+ -+a(—ﬂ+§+-5—!----) (14)

Rady tyto jsou hyperbolické funkce aréumentu a.” |1 bude:
EQ) =e=Cha+aSha (1)

Vyznam této rovnice jest analoglcky jako vzorce Eulerova pro e?.
Také &isla tvaru Cha+ aSha jsou analogickd &islim komplex-
nim resp. kvaternioniim, sklddajice se z Cdsti skaldrni a vekto-
rilni. Komutativnim skaldrnim ndsobenim dvou takovych Cisel
vznikne &islo téhoZ druhu.. PouZiti vzorce (I) jest zcela podobné,
jako u vzorce Eulerova.

*) Timmerding: Geometrie der Krafte. Str. 22.
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JelikoZ jest: '
Cha=cos ia, iSha=sin ia
bude pfedevsim

i

e'fazia, = 1. (15) .

Nésobime-li rovnici (I) po obou stranach skaldrni veli¥inou & ob-
drZime :

be®“=b(Cha+aSha)=P-+aQ. (16)
Odtud : b=JF— Q@
a=Arc Th %. , (17)

V téchto vzorcich -je patrn& obsaZen zpfisob politdni témito Cisly
MoZno definovati p?irozen)'r log (P+ aQ) vztahem:

log (P+aQ)= log (P——Q)-;—aArcThQ+2knz (18)
odtud bylo by lze pre11t1 ku obecné mocning isel téchto zcela tak,
jako pfi Cislech imagindrnich.
Pro‘dve &isla odvozend z téhoZ vektoru jednotkového:
=Cha+ aSha |
=Cha+ aSha’
plyne skaldrnim zndsobenim:
¢®% . 0% _ (Cha Cha' + Sha Sha')+ o (Sha Cha’ + Cha Sha’)=
= Ch(a+ a’)+ a Sh(a+ a) _ (19)
tedy: 0. ¥tz 0 (a t+a). (1)
Diferencujme rovnici (I). Na levé strané bude: |
e“%. (ada+ ada)=Shada + da a Cha+ aCha da.
Na stran& pravé diferencovdnim funkci hyperbolickych:

Shada+ daSha + aChada.

Pro da=0, t. j. méni-li se vektor A jen co do velikosti, nikoliv
co do sméru souhlasi pak obé strany To souvisi s tou vlastnosti
Cisel (I), Ze vztah (1), pi¥me

E@).E@)=E @, +%L),
plati obdobné jako u kvaternionfi*) jen pro vektory kollinedrné.

*) Hamilton-Glan: Elemente der Quoternionen I, str. 347.
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Z rovnice (i) nalezneme, piSeme-li vektor A ve tvaru semi-
kartézském:

‘ ex’+3'1+z" —Ch]/x—+y-+ 22+ (icos @+j cosf -+ kcos »)
Shx+y+22 (20y
kde «, 8, y jsou thly vektoru A s osami soufadnymi, takZe nelze
psati eXi. pvi | g2k — pxityi+zk,
Mohli bychom v3ak touto rovnici definovati souin tfi &isel tvaru (1),
ale nebyl by to pak soulin skaldrnf, ani vektorovy.

Obecné jest totiz v platnosti:

eBB+®e _ Ccphoy qSha, (1)
kde o a+a a =aaq,
_kdeZto skaldrnim zndsobenim obou exponenciell:

a a az a
4 .

=Cha, Cha,+ a,.ay, Sha, Sha, + (21)
+a, Sha, Cha, +a, Cha, Sha,.
Pravé strany rovnic (21) a Ill. shoduji.se jen tehdy a sou&in (IIT}
prechdzi tedy v soeulin skaldrny jen, kdyZ:

fa,=a,, nebo ‘a,=—aq

t.j. pro vektory téhoZ, resp. opatného sméru. Tak jest tomu ovSem
také pii. kvaternionech. V ,Elemente der Quoternionen (Hamxlton-
Glan 1882) I, str. 347.:

Rovnice: P (¢ + q9)=P(¢) P (q9) plati,

jestlize ¢’ ||| ¢ t.j. pfisludné kvaterniony jsou komplandrni a lze
je algebraicky selitati (ibid. 346). Jevi se tedy Cisla tvaru:

Cha+aSh(@)=EQ)=P+aQ

ve svych vlastnostech obdobnd kvaternionim, pro vektory téhoz
sméru jest v platnosti vztah (I) a skaldrni ndsobeni t&chto (isel
jest komutativni,

II. O vekiorech polarnych a axialnych.

Nékteré ulebnice o vektorové analysi vytykaji rozdil mezi
vektory poldrnymi a ax1a1nym1 ") jiné tohoto rozdilu ne€ini**) a opé&t
néktefi autofi dokonce popiraji riiznost obou druhi vektorfi¥+)

¥). Jahnke, Ignatowsky, Valentiner, Encyklopédie des sciences mathéma-
tiques T.IV. Libicky, KuCera a j.

*¥) Gibbs-Wilson, Bucherer, Gans, Runge a ;
##+) Buralli-Forti: Analyse véctorielle T.IL p. 122.
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V Z4dné z.ulebnic neni rozdil tento vytlen presné a n&kde
mne zcela spravné. :

Pokusim se v této pozndmce vé&c objasniti.

1. Prechod od soustavy pravo- ku levotoivé sprostredkujme
nejprve inversi sméri vSech tfi os soufadnycb, t.j. jednotkové vek- -
tory 1, j, f nahradime:

1=—1 j=—7, f——-f’ (1)
Tim v3echny vektorové vyrazy, které, se vztahovaly k soustavé
(@, i, £), se transformuji k nové soustavé (v, i, ¥).

A tu obylejn& &teme:

»M&rmd Cisla (komponenty, t. j. &isla, jimiZ je vektor odvozen
z piislu§nych jednotkovych vektorii) vektoru poldrného se pri
transformaci (1) zmé&ni co do znaménka, u vektoru axidl-
ného pak znaménka svého nemé&ni. ’

Pro vektor poldrny (prosty) je to z -rovnice:
*)I—Alt—{—AgH-Af———A —A, 7 — A t @)
=AUV A+ AT
ihned patrno. Av3ak zcela tak chovaji se k transformaci
(1) také vektory axidlné.

. Ignatowsky (I. str. 87) dochdzi k ndsledujicimu zdvéru:

Je-li 9w =[B, €] . (3)
jest ' : A= A,1+ A+ 4t (4)
pfi ZemZ A =B, C,— C, By atd. (5)

Jestlize v rovnici (3) transformujeme dle (1) a provedeme-li vek-
torové ndsobeni, Setfice pro levotolivou soustavu pravidla

[t, ]=—t atd. (6)

obdrZime na konec: .
Y=— At — A — A, ¥ (7)
pfi dem%: A, =4, A,=A4, A,=A4,. (8)

Ale to neznamend, jak Ignatowsky tvrdi, Ze se sloZky tohoto vek-
toru ¥ nezméni, naopak sloZky vektoru U v nové soustavé jsou
— A, — A%, — A’ [dle rovnice (7)] a opét jest — A", =—A,,
— Ay=—A,, —Ay=—A; zcela tak, jako v rovnici (2).

Toté% vychdzi ostatn® z pravidla pro vektorové ndsobeni
v levotofivé soustavé:

R S RIS R (R SO
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. Po t'éto“strénce Cteme v KuZerovych ,Zakladech mechaniky
téles tuhych str. 15. zcela sprdvng: »Kdybychom pfipustili,

Ze i v soustavé nové se ndsobi
[, ] = ¥ (10)
coZ by odpovidalo zfidka v praxi uZivanému Sroubu levotolivému,
t.j. volb€ kladného sméru normdly opainym smérem pii ob&hu
prisludné- plosky, neZ jest obvyklo, tu by misto (7) vychazelo
A=A, V+ A7+ A, ¥ (11
a slozky by znameni nezménily.«

Obr. 1.,

Rozdil mezi polarnymi a axidlnymi vektory d& se defino-
vati pak presné takto:

Provedme inversi i=—1, j=—7/, t= —{. Oba prostory
vztahujici se k jednotkovym vektorim i, j, f a ¥, i/, ¥ jsou pak
stfedové soumé&rny dle poclatku. .

Chceme-li vektor poldrny (prosty) v soustavé i, j, { nahraditi
stejn& poloZenym vektorem v soustavé 1, j, I', nutno jej
nahraditi vektorem stfedové soumé&rnym dle po&atku. A to je vektor,
ktery pieme — ¥. Tedy: co pro soustavu t, j, f je vektor ¥,
jest pro soustavu 1, j, £ vektor —%. Oba vektory maji ve svych
soustavach stejnd m&rna &isla. Musime tedy zmé&niti znaménko
u mérnych &sel piavodniho vektoru, abychom dostali analo-
gicky vektor v nové soustav® , j, L.
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Z rovnice:
— A =—A4, 1—-A=,I—A =474+ A "+ A, f’
A= A1+AAI+Af (12)

jest to patrno.

Jinak je tomu u vektortt axidlnych. Tu jest nutno
piihliZeti k tomu, Ze takovy vektor zndzorfiuje plochu (Plangrgsse),
t. j. vektorovou veli¢inu druhého stupné zcela urit€ orientovanou
v -prostoru. Rovnob&Znik [B, €] nahradme rovnob&inikem [— B,
. — @], ktery je k pfedeSlému soumé&ru poloZen dle polétku. (Viz

obr. 1.) Ale ob& tyto plochy jsou zndzorné&€ny jednim
a tymZe vektorem axidlnym.

Chceme-li tedy vektor axidlny % v soustav& i, j, f nahraditi
ste]né poloZenym vektorem axidlnym v soustavé 1, f’ neni tfeba
's nim niGeho Ciniti, t. j. nechati jej nezm&n&ny a pouze misto i, j, f
psati —1, ——1 —1¥. Pak ovSem slozky tohoto vektoru v nové
soustav® 1, {’ ¥ budou zdporn€ vzatymi slozkami téhoZ vektoru-
v soustavé t i, £, dle rovnice (2). Za to ale tfi slozky &dsti rovinné
— %, ——(S] (t. zv. Richtungsstiicke) v soustavé invertované jsou
zce]a stejné se slozkami rovinné &asti [B, €] v soustavé pitvodni.

Vektor A=[B,C = A, i+ 4,i+ A4, ¢ (13)
W=[—-B, —C =— A4,V — A} — A, ¥
jsou jeden a tyZ vektor axidlni. — Ostatné je to patrno jiZ z toho,
Ze klademe: . '
i,jl=f ale [t'{]=—F
a tedy opét=1{. (14)
A zcela tak se md v& s tak zv. pseudoskaldry. Na pseudo-
skaldr nutno pohliZeti jako na ,&4dst prostoru“, t.j. veli¢inu vekto-
rovou stupné tfetiho, zcela urc‘.lté smérove orientovanou v prostoru

Styfrozmérném. (Caist rovinnd jest rovn&Z skaldrem ve dvojroz-
mérné roving.)

Pseudoskaldr S=A[B,EC] a
: S§'=—UA[-B, —C]
jsou soumé&rné dle poCdtku a jest
§=—S : (15)
tedy vektor zndzorfiujici ve Etyfrozm&mém prostoru tento pseudo-
skaldr byl by vektorem poldrnym. NeleZi tedy vlastnost polarity
nebo axiality ve vlastnosti vektoru samého (ten miiZe byt jenom

vektorem prostym), nybrz ve vlastnostech vekforovych velitin
vyS8ich stupiifi, které znézornu;e
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2. Prechod od soustavy pravo- ku levotoCivé dé se také spro-
stredkovati obrdcenim sméru jen jedné osy (zrcadlemm v ]edné
roviné soufadné). Takovd transformace jest na pr

i=—1 =i, t=f (16)
Tu jest pak: T[i, jl=t [ .{]=—t=—t
=1 [tl=—1=i
[fs i] = i) [fl, i’] = - :/ = i'

Jedna $lo¥ka poldrného vektoru m&ni své znameni, kdeZto u vek-
toru axidlného sloZky dv& — To, minim, pfisp&je k objasnéni po-
zndmky v Analyse véctorille Buralli-Forti T. IL. p. 122.

\
®

Deux remarques sur le calcul vectoriel.
(Extrait de 'article précédent)

I. Sur les exponentielles des vecteurs.

* Si lon étend .la notion de la multiplication scalaire (innere
Muitiplikation de Grassmann) a un produit d’un nombre quelconque
de vecteurs et de multiplicateurs scalaires, on peut définir des
puissances scalaires d’un vecteur. On a les formules (10/11) de
larticle. La série (13) donne la définition d’exponentielle d’un

vecteur: N =E (A) et on obtient, en séparant la partie scalaire
et la partie vectorielle de la série précédente:

E M)y= Cha-+ a Sha
ot Cha et Sha sont des fonctions hyperboliques.

Les nombres de la forme Cha-}aSha ont des propriétés
semblables i celles des quaternions de Hamilton. Pour les vecteurs
collinéaires la formule (II) a lieu. Ces nombres dépendent de deux
unités, dont 'une -est scalaire, 'autre vectorielle; les produits sca-
laires de ces nombres sont commutatifs. Ilyaune analogie parfaite
avec les nombres imaginaires.

Il. Sur les vecteurs polaires et les vecteurs axiaux.

L’auteur tache de préciser la différence entre les deux espéces
de vecteurs, les vecteurs polaires et les vecteurs axiaux.

1) On passe d'un systtme positif 1, {, £ au systeme negatlf

i, {, ¥ p. ex. en changeant la direction des axes, c. a d. par la

transformahon
: i=—1, j=—f, t=—1\

Les deux espéces de vecteurs se transforment, par cetfe trans-

Jformation, de la méme maniére, contrairement & ce qu’affirment
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quelques auteurs¥). Les'composantes d’un vecteur (axial ou polaire)
changent de signe ‘dans le nouveau systeéme. On a les formules
(2) pour les deux espices de vecteurs.

La différence entre les deux espeéces de vecteurs s’exprime,
d'une facon précise, comme il suit: Les deux espaces 1, j. f et
t, J, ' sont symétriques par rapport a Porigine. Le vecteur U est
symétrique au vecteur — ¥ par rapport a l'origine. Les deux
vecteurs U et — U ont la méme position relative dans les deux
systemes 1, j, f et — i, —j, — f. Pour obtenir un vecteur ,analogue*
dans le nouveau .systéme, il faut changer le signe des composantes
du vecteur polaire U et écrire les formules (12).

Il n’en est pas de méme quand il s’agit des vecteurs axiaux.
Les parallélogrammes (AB) et (— A, — B) sont symétriques par
rapport a lorigine; mais les deux produits extérieurs (Plangrdsse)
doivent &tre représentés par le méme vecteur — vecteur axial.

Donc, le vecteur U axial a la méme position relative dans
les deux systémes i,j, F et 1, ,¥, et pour obtenir un vecteur
axial ,analogue“ dans le systéme inverse, on ne doit point changer
le signe du vecteur axial. Il en est de méme pour les ,pseudo-
scalaires“. Le pseudoscalaire A (B, €) n’est qu’une ,partie de
Pespace”, c. & d. une quantité vectorielle du 3¢ degré dans un
espace & quatre dimensions, qui doit étre représenté par un vecteur
dans cette espace. Ce vecteur sera polaire, puisque

A B,6] = — (— A[— B, — C)).

2. Le systeme positif se transforme en un systéme negatif
par une symétrie par rapport & un plan des coordonnées. Cela
s’exprime p. ex. par la transformation i=—1, j=j, F=¥F. On
a, dans ce cas, les derniéres formules de larticle. Les vecteurs
polaires changent une composante, les vecteurs axiaux en changent
deux.

Prispévek k nomografickému FeSenf rovnic
normdalnich o dvou neznamych.
'Napsal Dr. Frant. Fiala.

Jednd-li se o hodnoty priblizné, bud Ze moZno se pfi vypoctu
spokojiti s menSi pFesnosti, nebo Ze chceme kontrolovati vypocet,
v némZ dopustili jsme se chyby, je vyhodno uZiti pfi FeSeni metody
nomografické. Chci poukdzati na nomografické feSeni rovnic nor-
malnich o dvou nezndmych, jeZ zhusta v praktické geodesii pfi-
. chdzeji v avahu; lze pro né&€ sestrojiti nomogram velmi snadno,
jehoZ upotfebeni je nadmiru jednoduché.

*) Ignatowsky, Jahnke, Encyclopédie des sc. math. t. IV, etc.
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