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Časopis pro pěstování matematiky a fysiky, roč. 74 (1949) 

V. 

P r e d n a s k y v s e k c i c h . 

I. sekce: 

Matematicka logika a theorie mnozin. 

CERTAIN NOTIONS OF THE THEORY OF NUMBERS AS 
APPLIED TO THE PROPOSITIONAL CALCULUS. 

H E N R Y K GRE3STIEWSKI, Warszawa. 

1. 

In the propositional calculus functions containing more than two 
variables have been as yet very little studied.1) I t seems advisable 
to elaborate general methods of studying functions containing n variables 
and belonging to the propositional calculus. I t appears that in such 
studies rather unexpected assistance may be obtained from certain 
notions of the theory of numbers, in particular from several functions 
built by means of the ,,Entierc% and among these from the notion of 
binary development of the natural number. The present communication 
refers exclusively to the two-valued propositional calculus. 

The symbolism used in this paper is as follows: propositional varia
bles are letters VViPi • • • <L<h!h • • • r r i r 2 • • • ss\$z • • •> fa~sum A , verum V > 
negation ', sum © , product 0 , implication —>, equivalence ^—>, quanti-

x) To the exceptions known to the autho r belongs the paper by S. J A S K O W S K I , 
Trois contributions au calcul des propositions bivalent, T o r a n 1948. Functions con
taining n variables and belonging to the propositional calculus were the subject-
matter of the author ' s communication Functors of the Propositional Calculus^ 
VI Congress of Polish Mathematicians, Warsaw 1948, hereafter called „the previous 
communication4 c. 
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fiers y TT .2) The definitions of difference and symmetrical diffe-

rence are introduced: 

P 0 a = = 2 > / P 0 g ' (Voi) 

v - <L =D/ (peq)@(qQ v) (1.02) 

Natural variables (i. e., variables for which only the names of natural 
numbers may be substituted) are letters kkxk2 ... llxl2... mmxm2... 
... nnxn2 By the ,,scheme of the propositional variable "an expression 
is meant which contains at least one natural variable and which becomes 
a propositional variable after substitution in it of a name of a natural 
number for every natural variable contained in it. Thus schemes of 
propositional variables are, e.g., the expressions VkWms

n

 a n ( ^* n e expres
sions Vk+i %-i skl- By the ,,scheme of an expression belonging to the lan
guage of the propositional calculus'c an expression is meant which contains 
at least one natural variable and which, after substitution in it of a name 
of a natural number for every natural variable contained in it, becomes 
an expression belonging to the language of the propositional calculus. Thus 
schemes of expressions belonging to the language of the propositional 
calculus are, e. g., the expressions 

Vk - > ® Vn -<--* rn Vk+l — Tmvl . 

Finally, by the ,,schemes of a thesis belonging to the propositional 
calculus" an expression is meant which contains at least one natural 
variable and which, after substitution in it of a name of a natural number 
for every natural variable contained in it, becomes either a thesis belon
ging to the propositional calculus or an implication in which the hypo
thesis is a thesis belonging to the arithmetics of natural numbers, and 
the thesis is true in the propositional calculus. Thus schemes of theses 
belonging to the propositional calculus are, e. g., the two following 
expressions: 

Vk ~> Vk 

(m -f m = 2 .m)-*(pm+m-+p2.m) 

Instead of we write brief l̂  

Pl,P*> >-;Pn 
n 
Spk 

Ji---г 
m n 

VъVъ -.., ЗWîi, ?2> • ..,?/. SpkSqk 
&=i I**Ì 

n 

Vl® . . . ® Vn l,Vk 
Ь=l 

2) In the previous communication the author formulated the method of 
introducing the quantifiers into the propositional calculus. 
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p±Q ... O pn Ylvic 

(Vi Op2)-^q PiOp2-^q 

I n the study of propositional functions each containing n propositional 
variables an essential role is played b y the following scheme of the 
propositional function containing n •+ 2n propositional variables 

« " 2* 
S pkeSqi 

7 . ' = 1 Z = l . • * • - . . • • 

recursively defined as follows3) ; 

-Pi.e M 2 =J)f(Pi -> ?i) 0 (P2~^<1%) (1.11J 
, i + l 2^ + ! " n 2n ?i 2n + l 

Sp)c€SqL=I)fpn+1€(Spk€Sqi)(Spjc€Sql) ' (1.12) 
' fc=i Z=i A'=l £==1 fc=-.l z _ 2 n + i 

In conformity with this scheme we obtain, e. g., 

V1P2 e M 2 M 4 = D / 2>2 e (-Pi '€ SMfeK-Pi € fefr)- ( L 1 3) 

Three operations on natura l numbers, all of them built by means 
of the „En t i e r " (K), will be useful: 

^n—l n— I 
m * n z=DfE- — 2 . E —- (1.21) 

^/ 2 w—i 2 m 

mXn=j)fm — 2P.E—— (1.22) 
-<-

fYi 1 

w Y n ^ l + J — . (1.23) 

The expression m * n is read ,,the m-th digit (figure) of the binary 
development of the number n — 1". 

The expression pn is defined so t ha t 

p°+-+p' . pl*~+p (1.31) 

For values other t han 0 or 1 of the exponent n the expression pn is inde
finite. Since, as can be easily noticed, 

(m * n == 0) ®(m * 71 = 1) (1.41) 

then the expression p^**1 possesses definite value for all correct substi
tut ions for the propositional variable p and the natura l variables m, n. 

2. 

The following schemes of theses belonging to the propositional 
calculus have been proved: 

3) Compare the previous communication, propositions 3. 11. -— 3. 
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/ w. * л \ 2 W / н Ш\ 

lspkЄsqì)+-^2 П?- ©« ( 2 Л 1 ) 

U=i г=i / г=i\fc=i / 
/ n "2* V i-l / -Дr **A 

^ * € £gz «—• П Г Þ * "* -» < 2 Л 2 ) 
\љ=i г=i/ • 1=1 U = i J • • 

For instance, 
(.P1.P2 e Ø1Ø2Ø3Ø4) <—> (2ЛЗ) 

«"•. føi' P2' Øi) (Vi VÍ Ø2) tøi' Ь Øз) (Vi Pг 04) 
(P1.P2 e Ø1Ø2Ø3Ø4) «—>• ' (2.14) 

<—*(:&.' 2>2
7 - ^ Ø i ) føi P2-+Я11) tøi' ^ - ^ Ø з ) (î>i .P2-^04)-

Each of the schemes 2.11, 2.12 raay well replace the recursive 
scherae 1.11—1.12. 

( n 2n \ 2 Д 

Sp* c Sф)+-* 2ø t (2.21) 
*=i t=i / £ ì 

2 (V1V2 * Ø1Ø2Ø3Ø4) « — * Øi 02 Øз 04 (2.22) 
PIVÌ 

П l Spk б Ä ø г ) ^ - > П ø t - (2-23) 
Pl-Ï>n\fc=l Z-=l/ Z=l 

For instance, 
П (ViVz € Ø1Ø2Ø3Ø4) •<—> Øi 02 Øз 04 (2.24) 

//l...pn \fc=l t=l 

For instance, 

pipt 

n 2nV i n 2n \ 
SpkeSqi)+-+\Spk€S(i,il .. (2.31) 
fc=l l^\J \fc=i 1=1 I U= 

For instance, 
(PiP* * 01020304)' ^ - > (P1P2 € 0i /02'03 /04 /)- (2.32) 

If the following expression 

17 n 2* \ / n 2n \ 1 f n 2» ~| 
.\\SpitSgt\ol Sp, 6 £rz « - > ^ .€ Sfe O r , ) | . (2.41) 

LU-=1 2 = 1 / \fc=l 2=1 / J L**l 2=1 J i 
is considered, then, after substitution in i t for the „ circle'' of one of the 
following symbols: 

a scheme of a thesis belonging to the propositional calculus is obtained,4) 

for insta ce 

[(Vi e 0i02) 0 (Vi * *ya)] « - * [ft e (q± ® rx)(q2 © ra)] (2.42) 

[ ( f t f t ^ 01020304) — (_PlZ>2 ̂  ? * l W 4 ) ] « — • 

« — > [ f t ?2 € (01 ^ ^l)(02 ~ r2)(03 - / s X f t — ^4)]. - (2-43) 
4) Compare the previous communication, scheme 3. 31. 
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If the following expression 

[ 7 m 2m\ I n 2n \~] V m n 2m+n 1 
1 SpkeSn O [SqicS* U - > \ 8pk8qk e S (rlXm0slYm)\ (2.51) 

L\k=i i=i! u=i z=i/J Lfe-i *-i *-i J 

is considered, then, after substitution in it for the „circle" of one of the 
following symbols: 

© © -> <--> 

a scheme of a thesis belonging to the propositional calculus is obtained, 
for instance 

[(PiVz € r^r^) O (qx e *-*2)] «—> fcp-^-. e (rx © s-J 
(r2 0 a-Jfa 0 ^)(r4 0 sjfa 0 s2)(r2 0 s2)(r3 0 s2)(r40B2)] (2.52) 

[fei € V 2 ) © (P1.P2 e V 8 V 4 ) ] ^ — ^ [ff1.P1.P2 ^ (*i 0 rx) 

(s2 0 r-Jfo 0 r2)(s2 0 r2)(^ 0 r,) (s2 0 r^fo 0-r4)(*2 © r4)] (2.53) 

[(ft € V A) © (P&* ^ V A A A ) ] ^ 
* - * toiftft" ^ V A A A A A A A ) . (2.54) 

S t r e s z c z e n i e . — S u m m a r y . 

Zastosowanie pewnych pojec teorii liczb do rachunku zdaří. 

H E N R Y K G R E N I E W S K I , Warszawa. 

W komunikacie niniejszym formuluje ogólna, metody badania 
funkcyj wielu zmiennych w rachunku zdaň. W metodzie tej došc niespo-
dziewanie odgrywaj^ istotna, rol§ niektóre (elementárně zresztaj poj^cia 
teorii liczb (zdefiniowane przy pomocy „Entier"). 

©Z BADAŇ NAD ROZSTRZYGALNOŠCIA ROZSZERZONEJ 
ALGEBRY BOOLPA. 

STANISLAW J A á K O W S K I , Toruii. 

Przez elementárně wyraženie sensowne algebry Boole'a rozumiemy 
wyražema sensowne nie zawieraj^ce innych zmiennych, niž wolne lub 
zwiajzane zmienne,elementárně tzn. reprezentujíce elementy ciala Boole'a. 
W r. 1940 TARSKI znalazl metody rozstrzygania elementárněj algebry 
Boole'a; metoda tá jest dotychczas nieogloszona1) i nieznana mi. Otrzy-

l) A. TARSKI: A decision method for elementary algebra and geometry, Santa 
Monica Cal., 1948, 1—47. 
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malém obecnie wynik nieco ogólniejszy, mianowicie rozstrzygalnoác 
elementarnej teorii pieršcieni Boole'a. Ponadto badalem zagadnienie 
rozstrzygalnošcirozszerzonej czyli calkowicie addytywnej algebry Boole'a. 
Metoda rozstrzygania daje SÍQ latwo uogólnic w taki sposób, aby roz-
strzygala klasQ elementarnych wyražen sensownych rozszerzonej algebry 
Boóle'a. Istnienie sum Y# i iloczynów TJx w przypadku elementarnego 

0(X) &(%) 

warunku @(x) wynika z založenia stwierdzaj^cego istnienie sumy wszyst-
kich atomów. 

Wšród twierdzeri rozszerzonej algebry Boole'a niech Ex be^dzie klas^ 
równošci zawierajgtcych zmienne elementárně i jedn^ zmienn^ reprezen
tujíc^ zbiory elementów ciala Boole'a. Klasa E1 jest nierozstrzygalna, 
gdyž zagadnienie rozstrzygalnošci wejzszego rachunku predykatów 
sprowadza si§ do zagadnienia rozstrzygalnošci klasy Ex. 

Summary. — Streszczenie. 

On the decision problem of the totally additive Boolean algebra. 

STANISLAW JAgKOWSKI, Toruti. 

By elementary formulae of Boolean algebra we understand formulae 
which contain free or bounded elementary variables i. e. only such as 
represent elements of a Boolean field. In 1940 TARSKI found a decision 
method for the elementary Boolean algebra, but his method is still 
unpublished1) and unknown to me. I have now obtained a somewhat 
more general result^ namely the decisibility of the elementary Boolean 
ring theory. Moreover I examined the decision problem of the totally 
additive Boolean algebra. The decision method may be easily generalized 
so as to give the decision of the class of elementary formulae of the 
totally additive Boolean algebra. The existence of sums Sx and products 

Y\x in the case of elementary conditions @(x), is a consequence of the 

existence of the sum of all atoms. 

Among the theorems of the totally additive Boolean algebra.let 
Ex be the class of equalities which contain elementary variables and one 
variable representing sets of elements of a Boolean field. The class Ex 

is undecisible. since the decision problem of the lower predicate calculus 
may be reduced to the decision problem of the class Ex. 
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SUR UNE ÉQUIVALENCE POUR LES FONCTIONS. 

BRONISLAW KNASTER, Wroclaw. 

[Colloquium Mathematicum, 2 (1949—1950), 1—4.] 
En rapport avec les résultats de J. ACZÊL, Bull. Amer. Math. Soc, 54 

(1948), 392—400, et de C. RYLL-NARDZEWSKI, Studia Math., 11 (1949), 
31—37, concernant les moyennes, le. théorème général suivant est 
démontré pour les fonctions croissantes arbitraires M(x,y) de deux 
variables arbitraires: la réunion des trois propriétés, à savoir la bisymétrie 
M[M(x, y), M(z, u)] = M[M(x, z), M(y, u)], la réflexivité M(x, x) = x et la 
symétrie M(x, y) = M (y, x), équivaut à la propriété M[x, M (y, z)] = 
= M[M(x, y), M(z, x)], dite par l'auteur distributivité en soi et qui a été 
introduite par J. G.-MIKUSINSKI. 

* 

Streszczenie. — Résumé. 

O pewnej rôwnowa±noi£ci dla funkcyj. 

BRONISLAW KNASTER, Wroclav-

[Colloquium Mathematicum, 1(1949—1950), 1—4.] 
W zwiajzku z wynikami J. ACZÉLA, Bull. Amer. Math. Soc, 54 (1948), 

392—400, i C. RYLLA-NARDZEWSKIEGO, Studia Math., 11 (1949), 31—37, 
dotycz^cymi srednich, autor dowodzi nastejpuj^cego twierdzenia ogôlnego 
o dowolnych funkcjach rosn^cych M(x, y) dwu zmiennych dowolnych: 
honiunhcja bisymetrii M[M(x, y), M(z, u)] = M[M(x, z), M(y, u)], zwrot-
noèci M(x, x) = x i symetrii M(x, y) = M(y, x) jest rôwnowazna wlasnoèci 
M[x, M(y, z)] = M[M(x, y), M(z, x)], zwanej przez autora samorozdzieV 
noéciq, a wprowadzonej przez J. G.-MIKUSI^KIEGO. 

SUR LA NOTION D'INDÉPENDANCE DANS LA 
MÉTAMATHÉMATIQUE. 

J E R Z Y LOâ, Wroolaw. 

Le but de cette Note est d'établir une correspondance entre deux 
notions d'indépendance: celle de la métamathématique (indépendance 
d'axiomes) et celle de la Théorie générale des ensembles (indépendance 
dans les algèbres de Boole). 

33 = (A, ^ , + , ~> étant une algèbre de Boole généralisée, l'en
semble I c i s'appelle ensemble des éléments indépendants algébri
quement dans 33 lorsque l'équivalence 

<h + a% + . . . + aш + aш+x + ... + am+k ~ % + ai (!) 
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n'a lieu pour aucun m, k naturel ni pour aucune suite av ..., am±k d'élé
ments de X différents deux à deux.1) : 

Soit maintenant 2, = <S, Lr->i ~> une théorie déductive2); posons 
pour a, b e S et X C S: 

a+•&=== 5 -*6 ; ' ' (2) 

(3.) 
lorsque 

a ->b € L et b -^atL\ 

aeCn{X) (4) 

lorsqu'il existe une suite al3 ..., an e X, telle que 

ax + ... + an -> a e L. 

M. A. TARSKI a établi le théorème suivant:2) 

Si £ = <S, L, ->, -> (5) 

est' une théorie déductive, alors 

»* = <£,-,+,-> - -
est une algèbre de Boole,, 

NOUS dirons que l'ensemble XCS est un ensemble d'éléments 
indépendants métamqthématiquement, si pour chaque a. erX on a 

'tf»(X — {a})'=i=(7w(Z). (6) 

On prouve facilement que 

si] . . . . fa: = <iS, / ; , - • , -> (7) 

est une théorie dLéductive et si X CS est un,ensemble d'éléments indépendants 
algébriquement dans J8<£, alors X est un ensemble d'éléments indépendants 
métamathématiquement. L'implication inverse n'a pas lieu.} 

Ainsi la notion d'indépendance algébrique de la théorie générale 
des ensembles se montre plus forte que l'indépendance métamathéma-
tique. Elle a été étudiée par certains auteurs, au point de vue métàmathé-
matique, sous le nom d'indépendance complète.3) 

x) Voir E. M A R C Z E W S K I : Indépendance d'ensembles et prolongement de mesures, 
Coll. Math., I (1948), 122. 

2) Voir A. HAR&KI \Grundzûge des Systemenkalkùls, Fund. Math.." Î5 (1935), 
501—526. 

8) ypi r p . ex. SHINANGHAW WANG: A system of completely independent axioms 
for the sequence of natural numbers, Journal of Symbolic Logic, 8 (1943), 41—--44. 
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Streszczenie. — Résumé . 

O pojedu niezaležnošci w metamatematyce. 

J E R Z Y LOŠ, Wroclaw. 

Zestawienie niezaležnošci w sensie dzialan ogólnej teorii mnogosci 
z niezaležnošci^ metamatematyczna, (aksjomatów) na gruncie algebry 
Boole'a wykazuje. že ta pierwsza jest poj^ciem istotnie mocniejszym. 
Byla ona rozpatrywana przez niektórych autorów pod nazwa, niezalež
nošci zupelnej. 

SUR LA NOTION DE DÉCISION SIMPLE POUR LES MATRICES 
DE LA LOGIQUE A DEUX VALEURS-

J E R Z Y LOŠ, Wroclaw. 

L5auteur établit une correspondance entre la notion de décision 
simple pour les matrices de la logique a deux valeurs1) et la notion ďindé-
pendance algébrique des ensembles2) en se servant du fait que toute 
matrice équivalent á la matrice á deux valeurs de Schróder et normále 
peut étre envisagée comme une algebře de Boole. 

* 
Résumé. — Streszczenie . 

O pojeciu pojed/nezej rozstrzygalnosci matryc dwu-wartošcio-
wego rachunku zdaň. 

J E R Z Y LOŠ, Wroclaw. 

Korzystaja^c z tego, že každá matryca normalna i równowažna 
zwyklej dwu-wartosciowej matrycy Schródera može byc rozpatrywana 
jako algebra Boole}a, autor badá zwi^zki. jakie zachodza, mi^dzy poJQciem 
pojedynezej rozstrzygalnosci dla takich matryc. a poj^ciem niezaležnošci 
algebraieznej zbiorów. 

O PEWNYM KRYTERIUM PRZELICZALNEJ ADDYTYWNOŠCI 
MIARY. 

E D W A R D MARCZEWSKI, Wroclaw. 

Miara (t. j . addytywna nieujemná funkeja zbioru okreálona w ciele 
zbiorów M) nazywa SÍQ przeliczalnie addytywna. gdy dla každego ci^gu 

x) Voir J . Loá : Sur les matrices logiques, Coll. Math., I (1948), 337—339. 
2) Voir E . MARCZEWSKI: Indépendance ďensembles et prolongement demesures, 

Coll. Math., I (1948), 122. 
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zbior6w rozl^cznych Ene M takich, ze Ex + E2 + ... e M} mamy 

fji(E1 + E2 + ...) =p{Ex) +H(E2) + . . . 

0 rodzinie zbiorow F mowimy, ze ma wlasno&d (c), gdy dla kazdego 
ciâ gu zbiorow FneF relacja F1 • F2 • . . . • Fn + 0 dla n = 1, 2, ... 
poci^ga za soba, Fx • F2 •:..=}= 0. 

O mierze /u w ciele M mowimy, ze ma wlasnos'd (I), gdy istnieje 
rodzina F o wlasnosci (c) taka, ze dla kazdego M € M i kazdego e > 0 
istnieje zbiory F e F i Jf0 € M spelniaj^ce warunki 

M0QF CM i JU(M — M0) < e. 

Twierdzenie I. Kazda miara o wlasnos'd (I) jest przeliczalnie 
addytywna. 

Twierdzenie 2. Jezeli miara ju w M na wlasnosc (Z), to jej prze
liczalnie addytywne rozszerzenie na najmniejsze a-cialo zawierajqce M 
ma rowniez wlasnosc (I). 

Z hipotezy continuum wynika 
Twierdzenie 3. Istnieje miara przeliczalnie addytywna w pewnym 

a-ciele, nie majaca wlasnoici (I). 
* 

Summary. — Streszczenie. 

On a test of the a-additivity of measure. 

EDWARD MAROZEWSKI, Wroclaw. 

A measure (i. e. anon negative set function in a field M of sets) 
ju is called a-additive if 

fi(E1 + E2 + ...) - M ^ i ) +M-S2) + -.. 

for each sequence of disjoint sets En e M, such that Ex + E2 + ...e M. 
We say, that a class F of sets has the property (c), if for each sequence 

of sets F c F the relation Ft • F2 •... * Fn 4= 0 for n = 1, 2, ... implies 
J i - J r V . - . + O. 

We say, that a measure (x in M has the property (I), if there is a class 
F with the property (c) such that for each M e M and each e > 0 there is 
a set F € F and a set Jf0 e M which fulfill the conditions 

M0CF CM and /j(jtf — M0) < e. 

Theorem I. Each measure with property (I) is a-additive. 
Theorem 2. / / a measure fi in M has the property (I) then the a-addi

tive extension of ja to the smallest a-field containing M has also the pro
perty (I). 

The continuum hypotesis implies the 
Theorem 3. There is a a-additive measure in a a-field of sets 

without the property (I).. 
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SUR QUELQUES SIMPLIFICATIONS DE LA THÉORIE 
AXIOMATIQUE D'ENSEMBLES DE VON NEUMANN. 

MILOS NEUB AUER , Praha. 

1. Cette communication concerne le mémoire de J. VON NÈUMANN: 
Die Axiomatisierung der Mengenlehre, Math. Zeitschr., 27 (1928), 669.1) — 
Les axiomes I. 4. et II . 2. permettent de désigner par C(u) la fonction 
qui est partout égale à u. La première partie du lemme 3 permet de désig
ner par (cp ® x} la fonction f telle que, <p et x étant donnés, on a partout 
[f9 y] = [(y ® xy,y]. Je désigne par ô une fonction fixe, satisfaisant 
à Fax. III . 1., et j'exprime comme lemme 4 la règle suivante (voir p. 685): 

Lemme 4. Sicp < ip et si ip est un argument, alors cp Vest aussi. 

2. Je vais prouver que Vintroduction de la fonction j ' J (voir le 

th. la) riest pas indispensable. Elle n'est, en effet, d'une part qu'un cas 

particulier de la fonction 1 ' 1 (voir le th. 3a), où l'on a posé <p = 

= C(u), tp = C(w) et x — (à © u). D'autre part on peut établir les th. 2a 
et 2b sans faire l'usage de cette fonction. A ce but j'exprime la deuxième 
partie du lemme 3 comme il suit: 
(i) cp étant donné, il existe une fonction x ^e^e 4ue> (SP ® x) étant un 

argument, on a [x, x] = (<p ® x) 
et je démontre que 
(U) (ô O x) est un argument pour chaque x. 

Supposons (cf. p. 686), par contre, l'existence d'un x tel que (ô O x) 
ne soit pas un argument. D'après Fax. IV. 2. on en déduit l'existence 
d'une fonction g telle qu'on a [g, y] = A 4= [(ô © x), y] et [g, z] = 
= B 4= A =)= [(ô O x), z] avec des arguments y et z convenables. On en 
tire y == x = z, ce qui est contradictoire. 

Ainsi (ô G A) est un argument et comme C(A) < (ô © A), il suit 
du lemme 4 que C(AL) est un ensemble. Donc, en posant 0 == C(A), 
on a le th. 2a. 

En rapprochant (i) et (ii), on peut désigner par A la fonction telle 
qu'on a toujours [A,x] = (ô © x). Pour avoirle th. 2b, il suffit de poser 
{u} == B((ô®u)) (voir le th. 7a) et de remarquer qu'on a {u} = [ip, 
[A, u]] (y) d'après le th. 7b) = [cp, u] (cp d'après Fax. IL 7.). 

3. Par une analyse détaillée de N on trouve que ce ne sont que les 
deux cas suivants du th. 3b qui sont employés dans les raisonnements 
de'N. 

1) Ce travail est cité par N. Toutes les renvois aux pages, axiomes, lemmes et 
théorèmes s 'y rat tachent . On suppose la connaisance des chap. I .—III . Quant ' à la 
terminologie: I -Ding = argument, I I - D i n g = fonction, Bereich == domaine, 
Menge = ensemble. ' 
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cp étant donné, il existe une fonction f telle que ip, %, ' - I étant 

dés arguments, on a [f, (ip, %)] = l 

Il existe une fonction f telle que cp, ip, %, ( ~̂ -— eton£ de,? arguments, 

on a [l«q>,ip>,x>l = (^)-

Or, je dis qu'on y peut supprimer la condition que 1 L 1 soit un 

argument. Pour cela je définis, en général, les domaines ~cp, cp -j- ip et cpip 
(on ne définit que H + J et JIJ dans N) comme suit: en faisant corres
pondre à cp une fonction ip d'après le lemme 2a, je pose 7p. ~B(ip); en 
attachant au couple cp, ip des fonctions %x et #2 resp. d'après les lemmes 
2b et 2c, je pose q><+ ip = B(x±) et cpip = B(#2). Cela étant, on s'assure 

aisément que \ r^JÇ>X + WX e^ P a r conséquent 1 [, 1 < cp -f- #.2) 

Or, le raisonnement dans la démonstration du th. 4b restant valable 
pour le cas plus général traité ici, on conclut de la dermière relation 

d'après le lemme 4 que, ip, % étant des arguments, 1 * Test aussi. 

4. Je vais établir qu'On peut démontrer le th. 12b sans Vax. V. 3., 
en s\tppuyant seulement sur Vax. V. 2?) Avant tout le th. suivant qui 
est plus faible que le th. 12b et qui n'emploie pas Vax. V. 3. est sûrement 
vrai: 
(iii) Il existe une fonction cp telle que, H,J, \(H, J)\ (voir le th. 12a) 

étant des ensembles, on a [cp, (H, J) | = | <H, J)\. 
Reste à prouver sans Fax. V. 3. que 
(iv) H, J étant des ensembles, \(H, J)\ Vest aussi. 
Pour cela, en appelant classe tout domaine dont chaque élément est un 
ensemble, je vais démontrer les deux propositions suivantes: 
(v) H étant un ensemble, chaque |<.H, {v})\ Vest aussi. 

A tout ensemble H il existe une fonction h telle que pour chaque J 
(vi)-\[h, J]\ (voir le th. 10a) est une classe et qu'on a \(H, J)\ < 

< S(\[h, J]\) (voir le th. 8a).4) ' ~ 
L'ensemble H et l'argument v étant donnés, on a pour chaque 

u (u, v) = <[/, u], [C(n), u] ) (f d'après l'ax. IL 1.) =-= [h, u] (h d'après 
l'ax. IL 6.), ce qui entraîne l'égalité \(H,{v})\== \[h,H]\, et comme 

2) Cette inégalité suffit pour mon but . Mais je voulais noter aussi ma définition 
des domaines ç> et qnp, parce qu'elles sont tout à fait naturelles et peuvent, en outre, 
servir à éliminer le lemme 1 des raisonnements de N. 

3) Alors tous les raisonnements de N qui n 'util isent pas le th . 1 lb , basé sur 
Fax. V. 3., deviennent indépendants de cet axiome; 

*) On a même |<H, J)\ = S(|[h, J]|). -
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I [A, S]\ est un ensemble d'après le th. 10b (indépendant des ax. V. 2. 
et V. 3.), «J?, {v}}\ l'est aussi, c. q. f. d. 

Soit H un ensemble donné. On a pour chaque v d'après (iii) et (v), 
en temant compte du th. 2b, \(H, {v})\ = [<p, Œ, {v}}] = [(cp O H), 
[xp, v]] (y d'après le th. 2b) = [h, v] (h d'après Fax. IL 7.). On en déduit 
que, pour chaque J, \[h, J]j est une classe et qu'on a les implications 
suivantes: 

x e \(H, J>| => il existe un v tel que v e J et x e |<H, {v})\ = [h, v] => 
=> il existe un ensemble y tel que x e y e \[h, J]| => x e S(|[A, J]|), 
c. q. f. d. 

Maintenant on tire (iv) du lemme 4 et de (vi), en s'appuyant sur les 
th. 10b et 8b, dont le dernier est basé sur Fax. V. 2.. 

* 

Výtah. — Résumé. 

O některých zjednodušeních VON NEUMANNOVY axiomatické 
théorie množin. 

MILOŠ NEUBAUER, Praha. 

Toto sdělení se týká zjednodušení vztahujících se k větám 2a, 2b, 
3b a 12b práce j . von Neumanna: Die Axiomatisierung der Mengenlehre, 
Math. Zeitschr., 27 (1928), 669. 

ON THE ORDERED CONTINUA OF THE POWER 2*o CON-
TAINING A DENSE SUBSET OFTHE POWER K r 

JOSEF NOVAK, Praha. 

From the given ordered point-sets P it is possible to construct by 
means of the identification method new ordered sets. This method 
is based on the following order rule: Let P be an ordered point-set and ^ 
a disjoint system of points and non-void intervals such that U^p C P-
Let us define: X < Y for X e cp, Yety whenever x < y for all points x 
of the point-set X C P and all points y of the point-set Y C P The 
following theorem holds: Let P be an ordered continuum; let ^ be a dis
joint system of points and closed intervals of P such that P = U ^ . 
Then ^ is an ordered continuum too. 

This theorem is applied to the lexicographically ordered point-set P, 
the elements of which are the transfinite sequences of 0 and 1. 

-c = OA] = -Vi . : . a* ...' • (A < Q) 
where xx — 0 or xx = 1 and Q is the first uncountable ordinal. After 
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identifying the neighbour points we get an ordered continuum Q of the 
2 HX 

Definition. Let oc > 0 be a countable ordinal. Let i0ix ... ix ... 
(X<oc) be a countable sequence of 0 and 1; all points [xx] e Q, where 
xx = ix for X < oc, form an interval IC Q which will be called an interval 
of order oc and will be denoted by Ii0ix ...ix ... (X < a). 

Let us denote by Qk (A = 'l, 2 , . . . , 6) the system of all intervals 
Ufa ...ix-"CQ of the least limiting order oc such that the following 
property (k) is fulfilled: 

1. ix = 1 for an infinite number of indices X < oc 
2. ii = 0 for an infinite number of indices X < oc 
3. ix = 0 and ix = 1 for an infinite number of indices X < oc and 

X < oc while after every index X < oc there follows an index J / < oc and 
conversely after every index X' < oc there follows an index X < oc. 

4. the same as (3) or there exist two ordinals y < /? < oc, /3 is limiting, 
such that ix = 0 for y <I X < /?, and ix = 1 for /? <1 X < oc. 

5. the same as (3) or there exist two ordinals y < /? < oc> /3 is limi
ting, such that ix = 1 for y <[ X < /3 and ix = 0 for fi<LX<oc. 

6. the same as (4) and (5). 
If we add to the system ©& all elements of the point-set Q — U @j: 

we get a disjoint system ^ of closed intervals and points of Q such that 
Q = U^fc. According to the theorem every *$% is an ordered continuum. 

The continua ^k (k = 1, 2, ..., 6) have some interesting properties. 
E . g. the continuum ^ j ^ contains two kinds of points namely points with 
characters c00 and c01. The continuum ^ contains points with four 
respective characters c00, c01> c10 and clv This continuum seems to be 
BERNSTEIN'S Ultracontinuum. The most remarkable continuum is ^ e , 
which contains points of two symmetric characters c00 and civ 

The points of every kind form a dense subset in °p^. Especially all 
points with the character c#, (i, j) =j= (0, 0), form a dense subset of 
the power xv Every continuum ®£>k has the power 2X°. 

* 
V^tah. — Summary. 

O ^-separabilnich usporadanych kontinufch mohutnosti 2**°. 

J O S E F NOVAK, Praha. 

Z usporadanych bodovych mnozin P se daji sestrojit methodou 
identifikace urcitych intervals nove uspofadane mnoziny. Plati tato 
veta: Nechi P je usporadane kontinuum. NecM °p je disjunktni system 
bodu. a uzavfenych intervals v P takovy, ze P = U ^ . Pak °p je rovn£z 
uspofadane kontinuum. Teto vety se uzije na lexikograficky usporadanou 
mnozinu P, jejiz elementy jsou transfinitni posloupnosti 0 a 1 

x -= [xx] = XQXX ...XX ... {X < Q) 
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kde xx = 0 neb'o — 1 a Q je prve nespocetne ordinalni 6islo. Po identifi-
kaci kazdych dvou sousednich bodu vznikne uspofadane kontinuum Q. 

Sesti ruznymi identifikacemi v Q jedefinovano sest ruznych uspo-
fadanych kontinui '<$% (k = 1, 2, ..., 6) o mohutnosti 2*°. 

Kontinua ty^ ma:ji zajimave vlastnosti. Tak na pf. ^ j obsahuje body 
dvojiho charakteru c00 a c01. Kontinuum ^ 3 obsahuje body 6tvereho 
charakteru c00, c01, c10 a c n . Nejzajimavejsi jest kontinuum ty6 obsahujici 
body se symetrickymi charaktery c00 nebo c u . Vsechna^^ jsou Nrsepara-
bilni, nebot body o charakterech c#, kde (i, j) 4= (0, 0), tvofi mnozinu 
mohutnosti Kl3 jez je husta v <$%. 

SOME THEOREMS ABOUT THE INTUITIONISTIC AND LEWIS 
FUNCTIONAL CALCULI OF FIRST ORDER. 

H E L E N A RASIOWA, Warszawa. 

In this paper theorems about the intuitionistic and Lewis functional 
calculi are proved, by applying the algebraical method introduced 
by MOSTOWSKI.1) 

Let Fk(I, r) be a set of all k-argument (k = 0, 1, 2, ...) functions, 
the argument of which runs through a non-void set I and the values 
.of which belong to an abstract algebra T. 

A function 0 is an (I, JT) functional if its values belong to r and if 
it has a finite number of arguments running through / and Fjc(I, F) 
(* = 0 ,1 ,2 , . . . ) . 

The algebraical method consists in conceiving every formula of 
a functional calculus as an (I, J7) functional &A. 

By the Lewis functional calculus we understand the system with 
quantifiers based on the system S4 of the Lewis sentential calculus. 

We prove the following theorems which are stronger than similar 
results obtained independently by HENKIN. 

I. For every formula A of the intuitionistic (Lewis) functional 
calculus the following conditions are equivalent: 

1° A is deducible in this system, 
2° the (I, JT) functional $ 4 is identically equal to 0 (1) for every com

plete B B O U W E R I A N (closure) algebra JP and every non-void set I. 
II. There exists a complete B R O T J W E R I A N (closure) algebra ro 

such that conditions 1° and 2° are equivalent to the following: 
3° The (I0, ro) functional 0A is identically equal to 0 (1) for the set 

I0 of all positive integers. 
The theorem for intuitionistic functional calculus gives an answer 

to two problems proposed by MOSTOWSKI in his paper mentioned above. 
x) A. MOSTOWSKI: Proofs of non-deducibility in intuitionistic fatnctional calculus, 

The Journal of Symbolic Logic, 13 (1948), 204—207. 
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The theorems about the intuitionistic and Lewis functional calculi 
may be considered as generalizations of the completeness theorem of 
GODEL2) for these systems. 

They also may be conceived as generalizations of similar results for 
the sentential calculus of HEYTING and for LEWIS system S4? due to 
Mo KINSEY and TARSKI.3) 

* 
S treszczenie. — Summary. 

Pewne twierdzenia o rachunku funkcyjnym intuicjonistycznym 
i Lewisa. 

H E L E N A RASIOWA, Warszawa. 

W pracy tej stosuJQ do rachunku funkcyjnego intuicjonistycznego 
i Lewisa algebraiczn^ metody badania rachunków funkcyjnych wpro-
wadzon^ przez A. MOSTOWSKIBGO.1) 

DowodzQ, že zachodz^ nastupujíce twierdzenia (mocniejsze od 
podobných wyników otrzymanych niezaležnie przes HENKINA). 

I. Dla hazdego wysazenia sensownego intuicjonistycznego (Lewisa) 
rachunhu funhcyjnego nast^pujqce warunki sq równowaine: 

1. A jest tezq. 
2. (I, F) funhcjonal 0 A fat identycznie równy 0(1) dla hazdej zupelnej 

algebry Brouwera (domhni^c) F i niepustego zbioru I. 
II . Istnieje zupelna algebra Brouwera (domhni^c) F0, tahas že warunhi 

I. i 2. sq równowaine nast^pujqcemu: 
3. (IQ,FQ) funhcjonal @j jest identycznie równy 0 (1) dla zbioru I0 

wszysihich liczb naturalnych. 

SUR LMNDÉPENDANCE DES DOMAINES SIMPLES DANS 
L'ESPACE EUCLIDIEN Á N-DIMENSIONS. 

C A T H E R I N E B É N Y I / Budapest. 

Soient El3 K2} .... En des sous-ensembles d'un ensemble E} et soit 
Ei = E — E{. Choisissons h nombres r l 5 r2, ... } r& quelconques parmi 
les nombres 1, 2, .... n et soient s l5 s%, .... sn__& ceux des nombres 1, 2,.. . 
..., n qui ne figurent pas parmi les r^ Désignons par 

$(ri, r2, • • •> rk; s±, s2, ..., sn^k) Fensemble EnEn .... Erj~ĚixESi ...'K%„r 

2) K . GODEL: Die VollstdndigkeU der Axiome deslogischen Funktionenkalkůls, 
Monatshefte fur Ma thema t ik und Physik, 37 (1930), 349—360. 

3 ) J . Q. 0. MC K I N S E Y a n d A . TARSKI: Some theorems about the sentential 
calculi oj Lewis and Heyting, The Journal of Symbolic Logic, 13 (1948), 1—15. 
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Nous allons dire que les ensembles E±, E%, ..., Ên sont indépendants 
si aucun des 2n „atomesf' E(rx, r2, ..., r%; sl9 s2, ..., %_&) n'est pas vide. 
Cette notion de l'indépendance des ensembles était utilisée récemment 
par M. MARCZEWSKI (Indépendance d'ensembles et prolongement 
de m3^ir?es, Colloquium Mathematicura, I, 1948). Désignons par E^n) 

Vespace euclidien à n dimensions, et appelions intervalle dans EW 
l'ensemble des points P = (x^ qui satisfont aux conditions ai < xi < b{ 
(i = 1,2, ...,n). Dans un article commun de l'auteur avec MM. A. RÉNYI 
et J. SURÀNYI, qui parait prochainement, les théorèmes suivants sont 
démontrés: 

Théorème A: Le nombre maximum des intervalles indépendants 
dans E(n"> est égal à 2n. 

Théorème B: Le nombre maximum des sphères à n-dimensions 
indépendantes dans E^ est égal àw + 1. 

Théorème C: Soit N(k) le nombre maximum de domaines polygo
naux ouverts et convexes indépendants dans le plan, chaque polygone 
ayant k côtés au plus, alors 

r N(k) _ J _ m km - T - V = i—^- • x 
*-*«> logk log2 

Pour démontrer Théorème B nous avons besoin du lemme suivant: 
Désignons par Bn^ le nombre maximum des parties en lesquelles les 
surfaces de k sphères à ^-dimensions divisent E^n\ alors 

min(&—1,») ,7 | \ 

r=0 ^ ' 

Ce lemme fournit la solution et la généralisation d'une question posée 
dans PElemente der Mathematik (1948, Question 56). 

V ý t a h . — R é s u m é . 

O nezávislosti jednoduchých oborů v n-dimensionálním 
euklidovském prostoru. 

C A T H E R I N E R É N Y I , Budapest. 

t íkáme, že části Ex, ..., En množiny E jsou navzájem nezávislé, 
jestliže platí: jsou-li rl3 ..., n, sl9 ..., sn~h čísla 1, ...,nv jakémsi pořadí, 
pak množina EŤi... Er}c, ESí... E8 h je neprázdná (při čemž Ei značí 
množinu E — Ej). Označíme E^ ^-dimensionální euklidovský prostor. 

Ve společném článku C. RÉNYIOVÉ, A. EÉNYIHO a J. SURÁNYIHO, 
jenž vyjde v nejbližší době, jsou dokázány tyto věty: 

V ě t a A. NejvStU počet nezávislých intervalů (otevřených) v EW jest 
2n. 
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V ě t a B. Největší počet nezávislých n-rozmeryiých koulí v E^ jest 
n + 1. 

V ě t a C. Nechť N(k) je největší počet navzájem nezávislých otevřených 
konvexních oblastí v rovině, ohraničených nejvýše k úsečkami. Pak 

N(k) l 
lim ——— = -——-. 
î .00 log* log2 

O THEORII SVAZŮ BROUWEROVSKÉ VÝROKOVÉ 
LOGIKY. 

LADISLAV RIEGER, Praha. 

Uveřejněno ve Spisech vydávaných přírodovědeckou fakultou 
university Karlovy, 189 (1949), 1—40. 

Summary. — V ý t a h . 

On the latt ice theory of Brouwerian proposit ional logic. 

LADISLAV RIEGER, Praha. 

The article under the samé title appeared in Acta facultatis rerum 
naturalium universitatis Carolinae, 189 (1949), 1—40. 

SUR LES SÉRIES INFINIES DE NOMBRES ORDINAUX. 
WACLAW SIERPIŇSKI, Warszawa. 

A paraítre souš le méme ti tre dans F u n d a m e n t a Mathematicae, 
36 (1949), 248—253. 

Streszczenie. — Résumé. 

O szeregach nieskonczonych liczb porz^dkowych. 

WACLAW SIERPIŇSKI, Warszawa. 

Praca ukáže si§ pod tytulem Sur les séries infinies de nombres 
ordinaux w F u n d a m e n t a Mathematicae, 36 (1949), 248—253. • 

ON INDEPENDENT FIELDS OF SETS AND CARTESIAN 
PRODUCTS. 

ROMAN SIKORSKI, Warszawa. 

To appear under the t i t le Independent fields and cartesian products 
in Studia Mathematica, 11 (1949). 
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Streszczenie. — Summary. 

O niezaleznych ciafach zbiorow i produktach kartezjariskich. 

ROMAN S I K O R S K I , Warszawa. 

Praca ukaze si§ pod tytuiem: Independent fields and cartesian products 
w Studia Mathematica. 11 (1949). 

ON A CERTAIN DEFINITION OF PROBABILITY. 

J E R Z Y S L U P E C K I , Wroclaw. 

This paper gives a definition of the finite probability, from which 
the axioms of the theory of probability result. The present contribution 
is part of a larger study on the foundations of the theory of probability. 

Streszczenie. — Summary. 

O pewnej definicji prawdopodobieňstwa. 

J E R Z Y S L U P E C K I , Wroclaw. 

W referacie podaJQ definicji prawdopodobieňstwa skoňczonego, 
z której wynikajčj, aksj ornáty rachunku prawdopodobieňstwa. Wynik 
ten jest fragmentem wiejsszej pracy o rachunku prawdopodobieňstwa. 

O TAK ZWANYCH ALGEBRÁCH PELNYCH. 

J E R Z Y S L U P E C K I , Wroclaw. 

§V 

Mech n bQdzie dowoln^ liczb.% naturalna, l> 2, A dowolnym zbiorem 
o n .elementach. Nie zmniejszaj^c ogólnosci rozwažaň založyc mogQ, 
že elementární tymi s% liczby naturálně <^ n. 

Algebry pelnq, nazywamy algebře., której terminy pierwotne pozwa-
laja, zdefiniowaó každá, funkcje, o dowolnej ilošci zmiennych przebie-
gaj^cych žbiór A i której wartošciami sa, elementy tego zbióru. 

Terminy logiczne, wystejpuj^ce w wyraženiaoh pelnych algebr 
zaczerpniQte &q, wyí^cznie z rachunku zdaň, gdyž ze wzgl^du na skoňczo-
nosc zbioru A, kwantyfikatóry nie s£j, potrzebne. 

W algebrách pelnych, o których be^dzie tu mowa, wyst^puja. dwa 
terminy pierwotne. Jeden z nich jest relacja, o jednyra argumencie 
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(funkcj^ zdaniow^) &(x), spelniaja^ warunek: 

0(x) jest prawda, wtedy i tylko wtedy, gdy x == 1. 

Drugim terminem pierwotnym jest funkcja dwu zmiennych F(x, y), 
spetniaj^ca warunki: 

F(x, y) = 1, gdy x #= y lub x = y = n, 
F(x, y) = x+ 1, gdy x = y i x < n. 

Warunki te možná uj^c w tabelk§ 

T l . 

ғ 1 2 3 . 
1 
2 
3 

2 1 1 . 
1 3 1 . 
1 1 4 . 

n — ì 
n 

1 1 1 . 
1 1 1 . 

n— 1 n-
1 1 
1 1 
1 1 

n 1 
1 1 

Algebra pełna nie może byó oparta na mniejszej ilości terminów 
pierwotnych ani też na dwu innych terminach pierwotnych o mniejszej 
ilości argumentów. 

Nie podaję dowodu, że algebra o terminach pierwotnych Ф(x) 
i F(x, y) jest pelna. Pominę również dowody wszystkich innych twierdzeń 
tej pracy. 

Twierdzenie I. Dla każdego naturalnego w]>2 system pełnej 
algebry o bazie w-elementowej jest niesprzeczny, aksjomatyzowalny 
i zupełny, to znaczy, że dołączając do niego dowolne wyrażenie zdaniowe, 
zanotowane w terminach właściwych tej algebrze, otrzymujemy zbiór 
wyrażeń, do konsekwencji którego należą dwa zdania sprzeczne. 

Twierdzenie II. Dlakażdego naturalnego n „ţ 2istniejewyrażenie, 
będące tezą tej i tylko tej algebry pełnej, której baza Hczy dokładnie n 
elementów. Istnieją również wyrażenia będące tezamì wszystkich algebr 
pełnych. 

Niech m i n będą dowolnymi Hczbami naturamymi, spełniającymi 
nierównośó m > ^ ^ 2 . Zakładam, że funkcja F(x,y) jest terminem 
pełnej algebry o bazie m-elementowej. Za pomocą tej funkcji można 
zdefiniować funkcję Fn(x, y), spełniającą warunki: 

Fn(x, У) = 15 gdy x ф y lub gdy x = y i n <£ x ^ m, (1) 

Fn(x,У) = x+Л,gåyx = yix< n. (2) 
Zmieniam na chwilę; oznaczenia i funkcję F(x, y), gdy jest ona terminem 
algebry o bazie ?г-ęlementowej notuję „Fn(x, y)"9 a więc tak jak funkcję 
określoną wzorami (1) i (2). 
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Twierdzenîe III. Jeśli oc jest wyrażeniem zdaniowym, w którym 
prócz zmiennych i symboli rachunku zdań występują tylko terminy 
,,Ф" i „Fn\ to ÕÍ jest tezą pełnej algebry o bazie w-elementowej wtedy 
i tylko wtedy, gdy oc jest tezą pełnej ałgebry o bazie m-elementowej. 

Twierdzenia I I i I I I możemy streśció w następujący sposób: O ile 
ograniczymy systemy do wyгaźeń niezawierających terminów zdefinio-
wanych, to dowolne dwie pełne algebry o bazach, mających róźną ilość 
elementów, krzyżują się, lecz jednocześnie algebra o bazie liczniejszej, 
wzbogacona o tezy, zawierające terminy zdefiniowane, zawiera algebrę 
o bazie mniej licznej. 

§2. 
Niech N będzie dowolnym zbiorem przeHczalnym. Nie zmniejszając 

ogólności rozważań założyб mogę, że jest on zbiorem liczb naturalnych. 
Relacja jednoargumentowa Ф(x), której argument przebiega zbiór 

N, niech spełnia warunek: 

Ф(x) jest prawdą wtedy i tylko wtedy, gdy x = 1. 
Funkcja F(x, y), określona w zbiorze N i przyjmująca wartości 

należące do tego zbioru, niech spełnia warunki: 

F(x,y) = 1, gdy x Ф y, 
F(x, y) = x + 1, gdy x = y. 

Warunki te można ująé w tabelkę 

ғ 1 2 3 . . . . 
1 
2 
3 

2 1 1 . . . . 
1 3 1 . . . . 
1 1 4 . . . . 

Algebry oparta, na tych terminach nazywaé b§d$ algebry o niesJcoň-
czonej bazie. Wszystkie terminy logiczne, wystejpuj^ce w wyraženiach tej 
algebry, nálezy do rachunku zdaň. 

Mech h be^dzie dowolna, liczb^ naturální i> 2. Za pomoc^ funkcji 
F(x, y), b^daxej terminem algebry o nieskoňczonej bazie možná zdefi-
niowac funkcji Fk(x, y) o wlasnosciach: 

Fk(x, y) = *> g<ty « 4= y lt-b gdy x = y i x I> fc, (3) 
Fk(x, y) = « + 1, gdy * = y i x < k. (4) 

Zmieniam na chwil^ oznaczenia i funkcjQ F(x, y), be^da^ terminem 
pelnej algebry o bazie k-elementowej notuj Q „^(a;, y)" a wi§c tak, jak 
funkcji okreálona, wzorami (3) i (4). 
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Twierdzenie IV. Ješlia jest wyraženiem, wktórym prócz zmiennych 
i symboli rachunku zdaň wystejcmja, tylko terminy „&" i ,,Ffcíc, to cc jest 
teza, algebry pelnej o bazie k-elementowej wtedy i tylko wtedy, gdy oc 
jest tez% algebry o nieskoňczonej bazie. 

System wi§c algebry o nieskoňczonej bazie, wzbogacony wyraženiami 
o terminach zdefiniowanych, zawiera každá, pelna, algebře.. 

Twierdzenie V. System algebry o nieskoňczonej bazie jest 
niesprzeczny, zupelny i rozstrzygalny, to znaczy, že istnieje metoda, 
pozwalaja.ca o každým wyraženiu tej algebry rozstrzygn^c za pomoc^ 
skoňczonej ilošci prób, czy jest ono tez^. 

Nie umiem natomiast odpowiedzieó na pytanie, czy systém algebry 
o nieskoňczonej bazie jest aksjomatyzowalny. 

Twierdzenie VI. Dia každej liczby naturalnej n^.2 istnieje 
wyraženie, b e ^ c e tez^ tej itylko tej algebry pelnej, której baza liczy 
dokladnie n elementów i nie bê dâ ce teza. algebry o nieskoňczonej bazie. 
Istnieje tež wyraženia, bQcl̂ ce tezami algebry o nieskoňczonej bazie, 
lecz nie bê dâ ce tezami žadnej algebry pelnej, jak równiež wyraženia 
be^d^ce tezami algebry o nieskoňczonej bazie i každej algebry pelnej. 

§ 3. 
Ciâ g nieskoňczony 

Fx(x,y), F2(x,y),... (5) 

jest ci^giem funkcji okreálonych w zbiorze N i przyjmuj^cych wartošci, 
náležíce do tego zbioru. 

Dia každego naturalnego i funkcja Fi(x, y) spelnia warunki 

Fi(x, y) = 1 gdy x + y, 
Fi(x, y) = x + i, gdy x = y. 

Warunki te možná ujâ c w tabelk§ 

FІ 

TІ 
1 
2 
3 

1 

1 + 
1 
1 

1 1 
2 + i 1 

1 3 + 

Dia róžnych wartoáci i tabelki te nie s^ izomorficzne. Jak latwo 
widziec, funkcja Fx(x, y) jest identyczna z funkcja F(x, y) poprzedniego 
paragrafu. Zaznacze, jeszcze, že przy pomocy funkcji Fi(x, y) možná 
zdefiniowac funkcja Fj(x3 y) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taká liczba 
naturalna k, že j = k , i. Za pomocy wi^c funkcji Fx(x, y) možná zdefini
owac každá, funkcja ci^gu (5). 

Mech a1 i oc2 bê da, dowolnymi wyraženiami, w których prócz zmien
nych i symboli rachunku zdaň wystejpuje tylko termin „<P" poprzedniego 
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paragrafu oraz w wyraženiu <x± termin „Fix(x, y) a w wyraženiu #2-termin 
„Fi2(%, y)il tak, že zmieniaj^c w wyraženiu oc1 wszystkie wskažniki „i-/* 
na }1iz

C{ otrzymujemy wyraženie # 2 . 
Twierdzenie VIL Wyraženie oc1 jest spelnione przez tabelk§ T(ix) 

wtedy i tylko wtedy, gdy wyraženie oc9 jest spelnione przez tabelk^ 
T{H). 

§ 4 . 

Niech Fpq be^dzie terminem pierwotnym ^-wartosciowego rachunku 
zdaň (n 2> 2). Wlasnoáci tego terminu okrešla tabelka T 1, § 1, przyczym 
wartošcia, wyróžnion^ jest 1. Dia n = 2 funktor ,,Fťí jest terminem 
Sheffera. Dia funktora tego przyjmujemy nastQpuj^ca. regule^ odrywania: 

Jesli FťxFjS/3 i a s ^ tezami, to /3 jest teza,. 
Systémy rachunku zdaň opařte na terminie ,,F-" sa. peme. Dia 

systemów tych prawdziwe sâ  twierdzenia analogiczne do twierdzeň I, 
I I i III , § 1. Równiež dla twierdzeň § 2 i § 3 istnieja. twierdzenia analogiczne, 
dotycz^ce systemów nieskoňczenie wielowartošciowego rachunku zdaň. 

Twierdzenia, dotycz^ce logiki 7i-wartošciowej o jednej wartošci 
wyróžnionej, možná uogólnic na logiki %-wartošciowe o wi^kszej ilosci 
wartoáci wyróžnionych. Termin pierwotny „Fpq" pelnego systému logiki 
7i-wartošciowej o k wartošciach wyróžnionych (n > k) spelnia warunki: 

Fpq — 1 gdy p = g = n lub gdy p =4= q i p > k, 
Fpq = p + l gdy p = q i p<n, 
Fpq = p gdy q^p + lip^k, 
Fpq = q gdy p 4= q, q + p + lip<LL 

WartOvSciami wyróžnionymi sa, 1, 2, ..., k. 

* 
Summary . — Streszczenie. 

On the so-called full algebras. 

J E R Z Y S L U P E C K I , Wroclaw. 

An algebra with a finite basis, primitive terms of which allow to define 
all possible functions and relations of the algebra in question, is termed 
in the present paper ,,full algebra". 

Let the numbers 1,2, ..., n constitute the elements of the basis. 
The primitive terms of a full algebra are: 
a) The relation &(x) fulfilling the condition: @(x) holds then and 

only then if x = 1. 
b) The function F(x.P y) is defined by table L 
The system of a full algebra is axiomatizable. 
A close relation exists between full algebras and full systems of the 

%-valued propósitional caculus. 
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O SUMIE SKOŇCZONEJ LICZBY LICZB PORZADKOWYCH. 

ANTONI WAKTJLICZ, Katowice . 

W pracy pod powyžszym tytulem wyznaczylem liczbç najwiçksza, 
mn róžnych wartošci, które przyjmowac može suma ̂ liczb porzadkowych 
(n daná liczba naturalna), gdy wykonujemy n\ permutacji skladników 
rozwažanej sumy. Okázalém mianowicie, že 

mn = 8 1 ^ ^ - » + l m*-1-™^ dla n > 20 

i obliczylem wartošci mn dla n <^ 20 
Nasuwa sie. tutaj zagadnienie: 
Czy dla každej liczby naturalnej h <^ mn istnieje n liczb porz^dko-. 

wych, których suma przyjmuje dokladnie h róžnych wartošci, gdy roz-
wažamy wszystkie permutacje skladników? 

Dla n<^4: odpowiedž jest pozytywna. Udowodnilem jednak, že juž 
dla n = 5 odpowiedž jest negatywna: Okázalém mianowicie, že (wobec 
m5 = 33) niema takich 5 liczb porzadkowych, których suma przyjmo-
walaby 30 róžnych wartošci przy wszelkich permutacjach jej skladników. 

Praca ukáže sic W Fund. Math., 36, 254—266. 

Résumé. — Streszczenie . 

Sur la somme d'un nombre fini de nombres ordinaux. 

ANTONI WAKULICZ, Katowice. 

J'ai déterminé le nombre maximum mn de valeurs distinctes que 
peut prendre une somme de n nombres ordinaux (où n est un nombre 
naturel donné), lorsqu'on effectue toutes les n\ permutations des ter
mes. J'ai démontré que 

mn = 816-^^-^+1 iQzn-i-bE^ p o u r n > 20 

et j 'ai calculé les valeurs de mn pour n <J 20. 
n étant un nombre naturel donné, le problème s'impose: 
Existe-t-il, pour tout nombre naturel h <1 rhn, n nombres ordinaux 

dont la somme admet, pour toutes les permutations de ses termes, h et 
seulement h valeurs distinctes % 

Pour n^4c la réponse est affirmative. J'ai démontré qu'elle est 
négative pour n = 5. A savoir, j 'ai établi que ra5 = 33 et qu'il n'existe 
aucune somme de cinq nombres ordinaux qui puisse prendre 30 valeurs 
distinctes. 

Le travail va paraître dans Fund. Math., 36, 254—266. 
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