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Gasopis pro pdstovani matematiky a fysiky, ro&. 74 (1949)

V.

P¥ednasky v sekcich.

l. sekce:

Matematickd logika a theorie mnoZin.

CERTAIN NOTIONS OF THE THEORY OF NUMBERS AS
APPLIED TO THE PROPOSITIONAL CALCULUS.

HENRYK GRENIEWSKI, Warszawa.

1.

In the propositional calculus functions containing more than two
variables have been as yet very little studied.!) It seems advisable
to elaborate general methods of studying functions containing n variables
and belonging to the propositional caleculus. It appears that in such
studies rather unexpected assistance may be obtained from certain
notions of the theory of numbers, in particular from several functions
built by means of the ,,Entier‘, and among these from the notion of
binary development of the natural number. The present communication
refers exclusively to the two-valued propositional calculus.

The symbolism used in this paper is as follows: propositional varia-
bles are letters pp;Ps ... ¢1ds -« 7175 ... 8885 ..., falsum A, verum V,
negation ’, sum @, product @, implication —, equivalence <—s>, quanti-

1) To the exceptions known to the author belongs the paper by S. JASKOWSKI,
Trois contributions aw calcul des propositions bivalent, Torun 1948. Functions con-
taining n variables and belonging to the propositional calculus were the subject-
matter of the author’s communication Functors of the Propositional Calculus,

VI Congress of Polish Mathematicians, Warsaw 1948, hereafter called ,,the previous
communication‘‘.
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fiers Z n .2) The definitions of difference and symmetrical diffe-
P1eDy Dro..Dy,
rence are introduced:

PO q=pipOq (1.01)
P—q¢=p (PO DO D (1.02)

Natural variables (i. e., variables for which only the names of natural
numbers may be substituted) are letters kkk,... U1, ... mmym, ...
..MMM, .. .. By the ,,scheme of the propositional variable ’an expression
is meant which contains at least one natural variable and which becomes
a propositional variable after substitution in it of a name of a natural
number for every natural variable contained in it. Thus schemes of
propositional variables are, e. g., the expressions p;g;rns, and the expres-
« sions Pr4i g Sit. By the ,,scheme of an expression belonging to the lan-
guage of the propositional calculus‘ an expression is meant which contains
at least one natural variable and which, after substitution in it of a name
of a natural number for every natural variable contained in it, becomes
an expression belonging to the language of the propositional calculus. Thus
schemes of expressions belonging to the language of the propositional
calculus are, e. g., the expressions

Pe—>Q Pn<—>Tn Pr+l——Tm.y .

Finally, by the ,,schemes of a thesis belonging to the propositional
calculus‘‘ an expression is meant which contains at least one natural
variable and which, after substitution in it of a name of a natural number
for every natural variable contained in it, becomes either a thesis belon-
ging to the propositional calculus or an implication in which the hypo-
thesis is a thesis belonging to the arithmetics of natural numbers, and
the thesis is true in the propositional calculus. Thus schemes of theses
belonging to the propositional calculus are, e. g., the two following
expressions:

P = Pi
(m +m=2.m) > (Pnitm—> Pz.m)
Instead of we write briefly
n
P1s Pas -+ Pu Ny
k=1
n n
D1 P2y -+ Py Q15 925 <+ 5 n Spk qu
k=1 I=1
) ’ n
INCINCES »

2) In the previous communication the author formulated the method of
introducing the quantifiers into the propositional calculus.
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N
PO ...00p, . ﬂpk

(p1 © Pp) = ¢ PO Py —>¢
In the study of propositional functions each containing n propositional
variables an essential role is played by the following scheme of the
propositional function containing n -+ 2" propositional variables

n Pl
S preSaq
r=1" 1=1
recursively defined as follows?®) - :
» P1.€ 192 =y (P —q) © (sz_:* qs) (111)
ngl 22+l . n M g on+1
Spr € 8¢1.=Dp;j Pn+1 € (S € 891)(Spr € Sqr) (1.12)
"ok=1 l=1 k=1 l=1 k=1 j_on ] .
In conformity with this scheme we obtain, e. g., | :
P12 € 11929594 =Ds D2 € (D1 € 192)(Py € 9594)- - (L13)

Three operations on natural numbers, all of them built by means
of the ,,Entier (&), will be useful:

n—1 n—1
m*’ﬂ:DJ'EWT——Z.E om (1.21)
an ;D, m———2”.E'm2—n-1 (1.22)

) —1 ‘
mYn—p1tB™ (1.23)

on

The expression m * n is read ,,the m-th digiﬁ (figure) of the .binar§
development of the number n — 1¢. . '
The expression p” is defined so that

PP—p  ple—p (1.31)

For values other than 0 or 1 of the exponent n the expression p is inde-
finite. Since, as can be easily noticed,

mxn=0)@ (m=*n=1) (1.41)

then the expression p”*» possesses definite value for all correct substi-
tutions for the propositional variable p and the natural variables m, n.

2.

The following schemes of theses beionging to the propositional
calculus have been proved:

3) Compare the pre\)ious communication, propositions 3. 11, — 3. 12,
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on

" 2" LI 2/ -
(Spke qu) 2 (ﬂm )@qz (2.11)
=1 I=1 . -

k l=1\k=1
n’ v2" . n n Lkl .
(Spk € qu) 11 ( P ) —q (2.12)
: k=1 1=1] - =1 \k=1 ' .
For instance, .
(P12 € 4192959a) <> (2.13)
<> (P O P Oq) D (PO P © ) D (9O POgs) D (p © P, @ ¢y)
(P12 € ©19295%8) <> (2.14)

>0 O P > 1) © (P O Py’ =) O (1 © py—>¢5) O (P1OP,— )
‘Each of the schemes 2.11, 2.12 may well replace the recursive
scheme 1.11—1.12.

on ))L ' .
L2 (Sm equ) > qu 2.21)
PL..Pp \k=1 l
For instance,
pzp (P1P2€ 019:93%) <> 01 D 1. D ¢ D ¢ (2.22)
1rVs ),l ))l .
I1 ( Spr e qu) e H @ (2.23)
PLePy \
For instance, = _ . o v
I—I (P12 € €1929392) <> §1 © €2 © ¢ Q 94 (2.24)
P1D2 " n\ N on
(SpkeSql) H(SpkeSq’l)- . . . (2.31)
S \k=1 =1 k=1 I=1 o
For Instance, _ -
S (D1P2 € 19:590) <> (PP € €2'95'065'0)- - (282)

If the following expression

n o2n n o2n
. [(SpkegS’ql O(Sp],,eSTl ]<—-—>
k=1 i=1 k=1 I=1

is considered, then, after substitution in it for the ,,circle* of one of the
following symbols:

[Spk,e S*(q,on)]__ (241)
k=1 1I=1 :

3

DO > > =
a scheme of a thesis belonging to the propositional calculus is obta,med )
for insta ce

[(Preqig) @ (Prerr)) <> [pre (@ @)@ @r)] - (242)
[(P1P2 € 192959s) — (D1P2 € T173737,)] <— ‘
= [(P1pa € (@1 = 71)(g2 = 72)(@s — 73)(da “"‘ )l (2.43)

4) Compare the previous communication, scheme 3. 31.

135



If the following expression
m om n 2n “m on 2mtn

[( Spr € Sn) O ( Sqy, € ;S’sl)] <> [ SprSqr € 8 (rixmOSivm)| (2.51)
=1 1=1 k=1 =1 E=1k=1 I=1

is considered, then, after substitution in it for the ,,circle‘ of one of the

following symbols:
D O —> <

a scheme of a thesis belonging to the propositional calculus is obtained,
for instance
[(pypy € 177g7s) © (g € 8185)] <> [P1P2g1 € (11, © 8y)
(r © 8;)(r3 © 81)(r4 © 81)(r1 © 85)(72 @ $3)(r3 © 85)(r4O8p)]  (2.52) -
[(gy € 8382) @ (P1Pg € T4¥arsTs)] <> [(1D1P2 € (51 © 7y)
(820 71)(8;, © 75)(8; @ 73)(81 © 73) (83 © 73)(8y @ 74)(s2 © 74)]  (2.53)

(g€ VA)O@p2e VAAN)]<—
<> (@12 e VAANANAN). (2.54)

*

Streszczenie. — Summary.

Zastosowanie pewnych pojeé teorii liczb do rachunku zda#.
HENRYK GRENIEWSKI, Warszawa.

W komunikacie niniejszym formuluje ogdélng metode badania’
funkcyj wielu zmiennych w rachunku zdan. W metodzie tej do$é niespo-
dziewanie odgrywajg istotng role niektdre (elementarne zreszta) pojecia
teorii liczb (zdefiniowane przy pomocy ,,Entier ).

»Z BADAN NAD ROZSTRZYGALNOéCIA ROZSZERZONE])
' : _.ALGEBRY BOOLFE’A.

STANISEAW JASKOWSKI, Torus.

Przez elementarne wyrazenie sensowne algebry Boole’a rozumiemy
wyrazenia sensowne nie zawierajace innych zmiennych, niz wolne lub
zwigzane zmienne elementarne tzn. reprezentujgce elementy ciata Boole’a.
W r. 1940 Tarskr znalazl metode rozstrzygania elementarnej algebry
Boole’a; metoda ta jest dotychezas nieogloszonal) i nieznana mi. Otrzy-

1) A. TARSKI: A decision method for elementary algebra and geometry, Santa
Monica Cal., 1948, 1—47.
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malem obecnie wynik nieco ogdlniejszy, mianowicie rozstrzygalnogé
elementarnej teorii pier§cieni Boole’a. Ponadto badalem zagadnienie
rozstrzygalno$ci rozszerzonej czyli calkowicie addytywnej algebry Boole’a.
Metoda rozstrzygania daje sig tatwo uogdlnié w taki sposéb, aby roz-
strzygala klase elementarnych wyrazen sensownych rozszerzonej algebry
Boole’a. Istnienie sum zx i iloczynéw nx w przypadku elementarnego
&(z D(x)

warunku @(z) wynika z za),}oZenia stwierdzajgcego istnienie sumy wszyst-
kich atoméw. ‘

Werdd twierdzen rozszerzonej algebry Boole’a niech B, bedzie klasg
réwnodei zawierajgeych zmienne elementarne i jedng zmienng reprezen-
tujacq zbiory elementéw ciala Boole’a. Klasa F, jest nierozstrzygalna,
gdyz zagadnienie rozstrzygalno§ei wezszego rachunku predykatéw
sprowadza sie do zagadnienia rozstrzygalnosci klasy E,.

*

Summary. — Streszczenie.

On the decision problem of the totally additive Boolean algebra.
STANISEAW JASKOWSKI, Toru.

By elementary formulae of Boolean algebra we understand formulae
which contain free or bounded elementary variables i. e. only such as
represent elements of a Boolean field. In 1940 TarskI found a decision
method for the elementary Boolean algebra, but his method is still
unpublished!) and unknown to me. I have now obtained a somewhat _
more general result, namely the decisibility of the elementary Boolean
ring theory. Moreover I examined the decision problem of the totally
additive Boolean algebra. The decision method may be easily generalized
so as to give the decision of the class of elementary formulae of the
totally additive Boolean algebra. The existence of sums Za: and products

T D(x)
nx in the case of elementary conditions @(x), is a consequence of the
D(x)
existence of the sum of all atoms.

Among the theorems of the totally additive Boolean algebra let
E, be the class of equalities which contain elementary variables and one
variable representing sets of elements of a Boolean field. The class E,
is undecisible, since the decision problem of the lower predicate calculus
may be reduced to the decision problem of the class E,.

137



* SUR UNE EQUIVALENCE POUR LES FONCTIONS:
BRONISLAW KNASTER, Wroclaw.

. [Colloquium Mathematicum, 2 (1949—1950), 1—4.]

En rapport avec les résultats de J. Aczgr, Bull. Amer. Math. Soc., 54
(1948), 392—400, et de C. RYyLL-NARDZEWSKI, Studia Math., 11 (1949),
31—37, concernant les moyennes, le.théoréme général suivant est
démontré pour les fonctions croissantes arbitraires M(x,y) de deux
variables arbitraires: la réunion des trois propriéés, & savoir la bisymétrie
MM (z,y), M(z,w)) = M[M(=z, z), M(y, w)], la réflexivité M (x, %) = x et la
symétrie M(z,y) = M(y, z), équivaut & la propriété Mz, M(y,z)] =
= M[M(z, y), M(z, x)], dite par Pauteur distributivité en soi et qui a été
introduite par J. G.-MIKUSINSKI. :

*

Streszczenie. — Résumé.
O pewnej rownowaznosici dla funkcyj.
. BRONISLAW KNASTER, Wroclaw.

[Colloqﬁium Mathematicum, 2. (1949—1950), 1—4.]

W zwigzku z wynikami J. Aczgra, Bull. Amer. Math. Soc., 54 (1948),
392—400, i C. Ryrua-NarpzZEWSKIEGO, Studia Math., 11 (1949), 31—37,
dotyczacymi $rednich, autor dowodzi nastepujacego twierdzenia ogdlnego
o dowolnych funkecjach rosngcych M (z, y) dwu zmiennych dowolnych:
koniunkcja bisymetrii MM (z, y), M(z, w)] = M[M(z, 2), M(y, )], zwrot-
nosct M(z, x) = x © symetrii M(x,y) = M(y, x) jest réwnowaina wlasnosci
Mz, M(y, 2)] = M[M(x,y), M(z, x)], zwanej przez autora samorozdziel-
nosciq, a wprowadzonej przez J. G.-MIKUSINEIEGO.

SUR LA NOTION D’INDEPENDANCE DANS LA
METAMATHEMATIQUE.

JERZY LOS, Wroclaw.

Le but de cette Note est d’établir une correspondance entre deux
notions d’indépendance: celle de la métamathématique (indépendance
d’axiomes) et celle de la Théorie générale des ensembles (indépendance
dans les algebres de Boole).

B =<4, ~, +, > étant une algtbre de Boole généralisée, V'en-

semble X C A s’appelle ensemble des éléments indépendants algébri-
quement dans B lorsque ’équivalence

@+ W+ oo Uy Wy F e F Amt ~ O+ (1)

;
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n’a lieu pour aucun m, k naturel ni pour aucune suite a,, ..., Gy, +j d’élé-
ments de X d].fferents d&ux a deux.!) - .

Soit maintenant T = <8, Ly.—; ") une theome deduct1ve2) posons
poura,beSet X CS:

a+b=a-—>b; (2

a~b. o : . (3)

lorsque ‘ . ’
a—>bel et b—>ael; ‘

‘a e Cn(X) (4)

lorsqu’il existe une suite a, .. sane X, telle que” T

a, m —ae L.
M. A. TARS‘KI a établi le théoréme suivant:?)
Si T=S L ()
est une theome deductwe alors '
By =<8, ~, +, >
est une algébre de Boole.,

Nous dirons que l’ensemble X CS est un ensemble d’ elements '
1ndépendants metamathématzquement si i pour chaquea eX ona

On(’f —fa) = C'n(X) (6)
On prouve facilement que
Si- s TT=S L , (7)

est une tkeone deductwe et st X C8S estun. ensemble d’éléments mde’pendants
a_lgebmquemgnt dans..ﬂ%g, alors X est un ensemble d’éléments indépendants
métamathématiquement. L’ implication inverse n’a pas liew.,

Ainsi la notion d’indépendance algébrique de la théorie générale
des ensembles se montre plus forte que I'indépendance métamathéma-
tique. Elle a été étudiée par certains auteurs, au pomt de vue métamathé-
matique, sous le nom d’indépendance compléte )

1) Voir E. MARCZEWSKT: T ndépendance d’ensembles et prolongement de mesures,
) Coll Math., | (1948), 122.

“2) Voir A. TARSKI Grzmdzuge des Systemenkalkuls, Fund Math., 25 (1933),
501—526.

%) Voir p. ex. SHINANGHAW WANG: A4 system of completely independent amioms
for the sequence of natural numbers, Journal of Symbolie Logic, 8 (1943), 41—44.

- *

139



Streszczenie. — Résumaé.

O pojeciu niezaleznosci w metamatematyce.
JERZY EOS, Wroctaw.

Zestawienie niezalezno§ci w sensie dzialan ogélnej teorii mnogosci
z niezalezno$cig metamatematyczng (aksjomatéw) na gruncie algebry
Boole’a wykazuje, ze ta pierwsza jest pojeciem istotnie mocniejszym.
Byla ona rozpatrywana przez niektérych autordw pod nazwg niezalez-
noéci zupelnej.

SUR LA NOTION DE DECISION SIMPLE POUR LES MATRICES
DE LA LOGIQUE A DEUX VALEURS.

JERZY LOS, Wroctaw.

L’auteur établit une correspondance entre la notion de décision
simple pour les matrices de la logique & deux valeurs?) et la notion d’indé-
pendance algébrique des ensembles?) en se servant du fait que toute
matrice équivalent & la matrice & deux valeurs de Schroder et normale
peut étre envisagée comme une algébre de Boole.

*

Résumé. — Streszczenie.

O pojeciu pojedynczej rozstrzygalnosci matryc dwu-warto$cio-
wego rachunku zdan.

JERZY EOS, Wroclaw.

Korzystajac z tego, ze kazda matryca normalna i réwnowazna
zwyklej dwu-warto$ciowej matrycy Schrodera moze byé¢ rozpatrywana
jako algebra Boole’a, autor bada zwiazki, jakie zachodzg miedzy pojeciem
pojedynczej rozstrzygalno$ci dla takich matrye, a pojeciem niezalezno$ci
algebraicznej zbioréw.

O PEWNYM KRYTERIUM PRZELICZALNE] ADDYTYWNOSCI
» MIARY.
EDWARD MARCZEWSKI, Wroctaw.
‘Miara (t. j. addytywna nieujemna funkcja zbioru okreslona w ciele
-zbioréw M) nazywa sig¢ przeliczalnie addytywna, gdy dla kazdego ciagu

1) Voir J. L.08: Sur les matrices logiques, Coll. Math., | (1948), 837—339.
2) Voir E. MARCZEWSKI: Indépendance d’ensembles et prolongement de mesures,
Coll. Math., I (1948), 122.
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zbioréw rozlgeznych E, e M takich, ze &, + E, + ... e M, mamy

p(By + By + ...) = plBy) + p(By) + ...

O rodzinie zbioréw F méwimy, ze ma wlasnodé (c), gdy dla kazdego
ciggu zbioréw F,eF relacjia F,:F,-...-F, 4+ 0 dla n=1, 2, ...
pociaga za sobg Fy - F,- ... & 0.

O mierze yu w ciele M méwimy, ze ma wlasnosé (I), gdy istnieje
rodzina F o wlasnoSci (¢) taka, ze dla kazdego M ¢ M i kazdego ¢ > 0
istniejg zbiory F € Fi M, e M spelniajace warunki

M, CFCMiudM—DM)<e.

Twierdzenie |. Kazda miara o wlasnosci (1) jest przeliczalnie
addytywna. '

Twierdzenie 2, Jezeli miara y w M na wlasno$é (1), to jej prze-
liczalnie addytywne rozszerzemie ma mnajmniejsze o-cialo zawierajgce M
ma réwniez wlasnodé (I).

Z hipotezy continuum wynika

Twierdzenie 3. Istnieje miara przeliczalnie addytywna w pewnym
o-ciele, nie majqea wlasnoses (I).

Summary. — Streszczenie.

On a test of the g-additivity of measure.
EDWARD MARCZEWSKI, Wroctaw.

A measure (i. e. anon negative set function in a field M of sets)
u is called o-additive if

wEBy + By + ...) = u(By) + () + ...

for each sequence of disjoint sets K, ¢ M, such that B, + F, + ...e M.

We say, that a class F of sets has the property (c), if for each sequence
of sets FeF the relation F,- Fy-...- F, % 0 for n = 1,2, ... implies
Fi-Fy-...%0.

We say, that a measure u in M has the property (1), if there is a class
F with the property (c) such that for each M ¢ M and each &£ > 0 there is
aset F e Fand a set M, e M which fulfill the conditions

M CFCM and u(M—My) < e

Theorem |. Each measure with property (1) is o-additive.

Theorem 2. If a measure y in M has the property (1) then the o-adds-
tive extension of w to the smallest o-field containing M has also the pro-
perty (1).

The continuum hypotesis implies the

Theorem 3. There is a o-additive measure in a o-field of sets
without the property (1)..
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SUR QUELQUES SIMPLIFICATIONS DE LA THEORIE
AXIOMATIQUE D’ENSEMBLES DE VON NEUMANN.

MILOS NEUBAUER, Praha.

I. Cette communication concerne le mémoire de J.voN NEUMANN:
Die Awiomatisierung der Mengenlehre, Math. Zeitschr., 27 (1928), 669.1)
Les axiomes I. 4. et 11. 2. permettent de désigner par C(u) la. fonction
qui est partout égale & u. La premiére partie du lemme 3 permet de désig-
ner par <{p @ z) la fonction £ telle que, ¢ et z étant donnés, on a partout
[, y] = [Kp ® 2>, y]. Je désigne par & une fonction f1xe satisfaisant
alax. III. 1., et j’exprime comme lemme 4 la régle suivante (voir p. 685):

Lemme 4. Sip < y et si y est un argument, alors o est aussi.

2. Je vais prouver que U'introduction de la fonction {z; w_} (voir le

th. 1a) n’est pas indispensable. Elle n’est, en effet, d'une part qu'un cas

@y

particulier de la fonction ( (voir le th. 3a), ou l'on a pose Q=

= C(u), y = C(w) ety =<0@ u) D’autre part on peut établir les th. 2a
et 2b sans faire l'usage de cette fonction. A ce but j’exprime la deuxidme
partie du lemme 3 comme il suit:

(?) ¢ étant donné, il existe une fonction X telle que <gpe xy étamt un
argument, on a [y, x] = <<p o>

et je démontre que

(#2) (O ® z) est un argument pour chaque x.

Supposons (cf. p. 6886), par contre, ’existence d’un = tel que {(J ® z)
ne soit pas un argument. D’apres Pax. IV. 2. on en déduit l'existence
d’une fonction ¢ telle qu'on a [g,y] =4 =[{d@x),y] et [g,2] =
= B == 4 = [{d ® ), 2] avec des arguments y et z convenables. On en
tire y = x = 2, ce qui est contradictoire. » _

Ainsi (3 ® 4) est un argument et comme C(4) < (5@ 4), il suit
du lemme 4 que C(4) est un ensemble. Done, en posant 0 = C(4),
on a le th. 2a.

En rapprochant (¢) et (4¢), on peut désigner par A la fonction telle
qu’on a toujours [4, 2] = {J ® x). Pour avoir-le th. 2b, il suffit de poser
{u} = B({d ® u)) (voir le th. 7a) et de remarquer qu'on a {u} = [y,
[4, u]] (p d’aprés le th. 7b) = [, u] (p d’aprés ax. I1. 7.).

3. Par une analyse détaillée de N on trouve que ce ne sont que les

deux cas suivants du th. 3b qui sont employés dans les raisonnements
de N.

1) Ce travail est cité par N. Toutes les renvois aux pages, axiomes, lerames et
théorémes s’y rattachent. On suppose la connaisance des chap. I.—IIL. Quant’ & la
terminologie: I-Ding = argument, II-Ding = fonction, Bereich = domaine,
Menge = ensemble. ' :
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@ly

@ étant donné, il existe une fonction & telle que v, y, =

<p|w)
B

Il existe une fonction & telle que @, v, ¥,

ona [& Lo,y 0] = (¢Iw)

Or, je dis qu’on y peut supprimer la condition que (tp l"P) S0t un

étant

des arguments, on a [&, {y, x>] = (

ply

=7 étant des arquments,

argument. Pour cela je définis, en général, les domaines @, ¢ + y et gy
(on ne définit que H + J et HJ dans N) comme suit: en faisant corres-
pondre & @ une fonction y d’aprés le lemme 2a, je pose @ = B(yp); en
attachant au couple g,y des fonctions y, et y, resp. d’apres les lemmes
2b et 2¢, je pose @~y = B(yy) et gy = B(y,). Cela étant, on s’assure
(¢ Lw) ,\;(px + pyx et par conséquent ((%1’2) <@+ 23
Or, le raisonnement dans la démonstration du th. .4b restant-valable
pour le cas plus général traité ici, on conclut de la dermiére relation

w!w)l,

aisément que

d’apreés le lemme 4 que, vy, y étant des arguments, est aussi.

4. Je vais établir qu'on peut démontrer le th. 12b sans lax. V. 3.,
en s'appuyant seulement sur Uax. V. 2.3) Avant tout le th. suivant qui
est plus faible que le th. 12b et qui n’emploie pas I'ax. V. 3. est sfirement
vrai:

(118) Il existe unme fonction @ telle que, H,J, [(H,J)| (voir le th. 12a)
étant des ensembles, on a [p, (H, J) | = { {H, )|

Reste & prouver sans 'ax. V. 3. que
(iv) H,J étant des ensembles, |[{H, J)| Vest aussi.

Pour cela, en appelant classe tout domaine dont chaque élément est un
ensemble, je vais démontrer les deux propositions suivantes:-

(v) H étant un ensemble, chaque [CH, {v})| Uest aussi.

A tout ensemble H il existe une fonction h telle que pour chaque J
(v1)3|lh, ]| (v01r le th. 10a) est une classe et qu'on a
<S( (A, J]|) (voir le th. 8a).4)

L’ensemble H et T'argument v étant donnés, on a pour chaque
u {u, vy = {[f, u], [C ,u] > (f d’aprés Vax. I1. 1. ) (h, u] (b d’aprés
Pax. IL. 6.), ce qui entrame I'égalité |(H,{v})| = |[h, H]|, et comme

2) Cette inégalité suffit pour mon but. Mais je voulais noter aussi ma defmltlon
des domaines @ et gy, parce qu’elles sont tout & fait naturelles et peuvent, en outre,
servir & éliminer le lemme 1 des raisonnements de N. '

3) Alors tous les raisonnements de N qui n’utilisent pas le th. 11b, basé sur
I’ax. V. 3., deviennent indépendants de cet axiome:

4) On améme [<H, J>| = S(|(h, J]))- -
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(A, H]I est un ensemble d’aprés le th. 10b (indépendant des ax. V. 2.
et V. 3.), |KH, {v})| l'est aussi, c. q. f. d.

Soit H un ensemble donné. On a pour chaque v d’apres (i) et (v),
en temant compte du th. 2b, |[<H,{v})| = [p, (H,{v}>] = [{p @ H),
[, v]] ( d’apres le th. 2b) = [A, v] (A d’apreés l'ax. IT. 7.). On en déduit
que, pour chaque J, |[k, J]| est une classe et qu’on a les implications
suivantes:

ze|(H, Jy|=>ilexiste unvtel queve J et w e [<H, {v})| = [h, v] =

=il existe un ensemble y tel que ze ye |k, J]| =z eS(|[2, J]|),

c.q.f. d. ‘

Maintenant on tire (4v) du lemme 4 et de (v2), en s’appuyant sur les
th. 10b et 8b, dont le dernier est basé sur ’ax. V. 2.

*

Vytah. — Résumé.

O nékterych zjednoduSenich von Neumannovy axiomatické
theorie mnoZin.

MILOS NEUBAUER, Praha.

Toto sdéleni se tykd zjednoduSeni vztahujicich se k vétdm 2a, 2b,
3b a 12b price J. von Neumanna: Die Axiomatisierung der Mengenlehre,
Math. Zeitschr., 27 (1928), 669.

ON THE ORDERED CONTINUA OF THE POWER 2% CON-
TAINING A DENSE SUBSET OF THE POWER ¥,.

JOSEF NOVAK, Praha.

From the given ordered point-sets P it is possible to construct by
means of the identification method new ordered sets. This method
is based on the following order rule: Let P be an ordered point-set and )
a disjoint system of points and non-void intervals such that U C P.
Let us define: X << Y for X € P, ¥ e P whenever z < y for all points z
of the point-set X C P and all points y of the point-set ¥ C P. The
following theorem holds: Let P be an ordered continuum; let 9> be a dis-
joint system of points and closed intervals of P such that P = UD.
Then 9P is an ordered continuum too. "

This theorem is applied to the lexicographically ordered point-set P,
the elements of which are the transfinite sequences of 0 and 1.

v = [23] = g2y -:. 25 ... A< Q) -
where z; = 0 or x; = 1 and £ is the first uncountable ordinal. After
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1dent1fy1ng the neighbour points we get an ordered cont‘,lnuum Q of the
power 27,

Definition. Let « >0 be a countable ordinal. Let Toby -

(A < &) be a countable sequence of 0 and 1; all points [2;] € Q, Where
23 = 13 for A < o, form an interval I C @ which will be called an interval
of order x and will be denoted by Iigi, ... %; ... (A < &).

Let us denote by S (k=1,2,...,6) the system of all intervals
Ligiy ... 4 ... C Q of the least limiting order « such that the following
property ( ) is fulfilled:

1. 4; = 1 for an infinite number of indices 4 < «

2. 43 = 0 for an infinite number of indices 4 < &

3. 4, = 0 and 7y = 1 for an infinite number of indices 1 < « and
)’ < & while after every index 1 < « there follows an index A’ <C «x and
conversely after every index A’ << « there follows an index 4 < «.

4. the same as (3) or there exist two ordinalsy << f < «, f islimiting,
such that i, = Ofory < A< B,and i = Lfor X A< v,

5. the same as (3) or there exist two ordinals y < < «, 8 is limi-
ting, such that 4; = 1 fory < 1 < Band ¢; = 0forﬂ<l<a

6. the same as (4) and (5).

If we add to the system €; all elements of the point-set @ — UGS,
we get a disjoint system Yy, of closed intervals and points of @ such that
Q = UPy. According to the theorem every Py is an ordered continuum.

The continua Py, (k = 1, 2, ..., 6) have some interesting properties.
E. g. the continuum 9P, contains two kinds of points namely points with
characters ¢y and ¢y. The continuum 9P, contains points with four
respective characters ¢y, €y, €19 and c¢;;. This continuum seems to be
Berystrivs Ultracontinuum. The most remarkable continuum is Y,
which contains points of two symmetric characters Cao and cy,.

The points of every kind form a dense subset in ;. Especially all
points with the character ¢, (¢, 7) £ (0, 0), form a dense subset of
the power ¥,. Every continuum ) has the power 2.

*
Vytah. — Summary.

O x,-separabilnich uspo¥idanych kontinuich mohutnosti 2%,
JOSEF NOVAK, Praha.

Z usporddanych bodovych mnozin P se daji sestrojit methodou
identifikace urditych intervald nové usporddané mmnoziny. Plati tato
véta: Necht P je uspofddané kontinuum. Necht 9 je disjunktni systém
bodi a uzavienych intervald v P takovy, Zze P = UQP. Pak P je rovné

usporddané kontinuum. Této véty se uZije na lexikograficky uspofddanou
mnozinu P, jejiz elementy jsou transfinitni posloupnosti 0 a 1

x=[2;] = 2oy ... 75 ... A< 2
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kde z; = 0 nebo = 1 a 2 je prvé nespodetné ordindlni ¢islo. Po identifi-
kaci kaZdych dvou sousednich bodid vznikne uspofddané kontinuum .
Sesti Ttiznymi identifikacemi v @ je definovéno Sest rtiznych uspo-
fddanych kontinui C))k (k=1,2,..., 6) o mohutnosti 2°.
Kontinua 9P maji zajimavé vlastnostl Tak na p¥. ‘-))1 obsahuje body
dvojiho charakteru ¢y, a cy. Kontinuum 9, obsahuje body &tverého
_charakteru ¢qy, €1, €10 @ €1,. Nejzajimavéjsi jest kontinuum Pg obsahujict
body se symetrickymi charaktery c,, nebo ¢,y. VSechna Py jsou X;-separa-
bilni, nebot body o charakterech ¢y, kde (7, §) % (0, 0), tvofi mnoZinu
mohutnostl ¥;, jeZ je hustd v C))L

SOME THEOREMS ABOUT THE INTUITIONISTIC AND LEWIS
FUNCTIONAL CALCUL! OF FIRST ORDER.

HELENA RASIOWA, Warszawa.

In this paper theorems about the intuitionistic and Lewis functional
ealculi are proved, by applying the algebraical method introduced
by MosTowsEI.?!)

Let Fi(I,I') be a set of all k- -argument (k = 0, 1, 2, ...) functions,
the argument of which runs through a non-void set I and the values
.of which belong to an abstract algebra I.

A function @ is an (I, I') functional if its values belong to I" and if
it has a finite number of arguments running through I and Fy(Z,I")
(k=0,1,2..).

The algebraical method consists in conceiving every formula of
a functional calculus as an (I, I') functional @ 4.

By the Lewis functional calculus we understand the system with
quantifiers based on the system S4 of the Lewis sentential calculus.

We prove the following theorems which are stronger than similar
results obtained independently by HENEKIN.

1. For every formula A of the intuitionistic (Lewis) functional
calculus the following conditions are equivalent:

1° 4 is deducible in this system,

2° the (I, I') functional D 4 is identically equal to O (1) for every com-
plete BROUWERIAN (closure) algebra I' and every non-void set I.

II. There exists a complete BROUWERIAN (closure) algebra I,
such that conditions 1° and 2° are equivalent to the following:

3° The (Iy, I'y) functional @4 is identically equal to 0 (1) for the set
1, of all positive integers.

The theorem for intuitionistic functional calculus gives an answer
to two problems proposed by MosTowsKI in his paper mentioned above.

1) A. MOSTOWSKI: Proofs of non-deducibility tn intuitionistic functional calculus,
The Journal of Symbolic Logic, 13 (1948), 204—207.
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The theorems about the intuitionistic and Lewis functional calculi
may be considered as generalizations of the completeness theorem of
GopEL?) for these systems.

They also may be conceived as generalizations of similar results for
the sentential calculus of Hryrine and for Lewis system S4, due to
Mc KinseEy and TARsSK1.3)

*

Streszczenie. — Summary.

Pewne twierdzenia o rachunku funkcyjnym intuicjonistycznym
i Lewisa.

HELENA RASIOWA, Warszawa.

W pracy tej stosuje do rachunku funkeyjnego intuicjonistycznego
i Lewisa algebraiczng, metode badania rachunkéw funkeyjnych wpro-
wadzong przez A. MoSTOWSKIEGO.1)

Dowodze, ze zachodza nastepujace twierdzenia (mocniejsze od
podobnych wynikéw otrzymanych niezaleznie przes HENKINA).

1. Dla kaidego wysazenia sensownego intuicjonistycznego (Lewisa)
rachunku funkcyjnego nastepujgce warunki sqg réwnowazne:

1. A jest tezq. : . C

2. (I, I') funkcjonal @ 4 jest identycznie réwny 0 (1) dla kazdej zupelnej
algebry Brouwera (domkniec) I' i niepustego zbioru I.

I1. Istnieje zupeina algebra Brouwera (domknied) I'y, taka, ze warunki
1. 7 2. sq réwnowazne nastepujgcemu:

3. (Lo, Ty) funkcjonat D4 jest identycznie réwny 0 (1) dla zbioru I,
wszystkich liczb naturalnych. ‘

SUR LINDEPENDANCE DES DOMAINES SIMPLES DANS
L’ESPACE EUCLIDIEN A N-DIMENSIONS.

CATHERINE RENYI, Budapest.

Soient E,, E,, ..., E, des sous-ensembles d’un ensemble E, et soit

E;= FE — E;. Choisissons k nombres 7, 7,, ..., 7 quelconques parmi
les nombres 1, 2, ..., n et soient sy, 8, ..., S,—1 ceux des nombres 1,2, ...
..., n qui ne figurent pas parmi les 7;. Désignons par

E(ry, 75, s TE Sy, Sy Sn—z) Vensemble B, E,, ... B, E B, ... Efn—k"

?) K. GODEL: Die Vollstindigkeit der Axiome des.logischen Funktionenkalkils,
Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 37 (1930), 349—360.

3) J. C. C. M¢ KINSEY and A. TARSKI: Some theorems about the sentential
calculi of Lewis and Heyting, The Journal of Symbolic Logic, 13 (1948), 1—15.
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Nous allons dire que les ensembles E,, B,, ..., B, sont indépendants
si aucun des 2% | atomes E(ry, g, - .., T2 815 Say + -+, Sp—p) D'est pas vide.
Cette notion ds I'indépendance des ensembles était utilisée récemment
par M. Masrczewskr (Indépendance d’ensembles et prolongement
de mo2sures, Colloquium Mathematicum, I, 1948). Désignons par E®
Pespace euclidien & n dimensions, et appellons intervalle dans E®
Pensembls des points P = (z;) qui satisfont aux conditions a; < x; < b;
(7 =1, 2, ..., n). Dans un article commun de 'auteur avec MM. A. RENYI
et J. SUrRANYI, qui parait prochainement, les théorémes suivants sont
démontrés: B

Théoréme A: Le nombre maximum des intervalles indépendants
dans E™ est égal & 2n.

Théoréme B: Le nombre maximum des sphéres & n-dimensions
indépendantes dans E™ est égal & n + 1. -

Théoréme C: Soit N(k) le nombre maximum de domaines polygo-
naux ouverts et convexes indépendants dans le plan, chaque polygone
ayant k cotés au plus, alors

N(k) 1

_——= . 1
;,_l;r:o logk log2 (1)
Pour démontrer Théoréme B nous avons besoin du lemme suivant:
Désignons par By le nombre maximum des parties en lesquelles les
surfaces de & sphéres & n-dimensions divisent E®), alors

min(k—1,n) E—1
=22 (77
r=0
Ce lemme fournit la solution et la généralisation d’'une question posée
dans I’Elemente der Mathematik (1948, Question 56).
%

Vytah. — Résumé.

(n = 2). (2)

O nezdvislosti jednoduchych obort v n-dimensiondlnim
euklidovském prostoru.

CATHERINE RENYI, Budapest.

Rikéme, e &4sti E,, ..., E, mno¥iny E jsou navzédjem nez4vislé,
jestliZe plati: jsou-liry, ..., 7%, 8y, ..., Su—p Eisla 1, ..., n v jakémsi poradi,
pak mnozina B, ... E,,, K, ... B, _, je neprdzdné (pfi demZ E; znadi

mnozinu E — Ej). Oznadime B n-dimensiondlni euklidovsky prostor.
Ve spoledném éldnku C. RENyIovE, A. RENYIEO a J. SURANYIHO,
jenz vyjde v nejblizii dobé, jsou dokdzdny tyto véty:
Véta A. Nejvétst polet nezdvislych intervalii (oteviengich) v E™ jest
2n. o
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Véta B. Nejuétsi podet nezdwishjch n-rozmérmgjch kouls v E™ jest
n 4 1.

Véta C. Necht N(k) je nejvétsi podet navzdjem nezdvisljch oteviengch
konvexnich oblasti v roviné, ohranicengch nejvyse k useckami. Pak

lim N 1
ke logk — log2

O.THEORII SVAZU BROUWEROVSKE VYROKOVE
LOGIKY.

LADISLAV RIEGER, Praha.

Uvefejnéno ve S(piseoh vydavanych prirodovédeckou fakultou
university Karlovy, 189 (1949), 1—40.

*
Summary. — Vytah.
On the lattice theory of Brouwerian propositional logic.
LADISLAV RIEGER, Praha.

The article under the same title appeared in Acta facultatis rerum
naturalium universitatis Carolinae, 189 (1949), 1—40.

SUR LES SERIES INFINIES DE NOMBRES ORDINAUX.
WACLAW SIERPINSKI, Warszawa.

A vparaitre sous le méme titre dans Fundamenta Mathematicae,
36 (1949), 248—253.

*
Streszeczenie. — Résumé.
O szeregach nieskcrniczonych liczb porzadkowych.
WACEAW SIERPINSKI, Warszawa.

Praca ukaze sie pod tytutem Sur les séries infinies de nombres
ordinaux w Fundamenta Mathematicae, 36 (1949), 248—253..

CN INDEPENDENT FIELDS OF SETS AND CARTESIAN
PRODUCTS.

ROMAN SIKORSKI, Warszawa.

. To appear under the title Independent fields and cartesian products
in Studia Mathematica, 11 (1949). -
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Streszczenie. — Summary.

O niezaleznych cialach zbioréw i produktach kartezjaiiskich.
ROMAN SIKORSKI, Warszawa.

Praca ukaze sie pod tytulem: Independent fields and cartesian products
w Studia Mathematica, 11 (1949).

ON A CERTAIN DEFINITION OF PROBABILITY.
JERZY SLUPECKI, Wroclaw.

This paper gives a definition of the finite p;obabi]ity, from which
the axioms of the theory of probability result. The present contribution
is part of a larger study on the foundations of the theory of probability.

*

Streszczenie. — Summary.

O pewnej definicji prawdopodobieiistwa.
JERZY SLUPECKI, Wroclaw.

W referacie podaje definicje prawdopodobienstwa skoﬁczonegb,
z ktérej wynikaja aksjomaty rachunku prawdopodobiefistwa. Wynik
ten jest fragmentem wiekszej pracy o rachunku prawdopodobiefistwa.

O TAK ZWANYCH ALGEBRACH PELNYCH.
JERZY SLUPECKI, Wroclaw.

§ 1.

Niech 7 bedzie dowolng, liczbg naturalng > 2, 4 dowolnym zbiorem
o n elementach. Nie zmniejszajac ogolnosm rozwazai zalozyé moge,
ze elementami tymi sg liczby naturalne < =.

Algebrg pelng nazywamy algebre, ktérej terminy pierwotne pozwa-
laja zdefiniowaé kazdg funkcje o dowolnej ilo$ci zmiennych przebie-
gajacych zbidér 4 i ktérej wartosciami sg elementy tego zbioru.

Terminy logiczne, wystepujace w wyrazeniach pelnych algebr
zaczerpmqte sa wylacznie z rachunku zdan, gdyz ze wzgledu na skonczo-
noéé zbioru 4, kwantyfikatory nie sg potrzebne.

W algebrach pelnych, o ktérych bedzie tu mowa, wystepum dwa
terminy pierwotne. Jeden z nich jest relacja o ]ednym argumencie
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(funkcjg, zdaniowa) D (), spelniajaca warunek:
@(x) jest prawdg wtedy i tylko wtedy, gdy z = 1.

Drugim terminem pierwotnym jest funkeja dwu zmiennych F(z, y),
spelniajgca warunki:
Fla,y) =1, gdy z &+ y lub z =y = n,
Fao,y)=2+1, gy z=9yiz<n.
Warunki te mozna ujaé w tabelke

F 123. n—1n

1 211. 1 1

2 131. 1 1

T1. 3 114. 1 1
n—1]111. .. n 1

n 111 1 1

Algebra pelna nie moze byé oparta na mniejszej iloSci termindw
pierwotnych ani tez na dwu innych terminach pierwotnych o mniejszej
iloci argumentdéw.

Nie podaje dowodu, ze algebra o terminach pierwotnych @(z)
i F(z, y) jest pelna. Pomine réwniez dowody wszystkich innych twierdzen
tej pracy. :

Twierdzenie I. Dla kazdego naturalnego » > 2 system pelnej
algebry o bazie n-elementowej jest niesprzeczny, aksjomatyzowalny
izupelny, to znaczy, ze dolaczajac do niego dowolne wyrazenie zdaniowe,
zanotowane w terminach wladciwych tej algebrze, otrzymujemy zbidér
wyrazen, do konsekwencji ktérego naleza dwa zdania sprzeczne.

Twierdzenie Il. Dlakazdego naturalnego n > 2 istnieje wyrazenie,
bedace teza tej i tylko te] algebry pelne], ktérej baza liczy dokladnie n
elementéw. Istniejg réwniez wyrazenia bedqee tezami wszystkich algebr
pelnych.

Niech m i n beda dowolnymi liczbami naturalnymi, sPelnla]acyml
nieréwno$é m > n > 2. Zakladam, ze funkcja F(z,y) jest terminem
pelnej algebry o bazie m- elementowe; Za pomocy tej funkeji mozna
zdefiniowaé funkcje Fy(2, y), spelniajaca warunki:

n(x,y):},gdyx#ylubgdyx-——ylngx_gm, (1)
Folz,y) =2+ 1, gdyr =yiz < n. , . 2)

Zmieniam na chwile oznaczenia i funkcje F(z, y), gdy jest ona terminem
algebry o bazie n-elementowej notujg ,,Fn(%, y) , & wiee tak jak funkcje
okre§long wzorami (1 )i(2). B
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Twierdzenie HI. Jedli x jest wyrazeniem zdaniowym, w ktérym
précz zmiennych i symboli rachunku zdard wystepuja tylko terminy
D1, to o jest tezg pelnej algebry o bazie n-elementowej wtedy
i tylko wtedy, gdy « jest teza pelnej algebry o bazie m-elementowe;j.

Twierdzenia IT i III mozemy stresci¢ w nastepujacy sposéb: O ile
ograniczymy systemy do wyrazen niezawierajacych terminéw zdefinio-
wanych, to dowolne dwie pelne algebry o bazach, majacych rézng iloié
elementéw, krzyzujg sie, lecz jednoczesnie algebra o bazie liczniejszej,
wzbogacona o tezy, zawierajace terminy zdefiniowane, zawiera algebre
o bazie mniej licznej. .

§ 2.

Niech N bedzie dowolnym zbiorem przeliczalnym. Nie zmniejszajac
ogdlnodci rozwazan zatozyé moge, Ze jest on zbiorem liczb naturalnych.
Relacja jednoargumentowa @(z), ktérej argument przebiega zbidr
N, niech spelnia warunek: '
D(z) jest prawds wtedy i tylko wtedy, gdy =z = 1.
Funkcja F(z,y), okre§lona w zbiorze N i przyjmujaca wartosci
nalezgce do tego zbioru, niech spelnia warunki:
Fz,y) =1, gdy =z + y,
F(x,y):x—]— 1, gdy r=19.
Warunki te mozna ujaé w tabelke

Fl123. ...

1[211.

21131 .
114 .

3

Algebre oparts na tych terminach nazywaé bede algebra o nieskori-
czonej bazie. Wszystkie terminy logiczne, wystepujace w wyrazeniach tej
algebry, nalezg do rachunku zdaii.

Niech % bedzie dowolng liczbg naturalng = 2. Za pomocy funkeji
F(z, y), bedacej terminem algebry o nieskoriczonej bazie mozna zdefi-
niowaé funkeje Fi(, y) o wlasno$ciach:

Filz,y)=1,gdy s+ ylub gdy s =y iz 2k, (3)
Frz,y) =2+ 1, gdy s =y iz<k. : (4)

Zmieniam na chwile oznaczenia i funkcje F'(z, y), bedacy terminem
pelnej algebry o bazie k-elementowej notuje ,, Fr(®, ¥)“ a wige tak, jak
funkejg okre§long wzorami (3) i (4).
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TwierdzenielV. Jeslin jest wyrazeniem, w ktérym précz zmiennych
i symboli rachunku zdah wystepuja tylko terminy ,,@ i ,,F;*, to x jest
tezg algebry pelnej o bazie k-elementowej wtedy i tylko wtedy, gdy «
jest teza algebry o nieskoriczonej bazie.

System wiec algebry o nieskoniczonej bazie, wzbogacony wyrazeniami
o terminach zdefiniowanych, zawiera kazda pelng algebre.

Twierdzenie V. System algebry o nieskonczonej bazie jest
niesprzeczny, zupelny i rozstrzygalny, to znaczy, ze istnieje metoda,
pozwalajgca o kazdym wyrazeniu tej algebry rozstrzygnaé za pomoca
skoriczonej ilodci préb, czy jest ono teza.

Nie umiem natomiast odpowiedzieé na pytanie, czy system algebry
o nieskonczonej bazie jest aksjomatyzowalny.

Twierdzenie VI. Dla kazdej liczby naturalnej » > 2 istnieje
wyrazenie, bedace teza tej itylko tej algebry pelnej, ktérej baza liczy
dokladnie n elementéw i nie bedace tezg algebry o nieskoriczonej bazie.
Istniejg tez wyrazenia, bedace tezami algebry o nieskoriczonej bazie,
lecz nie bedace tezami Zadnej algebry pelnej, jak réwniez wyrazenia
bedace tezami algebry o nieskoriczonej bazie i kazdej algebry pelnej.

§ 3.

Fl(x> ?/)’ Fz(x’: y)’ . (5) )

jest ciagiem funkeji okreslonych w zbiorze N i przyjmujacych warto§ei,
nalezace do tego zbioru.
Dla kazdego naturalnego ¢ funkcja Fi(z, y) spelnia warunki

Fi,y) =1 gdy = =+ v,
Fiz,y) =2 +1, gdy c = y.

Warunki te mozna ujaé w tabelke

Ciag nieskonczony

!
| 14+4
|1 241
1

3

T;

WY |y

)-—-+r—1b9

Dla réznych warto$ci ¢ tabelki te nie sg izomorficzne. Jak latwo
widzie¢, funkcja F,(z, y) jest identyczna z funkeja, F(z, y) poprzedniego
paragrafu. Zaznacze jeszcze, Ze przy pomocy funkeji Fi(z, y) mozna
zdefiniowaé funkcje Fj(x, y) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba
naturalna k, ze j = k . 1. Za pomocg, wiec funkeji Fy(2, y) mozna zdefini-
owaé kazda funkcje ciagu (5). '

Niech «, i «, beda dowolnymi wyrazeniami, w ktérych précz zmien-
nych i symboli rachunku zdan wystepuje tylko termin ,,®¢ poprzedniego
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paragrafu oraz w wyrazeniu o, termin ,,F; (z, ¥) a w wyrazeniu «,-termin
»Fiy(, y) tak, ze zmieniajac w wyrazZeniu o, wszystkie wskazniki ,,7,“
na i, otrzymujemy wyrazenie «,.

Twierdzenie VHI. Wyrazenie «, jest spelnione przez tabelke 7'(i,)
wtedy 1 tylko wtedy, gdy wyrazenie x, jest spelnione przez tabelke

T'(sy).
§ 4.

Niech Fpq bedzie terminem pierwotnym n-wartosciowego rachunku
zdan (n = 2). Wlasno§ci tego terminu okresla tabelka T 1, § 1, przyezym
warto§ciag wyrézniona jest 1. Dla n = 2 funktor ,,F* jest terminem
Sheffera. Dla funktora tego przyjmujemy nastepujaca regule odrywania:

Jesli FxFBf i s tezami, to § jest teza.

Systemy rachunku zdan oparte na terminie ,,F,¢ sg pelne. Dla
systemdéw tych prawdziwe sq twierdzenia analogiczne do twierdzen I,
ILiIII, § 1. Réwniez dla twierdzen § 21§ 3 istnieja, twierdzenia analogiczne,
dotyczace systemdéw nieskoniczenie wielowarto§ciowego rachunku zdan.

Twierdzenia, dotyczace logiki n-warto§ciowej o jednej wartosci
wyréznionej, mozna uogblnié na logiki n-wartosciowe o wiekszej ilo$ci
wartosci wyréznionych. Termin pierwotny ,,Fpg‘‘ pelnego systemu logiki
n-wartosciowej o k& warto§ciach wyréznionych (n > k) spelnia warunki:

- Fpg =1 gdyp~q=n1ubgdyp4=qlp>k
Fpg=p+1lglyp=qip<n,
Fpg=pgdy g=p+1ip<k
Fpg=qgdy p+¢, ¢g+p+1ipZk.

Wartosciami wyréznionymisa 1, 2, ..., k.
%

Summary. — Streszczenie.

On the so-called full algebras.
JERZY SLUPECKI, Wroctaw.

An algebra with a finite basis, primitive terms of which allow to define
all possible functions and relations of the algebra in question, is termed
in the present paper ,,full algebra‘‘.

Let the numbers 1, 2, ..., n constitute the elements of the basis.

The primitive terms of a full algebra are:

a) The relation @(z) fulfilling the condition: @(z) holds then and
only then if x = 1.

b) The function F(z, %) is defined by table 1.

The system of a full algebra is axiomatizable.

A close relation exists between full algebras and full systems of the
n-valued propositional caculus. ’
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o SUMIE SKONCZONEJ LICZBY LICZB PORZADKOWYCH
ANTONI WAKULICZ, Katowice.
W pracy pod powyzszym tytulem wyznaczylem liczbe najwiekszg
my, vézny ch wartosci, ktore przyjmowaé moze suma » liczb porzadkowych

(n dana liczba naturalna), gdy wykonujemy n! permutacji skltadnikéw
rozwazanej sumy. Okazalem mianowicie, ze

My, = 816E”——'—5_—1—n+1 1937~

i obliczylem warto$ci m, dla n < 20

Nasuwa sie tutaj zagadnienie:

Czy dla kazdej liczby naturalnej k < m,, istnieje n liczb porzadko- .
wych, ktérych suma przyjmuje dokladnie k& réznych wartodci, gdy roz-
wazamy wszystkie permutacje skladnikéw?

Dla 7 < 4 odpowiedZ jest pozytywna. Udowodnitem ]ednak Ze juz
dlan=25 odpovnedz jest negatywna: Okazalem mianowicie, Ze (wobec
ms = 33) niema takich 5 liczb porzadkowych, ktérych suma przyjmo-
"wataby 30 réznych wartosci przy wszelkich permutacjach jej sktadnikéw.

Praca ukaze sie w Fund. Math., 36, 254—266.
' *

Résumé. — Streszczenie.

Sur la somme d’un nombre fini de nombres ordinaux.

ANTONI WAKULICZ, Katowice.

J’ai déterminé le nombre maximum m, de valeurs distinctes que
peut prendre une somme de » nombres ordinaux (ol % est un nombre
naturel donné), lorsqu’on effectue toutes les n! permutations des ter-
mes. J’ai demontré que

. —1 -
My, = 816“”3‘5——”+l ‘1_93"—1“”7’@‘5—l pour n > 20

et j’ai calculé les valeurs de m,, pour n < 20.

n étant un nombre naturél donné, le probléme s’impose:

Existe-t-il, pour tout nombre naturel k < m,, n nombres ordinaux
dont la somme admet, pour toutes les permutations de ses termes, k et
seulement & valeurs distinctes?

Pour n < 4 la réponse est affirmative. J’ai demontré qu'elle est
négative pour n = 5. A savoir, j’ai établi que m; = 33 et qu’il n’existe
aucune somme de cing nombres ordinaux qui puisse prendre 30 valeura
distinctes.

Le travail va paraitre dans Fund. Math., 36, 254—266.
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