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CGasopis pro p&stovani matematiky a fysiky, rod. 74 (1949)

3. sekce.

Anal)fsa.

O FUNKCJACH ODWZOROWUJACYCH W SPOSOB
WZAJEMNIE JEDNOCZNACZNY | WIERNOKATNY GORNA
POLPLASZCZYZNE NA ZEWNETRZA LUKOW PEWNYCH

KRZYWYCH ALGEBRAICZNYCH.¥)

JULIAN BONDER, Gliwice.

Celem gléwnym niniejszego komunikatu bylo przedstawienie metody;
ktéra prowadzi do efektywnego wyznaczania funkeji analitycznej z = f(z),
odwzorowujace] W sposéb wzajemmnie jednoznaczny i wiernokatny
gérng pélplaszezyzne zmiennej zespolonej ¢ na cale zewnetrze dowolnego
tuku 4B, pewnej klasy krzywych algebraicznych. Zakres rozwazanych
tu krzywych algebraicznych zostal ograniczony przez nastepujacy
postulat: zada sie, aby w kazdym konkretnym zagadnieniu istniala
i byla dana (w postaci oczywidcie mozliwie najprostszej) taka n-wartos-
ciowa funkcja algebraiczna { = @(z), ktéra by odwzorowywala n iden-
tycznych ,,ciet* A(jz)B?, (j=1,2,..., n), stanowigcych §lad danego tuku
AB na n platach algebraicznej powierzchni Riemanna R,, odpowiada-
jacej tej funkcji g(z), na n ,,cie6* APBY w ksztalcie odcinkéw prosto-
lintowych badz tukdéw kolowych, zreszta jakkolwiek polozonych na
plaszezyznie {.

W tym ujeciu zadanie sprowadza sie, w gruncie rzeczy, do znalezie-
nia funkeji analitycznej, bedacej superpozycja dwéch poprzednich
funkeji, t. j. @[f(t)] = C(t). Otéz, dzieki wprowadzeniu odwzorowania
okres§lonego t3 funkcja superponowang ((f), staje sie rzecza moz-
liwa, stosowanie prostej zasady symetrii (zasady odbié) Schwarza,
, ktéra jak wiadomo, stanowi wyjatkowo skuteczng metode odwzorowan
wiernokatnych — metode, prowadzacg z reguly do najbardziej efektyw-
nych postaci poszukiwanych rozwigzan.

*) Pelny tekst tej pracy ma sig ukaza¢ w ,,Casopise pro p&stovani matematiky
a fysiky«. ’
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Odpowiednio rozwijajac te metode, udowodnilem podstawowy
rezultat gloszacy, ze poszukiwana funkeja {(¢) jest, na powierzchni R,,
funkejg liniowo polimorficzng. By otrzymaé powierzchnie Ry, trzeba
iwystarcza: 19 za pomocg funkeji ¢ = f~1(z), odwrotnej do f(t), przeksztal-
ci¢ powierzchnie R, (wraz z n ,cieciami‘, wyzej wspomnianymi) na
powierzchnie R.°, polozong na gérnej pdlplaszczyznie t; 2° utworzyé
powierzchnie R,*, bedaca dokladnym obrazem symetrycznym powierz-
chni B,® wzgledem osi rzeczywistej plaszezyzny ¢; 3° ,,sklei¢ te dwie
powierzchnie R,® i R,* ze soba wzdluz ich n odpowiadajacych sobie
brzegéw (patrz pelny tekst*), wzér 13). — Wykazuje nastepnie, ze ta
zamknieta algebraiczna powierzchnia R, nie moze by¢ rodzaju zerowego,
lecz Ze zawsze jej rodzaj p, = 1.

Z liniowej polimorficznodei funkeji {(f) wynika, ze pewne jej nie-
zmienniki roiniczkowe — mniej lub bardziej zlozone, co z kolei zalezy
od konfiguracji, jaka w plaszczyZnie ¢ zajmujg obrazy luku 4B (patrz
wzory 8—10) — beda juz, na powierzchni R;, funkejami jednowartoscio-
wymi, a wige — funkcjami algebraicznymi. Efektywne ich wyznaczenie
ulatwia okoliczno$é, ze funkcje te moga byé zuniformizowane: w przy-
padku p, =1, za pomocy funkeji eliptycznych; w pozostalych za$ przy-
padkach, gdy p; > 1 — za pomocg funkeji automorficznych.

Celem lepszej ilustracji ,,wartodci roboczej metody, rozwinietej
w tej pracy, podaje kilka, wzglednie prostych (p; = 1) przykladéw
odwzorowan. Wyznaczam mianowicie, w efektywnej postaci, funkeje
odwzorowujace w sposéb wzajemnie jednoznaczny i wiernokatny gérna
pélplaszezyzne ¢ na cale zewnetrze dowolnego luku AB: 1° paraboli,
2° elipsy, 3° hiperboli i 4° owalu Cassini’ego.

*
Résumé. — Streszczenie.

Sur les fonctions réalisant les représentations conformes et
biunivoques d’un demi-plan sur les extérieurs des arcs de cer-
taines courbes algébriques.*)

JULIAN BONDER, Gliwice.

Le but principal du présent travail est de donner une méthode qui
permette — sous une forme effective — de trouver la fonction analytique
z = f(t), réalisant la représentation conforme et biunivoque du demi-plan
supérieur de la variable complexe ¢ sur tout I'extérieur d’'un arc quel-
conque AB, appartenant & une certaine classe de courbes algébriques.
Nous déterminons cette classe en demandant qu’il soit donné, pour
chaque probléme posé, une fonction algébrique { = @(2), aussi simple que

*) Le texte complet de cette co*nmumcamon paraitra dans le , Caso; pis pro
péstovani matematiky a fysiky‘ .
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possible, qui transforme » coupures — pratiquées par cet arc 4B sur
les n feuillets de la surface algébrique de Riemann R, correspondant
& la fonction @(z) — sur n segments rectilignes ou sur n arcs de cercles:
_.l(])B(}) (7 =1,2,. )

Notre probleme se ramene mamtenant & la recherche de la fonction
analytique composée: @[f(t)] = {(f). Sous cette forme, le probléme
permet déja Papplication du principe de syméirie de Schwarz — seule
méthode qui conduit & des solutions véritablement effectives.

Je démontre que la fonction cherchées ((t) est une fonction liné-
atrement polymorphe sur la surface R;. Pour obtenir cette surface R;,
il faut: 1° transformer — & l'aide de la fonction ¢ = f~1(z) — la surface
R, (avec n coupures mentionnées plus haut) en une surface R, située
sur le demiplan supérieur ¢; 2° former la surface R;* — image symétrique
de R, par rapport & I’axe réel du plan £; 3° coller ensemble, pour ainsi
dire, ces surfaces, B® et R;*, par leurs » bords correspondants (voir la
formule (13) du texte complet). Je prouve que cette surface R; — qui
est fermée et algébrique — n’est jamais de genre zéro, mais de genre
21

Or, certains invariants différentiels de la fonction £(¢), choisis con-
formément & la configuration géométrique des arcs4PBY — voir form.
(9) et (10) — présentent déja, sur cette surface R,;, des fonctions uni-
formes. Ce sont des fonctions algébriques. Par conséquent, on peut les
uniformiser: & l'aide des fonctions elliptiques — dans le cas p, = 1;
au moyen des fonctions automorphes, lorsque p, > 1.

J’indique la mise en oeuvre de la méthode developpee dans ce travail
sur quelques exemples, assez snnples (py = 1), & savoir: je trouve la
forme effective des fonctions réalisant des réprésentations conformes
et biunivoques du demi-plan ¢ sur tout l’extérieur d’un arc AB:1°
de parabole, 2° d’ellipse, 3° d’hyperbole et 4° d’un ovale de Cassini.

DECOMPOSITION D’'UN OPERATEUR LINEAIRE DIFFEREN-
TIEL ORDINAIRE A L’AIDE DU SYSTEME FONDAMENTAL
DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE CORRESPONDANTE.

EUGEN BUNICKY, Praha.

Soit 4;, ... i le Wronskien des fonctions u;,, ..., Ui d’une variable
zet A’y ... i, sa dérivée. Pour m = 2 on a identiquement
’ 7
A1, sty Mo 4 1 *= m—1> m+1 "‘Au teeym—1» m+1A 1oy m = .
=1, me1 Ay ey my- (1)

Soit L, = Ep,,D”—” un opérateur linéaire différentiel ordinaire

r=0
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du n-idme ordre (n > 1) et Ly(y Z Py = 0 I'équation différentiel-

V=
le correspondante (D° =1, y® = y). Les coefficients p, = p,(x) sont
par hypothése des fonctions holomorphes d’une variable réelle 2 dans
un intervalle 4 = (a, b) ou des fonctions holomorphes d’une variable
complexe z = £ + iy dans un domaine ouvert 4 et py(z) 5 0 dans 4.
Considérons maintenant des décompositions diverses de L, en facteurs
linéaires suivant la formule

Ln = (SnD - tn) o (SZD - t2)(81D - tl): (Z)
s; et t; étant de méme des fonctions holomorphes dans 4. En comparant
les deux membres de (2), il vient Ppy(x) = s;(%) ... su(x), d’our il suit
si(@) =0 (@ =1,...,n) dans A.
On obtient la solution générale de I’équation
Lu(y) = (suD —t,) ... (8D —ty)y = 0 ®3)
en résolvant un systéme de = equatmns linéaires différentielles du
premier ordre

S —4Y = Yu, So¥y — b1 = Yoo - s Y n—1— ta¥Yn—y = 0 (4)

pour les n inconnues y,_,...,¥s, Y, Y. Soit gz =ti/s;, Q= PO
(¢ =1,...,n). En posant uz,(x) =
Q) dey [ G sy | Qe
a(#y) Aoy 3\Tg) 4Ty k+1(%g) AL
= >f(31 (;) @y (y) f(sz(xz)Qz(xz) ( sk(xk)Qk(xk))' ) .)dxz)dxl
pourk =1,...,n—1 et u;(x) = @,(z) ona alors y = cyu; + ... + Cyity,

olt ¢, sont des constantes arbitraires. Les solutions particulitres uy
forment nécessairement un systéme fondamental de I’équation (3) dans
un certain domaine B C A et de méme, en vertu de I'identité (2), un syste-
me fondamental de I'équation L,(y) = 0 dans B. On peut démontrer
qu’il existe. un domaine fermé F C B olt 'on a 4d; = 4, ..., ; == 0 pour
chaque x ¢ F. Pour x ¢ F on déduit des équations (5)

t = 8; (log S—L—A—g’—‘—l-d—‘) (1 =2,..,n) t, = s (logu,)’ (6)
i—-1

ce que I'on démontre inductivement & I’aide de l'identité (1). En vertu
de (2) et (6) on trouve que chaque décomposition (2) a dans F la forme

1 . A
Ly=T] [siD — s (log ‘fi;:jf’:—lé) ] , (7)
i=n -1

ot les fonctions s; satisfont & la relation py = s, ... s, et ol 4; désignent
les Wronskiens des fonctions u,, ..., u;, les fonctions u,, ..., u, formant
un certain systéme fondamental de I’équation L,(y) = 0.
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Inversement, si I’'on construit le second membre de (7) & 1’aide d'un
systéme fondamental quelconque u,, ..., %, de I’équation L,(y) =0,
en gardant toujours l'ordre de ces fonctions et & l’aide d’un systéme
de fonctions holomorphes arbitraires s; satisfaisant & 1’équation p, =
=8y ... 8y, on voit que l'identité (7) est satisfaite dans un domaine
correspondant F. On le démontre en posant successivement y = u,, ..., u,
dans Y'équation (s,D —1,) ... (s;D —1t,)y = 0, (f; étant défini par (6))
et en faisant usage de 'identité (1). Done la formule (7) donne toutes
les décompositions possibles en » facteurs linéaires dans un domaine F.
Ces décompositions peuvent étre trés variées.

P

Vytah. — Résumé.

Rozklad lineirnfho obyZejného diferencidlniho operatoru pomoci
fundamentilniho systému FeSeni pFislusné diferencialni rovnice.

EUGEN BUNICKY, Praha.

n
Budiz L, = > p, D"~ linedrni obydejny diferencidlni operdtor,
»=0
kde p, = p,(x) jsou funkce holomorfni budto redlné nebo komplexni
proménné z v jisté oblasti 4 (p,(x) *+ 0 v 4). Nejobecnéjsi mozny rozklad
operatoru L, v linedrni faktory v jisté &dsti F C 4 je dén vztahem (7),
kde 4; znaéi Wronskiho determinant prvych ¢ funkei pevng uspofddaného
(ale libovolného) fundamentdlniho systému feSeni rovnice L, (y) = 0 a kde
$; jsou libovolné holomorfni funkce, vyhovujici podmince py = s; ... 8-

O CALKACH OSCYLUJACYCH PEWNEGO UKLADU
ROWNAN ROZNICZKOWYCH ZWYCZAJNYCH.
ZYGMUNT BUTLEWSKI, Poznani.

Rozwazam uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

EREY
*) by
—d?ti =g(t, %, ¥),

gdzie f(f, %, y) i g(¢, 2, y) sa funkejami cigglymi zmiennych ¢, z, y dla
125, >0, —oo<az<+ 0, —0<Yy< + 0.

Znajduje warunki wystarczajqce, aby calka z(t), y(t) ukltadu rownan( )
byla 1° nieoscylujaca, 2° oscylujagca dla duzych, dodatnich warto$ci
zmiennej t.

W przypadku catek oscylujacych zajmuje sie réwniez ich ekstremami.
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Summary. — Streszczenie.

On oscillating integrals of a system of ordinary differential
equations.

ZYGMUNT BUTLEWSKI, Poznan.

I consider the system of ordinary differential equations

dx
m = f(t’ Z, y)3

dy
a? = g(t’ &, y)y

-

where f(t, z, y) and g(t, z, y) are -continuous functions of the variables
¢, z, y for
128 >0, —co<a<< + 0, —o0 <Y< + o0.

I find sufficient conditions, that the integral x(t), y(t) of the
system of equations be 1° non-oscillating and 2° oscillating for large
positive values of the variable ¢.

In the case of oscillating integrals their extrema also are considered.

SUR L’UNICITE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES.
STEFAN DROBOT et JAN G.-MIKUSINSKI, Wroctaw.

A étant un anneau commutatif sans diviseurs de zéro, désignons par
x(A) les fonctions qui font correspondre des éléments de 4 & des nombres
réels . La dérivée z'(A) soit définie par les postulats suivants:

1° [®y(4) 4 2 (A)) = 2, (A) + 2,/(4),
[2(A) . 25(A)] = 2,"(A) . Zo(A) + 1(A) . 2o (A);

2° [w(u — M) = —@'(u — A) pour u = const.;
3° () = const. entraine 2'(1) = 0 et réciproquement.
Cela posé, il existe au plus une solution de I’équation
an@™(A) + ...+ ag2(d) = ¢(d) (aie 4, a, =+ 0),
telle que
"E(AO) = k(b ) x<n»—1)(;to) = k’llv-])
sont des éléments donnés de A4.
Ce théoréme peut 8tre appliqué, en particulier, aux équations aux -

dérivées partielles classiques.
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Streszczenie, — Résumé.

O jednoznacznosci rozwiazan réwnan rézniczkowych.
STEFAN DROBOT i JAN G.-MIKUSINSKI, Wroctaw.

Tematem komunikatu jest twierdzenie o jednoznaczno$ci roz-
wiagaﬁ réiniczkowych dla funkeji, ktérych wartosei nalezg do dowolnego
pierdcienia komutatywnego bez dzielnikéw zera, w ktérym pochodna
jest zdefiniowana aksjomatycznie.

O PEWNYM CIAGU FUNKCJI HARMONICZNYCH POSIADA-
JACYCH WLASNOSCI EKSTREMALNE*).

JERZY GORSKI, Krakédw.

Niech & bedzie zbiorem ograniczonym i domknietym na plaszczyznie,
f(z) — funkecjg, rzeczywists, ciagla, okreslong w zbiorze E, p(z) — funkeja
analityczng rézng od 0 w pewnym obszarze D D E, 1 — parametrem
rzeczywistym. Niech o, &y, -.., {n bedzie ukladem n -+ 1 punktéw
zbioru E. Utwérzmy funkcje

=L =) —Gvi) - (B — ) [7’(57)] (e

)z, €Y ==
®n_ (2, €) (Ci—Co) -+ (G — L= NCj—Cjt1) - (GG —Cn) | D(2)
j == 0, 1, e R

Niech

B, (2) = inf[max|B,0(z, O[]
leE ]

~

Udowadniam nastepujace twierdzenie:

Jezeli srednica pozaskoriczona zbioru E jest doddtm}a to dla kazdego

ustalonego punktu z € D istnieje skoriczona granica czqgu {VCD )}. Oznacz-
my te granicg przez D(z). Jezeli punkt ze D — E, to funkcja logd(z) jest
funkejg harmoniczng. :

W przypadku 4 = 0, p(z) = z — « funkeja log®(2) jest nogdlniong
funkeja Greena dla obszaru zawierajacego punkt z = z biegunem
w tym punkcie. Ofrolme] jezeli dopelienie zbioru E do calej plaszczyzny

jest sumg obszaréw D, Dz, .. DL ijezeli p(z V(Z——~oc1 (2 —ay),
przyeczym azeDs, o =1, ..., k wowezas funkCJa log®(z) jest uogélnionq
funkejg Greena obszaru D; z biegunem w punkciez = x4,1 =1, ..., k

*)- Praca ukaze sie w Ann. Soc. Pol. Math., XXIII.
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Summary. — Streszczenie.

On a sequence of harmonic functions with extremal propertles
JERZY GORSKI, Krakéw.

Let E be a compact plane set, let f(z) be a real function on B, let
p(2) be an analytic function defined on a domain D D E, and let A be
a real parameter.

The author defines a sequence of functions @,(z) (which depend
also on A) such that:

1. If the transfinite diameter of E is positive, the sequence V@
converges in D to a function @(z). The function logP(z) is harmomc
inD—Z&.

2. If 2 = 0, if the complement of E is the sum of domains Dy, ..., Dy,

12

and if p(2) = V(z-——cxl) ... (2 —oy), where ;€ D;, then log®(z) is the
generalized Green function of D;, and the point «; is the pole of log®(z).

O PEWNE)] METODZIE SZACOWANIA SUM WEYLA DLA
FUNKCY) OKRESOWYCH | PRAWIE OKRESOWYCH.})
STANISLAW HARTMAN, Wroctaw.

Przez sume WEYLA rozumie sig tutaj Zf 7€), gdzie f(t) jest badz

funkejg okresowq z okresem 1, badz funkcm praw1e okresowa‘ W sensie

Borra. Dowodzi sig miedzy innymi, ze w pierwszym przypadku, jesli

f(t) ma w przedziale pélotwartym <0, 1) pierwsza pochodng bezwzglednie

ciggla (dla catkowitych ¢ funkcja f'(£), a nawet f(¢) moze mieé skok), to dla
N 1

prawie kazdego £ zachodzi G(f, &, N) = Zlf(jf) —N 6[ f(t)dt = o(lg**°N)

dla kazdego ¢ > 0; jesli mianowniki w r;zwiniqciu liczby niewymiernej &
na ulamek taficuchowy sg ograniczone, to przy tych samych zalozeniach
co do f(2) jest Q(f, &, V) = O(lg NV); wreszcie dla wszystkich & typu Ig,
gdzie u < 2%), jedli /(1) + £(0), to G(j, £, N) = 2(log V), a jesli /(1) = £(0),
to G(f, &, N) = 0(Q1).

Otrzymuje sie jeszcze wynik nastepujacy: dla prawie kazdej liczby &
istnieje funkeja f(f) okresowa z okresem 1, majaca pochodng wszedzie

" ciagla, taka, ze hm [G’(f, & N)| = + co.
1) Praca ukaze sie w caloéci w Studia Mathematica 12.
%) pu=kres gérny liczb rzeczywistych «, dla ktérych nierévnodé |¢& — p| <

< — ma nieskoriczenie wiele rozwigzart w catkowitych p, g.
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N-+c0
Dla funke;ji f(£) prawie okresowej w sensie BorraA szacuje sig oprécz

wyrazenia G(f, £, N) = Zf (j&) — N hm 7 f f(¢) d¢ oddzielnie wyrazZenie

H(f, §, N) = Zf 75)——ff t£) d¢, poniewaz réznica G(f,f Ny—H(f,&N)

i=
moze by¢ Wtedy meogramczona wzgledem N, co nigdy nie moze sig zda-
rzy¢ dla funkeji czysto okresowej. Podaje sie pewne warunki dostateczne
ograniczonoéci G lub H, a takze przyklad funkecji, dla ktérej jedno-
cze$nie H jest ograniczone, a G nieograniczone dla kazdego & z wyjatkiem
przeliczalnego zbioru wartosei.

Précz tego okazuje sie,ze jesli ciag {G(f, &, N)} jest ograniczony, to
jest prawie okresowy; te samg wlasno$¢ ma ciag {H(f, &, N)} przy pew-
nych dodatkowych zalozeniach co do funkeji f(z). .

%k

PeswoMme. — Streszczenie.

006 oxmoM MeTome oUeHkH cyMM WEYL’S Jid HepHONMYeCKHX
H DOYTH IepHofdYeckHX (yHKIHii').

CTAHNCIAB TAPTMAH, Bponias.

N
Cymmoit WEYL'SL HasHBaeM 3JeCh CyMMY Zf (5€), roe QyHKUUA .
7~
f(t) mepuomuaeckas ¢ mepumomoM 1, MIM IOYTH IepPUOAUYECKas
B cMeIcie Bomwr’a. B macrosmieit pa60Te AOKA3AHEL CIEyIOmIe
TMPeIOReHU A
1° Ecan nepuopudeckan QyHKuuA f(f) uMeeT B MOITY3aMKHYTOM
unTepBase < 0,1) abcomoTHO HePEePHIBHY0 IPOM3BOAHYIO (B LeJI0-
YUCJIEHHEIX TOYKAX JOITyCKAIOTCA PaspuIBH 1-ro poja mpomsBORHOM
f(t) mmun camoit Pymkmuu f(f)), TO IANA IOYTH KAMKLOro & MMeeT

MeCTO OLIeHKa:
N

1 |
G(f, & N) = 2.f(G8) — N[ f(t)dt = o(log'+N)

opu ai060M & > 0; €cJId CBEepX TOr0 HEIOJHEIe YacCTHEIE Pa3JoKe-
HUA UPPALUOHAJIBHOTO0 YUCIa ‘3] HEOPEePHBHYIO Ilp06}'> OT'paHUYEHH,
TO :

G(f, & N) = O(log N);

HaKroHer i Beex & Tuna Iu,?) rme u < 2, ecom f(1) + f(0), To
1) Pa6oTa MOABUTCA MOJHOCTHIO B Studia Mathematica XII.

-?) p = BepXHAA TPAHb MEHCTBUTEILHHX «, NJA° KOTOPHX HEPABEHCTBO

lg¢ —p| < 51; uMeeT GeCKOHEUHOe YMCIO PeLICHM B LEeNHX YHACIAX p, ¢
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G(f, & Nf) = Q(logN),
a ecan f(1) = f(0), ro G(f, &, N) = O(1);
2° Jlna mouru ramporo & cymecrByer Qymruma f(¢) mepuopgu-
uyecKaA ¢ mepuomoM 1 HempepriBHO AudepeHnMpyeMas HJIA Beex
3HAYeHU ¢{ U TaKadA, 4To

Vl’i?n'lau, £, N)| = + .
B paGore oneHuBaIOTCA TaKike BHPAMEHNA
.

61, & M) = S8 — N lim = [ fyae
j=1

T—>o0 T
0
u

H(j, & N) = Efys ({f(té)dt

A MOYTU IEePHORMYECKUX (bym{unn 1(?)
Paszocrs
G(f) E’ N) - H(f) E: Ar)
Moster OHITH HEOTPaHWYeHHOH mpm BospacramouieM N, X0oTA A
4UCTO IEePHORMYEcKOl QyHKUUM f(f) OHA Bcerga OrpaHmYeHa.

Hanee malorcs KOCTATOYHBIE YCJOBUA OIPAHNWYEHHOCTH G MK
H, a Tarxe mpuMep Taroil IIOYTH Iepmopudeckoii QyHrmum f(t),
9TO IIPM BCEeX BHAUEHMAX & 33 HCKIIOYEHHEM CYETHOTO MHOMKECTBA
omHOBpeMeHHO H orpaHuYeHo M G HEOI'PAHWYEHO.

Haxonen noraseiBaercs, 9To eCIIN MOCIeN0BATEIbHOCTE {G(f,E,N)}
OIpaHUYEHA, TO OHA IIOYTH IIEPHORHMIECKAd; II0CJIEOBATEIBHOCTD
{H(f,&,N)} oGnamaer 5TUM CBOHCTBOM IpU HEKOTOPHIX MNOIOJHI-
TeJbHEIX HPENNOJIOAEHNAX 0 QYHKINUY f(F).

NUTNE A POSTACUJUCE PODMIENKY BODOV URCITOSTI
U DIFERENCIALNYCH SYSTEMOV.

JUR HRONEC, Bratislava.

1.

Nutné podmienky k tomu, aby diferencidlny systém
nemal body neurditosti.

Pre jednoduchost uréime tieto podmienky pri » = 2. V obecnom
pripade da]u sa tieto-tieZ urdit naznadenym sposobom
Ked mime diferencidlny systém :
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dy,

T = u + Yoo

dy

2 .
— a ‘a .
dx Y1%y2 +4 Yollay

a fundamentdlny systém tohto diferencidlneho systému je

(?/11: y21)

Yo15 Y22

vtedy dif. systém mozeme pisat vo tvare

4
Y115 Y12

’
Yo1, Yoo

4

Y11 .7/111]
Yo1, Yo l

Y = Y+

D
I Y1 ?/121

" [ Yao's Yas I

.D y‘.’d

Y11 ymill
Ya1,
21 yzz_ y

Y2 R +
kde st

dyax

y’ik: dz ) D=

D ¥

Y11, Y1
Yo1, Yoo

Ak singuldrny bod tohto dif. systému je # = 0 a chceme, aby rieSenia
~daného dif. systému v tomto bode nemaly bod neuréitosti, tieto rieSenia
musia byt tohto tvaru

Y11 = TTUQyy, Yya = T@y,,
Yor == X551, Yoo = T72Qgs. : ) (2)

'Ked? singuldrny bod z = 0 nie je bodom rozvetvenia, ¢o tieZ predpokla-
déme, 7y, si kondtantné celé &sla a @i st v bode = 0 holomorfné
funkcie, ktorych rozvoj v okoli tohto bodu je

o]
P = > cPa”,
Cp=0 )
kde ¢ st konstanty. Ale vtedy koeficienty dif. systému (1) v pripade
i+ 1o Sy + rpp st

0y = o Yul(x), agy = ‘”r"—r“"l‘ Y () |

Oy = &Ml y(2), ayy = 'a';'%a(x),
kde (%) st holomdrfné funkcie v bode z = 0, :
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Ked zas je ry; + 199 2> 79y + 7y, vtedy st

1
Gy = an(x) Ay = 2Tl g (2),

Gy = a2l o(), Gy = ?Xzz(x)-

Z tohoto vyplyva, Ze koeficienty a,; & ayy musia mat pol prvého stupria.
Koeficienty ayy a a,, méZu a nemusia mat pol. Ked ho maji, stupess tohto
pélu nie je viazang, len must byt koneéné celé &islo. Ked koeficienty a
maji singuldrne body v bodoch a,, a,, ..., a,, vtedy, ak chceme, aby
rieSenie dif. systému v tychto bodoch nemalo body neuréitosti v pripade
iy F Teg S 7oy + 7y, ak eSte oznadime

Tog — 7oy + 1 =8y, 711 — 710+ 1 = 8p,
musia byt ‘
Gin(x)
[p@)]lsa’
kde pn t=1F st sz =1aprit+ kobecne su sy =+ 1, ale st celé &isla
a mé%u mat aj hodnotu nulu. Dalej je
Pa) = (8 —ay) . (&8 —ay) ... (¢t —a0)
a Giz(x) st raciondlne alebo transcendentné funkcie celistvé, preto dif.
systém moéZe mat eSte bod neurditosti v bode z = co. Ked chceme

3)

Aip =

: 1 .
preskimat aj tento pripad, poloZme x = — a hladajme, kedy nie je

&
bodom neuréitosti bod E = 0. Tento bod nie je bodom neuréitosti, ak dif.
systém je tvaru

dy, .
dyE Y9+ 3 *411(5) + Yoo Es" o An(é)
dy, 1

1
df .yl o 12(5) + %TE‘Am(f),
kde koeficienty A,;, Ay, Ay, Ayp 54V bode & = 0 holomorfné funkecie.

Ale dif. systém (1) pri substiticii x = —5— prejde do tvaru

a 11 1 1 , 1
d?/g — ¥ TE a1 (@) — Y2 Bou &2 ay ('g)’

dy2 1 13— l. — .1_ i —1—
Eg:—%{gg;.f _2“12(5) ?/25-5“22(5)'

Z porovnania koeficientov tychto dif. systemov vyplyva, Ze bod £.= 0
nie je bodem neuréitosti, ak si
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) 1 o
hyy, (—;—) = —dy; (§). E, oy (?) = — Ay (£) . E2=5x

Z tychto viak vidime, Ze koeficienty a;; & @y maji pri & = 0 t. j.
pri z = o nulovy bod prvého stupna, ale vtedy zas z tvaru koefi-
cientov (3) plynie, Ze je to len tak mozné, ked G, (%) a Goy(x) st raciondlne
funkcie celistvé najviac (0 — 1)-ko stupria.

Koeficient ay,(z) = @y F pri £=0, t.5. pri x = o0, md nulovy bod
(2 — 84;)-ho stupria. To viak pozaduje, Ze funkcia Gy (%) must byt racio-
nalnou funkciou celistvou najviac (¢ + 1) . 85y — 2 = p,-ho stupria.
Préave tak dostaneme, Ze funkcia Go() must byt raciondlnou funkciou
celistvou najviac (o + 1) . 83, — 2 = ¢y-ho stupiia.
Dif. systém (1) d4 sa previest na dve dif. rovnice druhého rddu a to:
@] 94
Ay | da

d?y,
dz2

+ [au + Qg — +

’
a
) ’ 21
+ @y — g Ay —ay [ — A Y= 0
: Q91

a pre y, mime prive takito dif. rovnicu, len indexy 1 a 2 sa zamenia,
kde st .

U dif. systému s nutnymi podmienkami pre body urditosti koeficienty
sa

__Gu@ o Gul)
ME T w0 T T p@e
“Lll - Gy (2) __Sa1- ¥’ () do = — Gy (2) +
Ay Gy(x) px) M - gla)

@ (%) , _ dGy
+ Gu(z) wer O = @

Koeficienty pri y, len vtedy hovejit Fuchsovej podmienke, ak je

81+ 812 = 2,

. t. j. diferencislny systém s uréenymi nutnymi podmienkami len v ta-
komto pripade dd sa previest na dif. rovnice Fuchsovho typu.
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2.

Nutné podmienky sd aj postadujice.

Ukdzeme, Ze oznadené nutné podmienky aj statia na to, aby sme
mohli urdit rieSenia dif. systému (1). Vezmime, Ze chceme uréit riefenia
patriace k singuldrnemu bodu z = a,.

Normélny tvar dif. systému vzhladom na tento sing. bod je

kde s

(& — ) Pos(2) L2 = Py (@) + 94l

dyo .

dx = y,G12(2) + ?/2P22(75) (4)

(% — ;) Pog() ==

&

P [‘P( )P P, = [(p(x)]s“_l . Gyy(2),

o= ">

x—a
)52
Py, = [;(E“(;l&l— , Poy = [@(2)s71 . Goy().

Funkcie Py, a P,y st raciondlne funkcie celistvé najviac (0sy — 1) = p-ho
stuptia a funkcie Py, a P,y st tied raciondlne funkcie celistvé najviac
(as12 — 1) = g¢-ho stupria. %upen funkcie Gy, a Gm bol uz uréeny Roz-
voje tychto funkeii v okoli bodu 2 = «a, su

P01 =ZZ;)b0}.(x - “1);" 11 — z bll(x - al) ’ 21 = Z bzl z— al)

q
Py, = Zgou(x"‘%)”, Py, = ng(x—al)”, Gyz =292;¢(“’"““1)“-
p=0 u=0 #=0

Ak sing. bod # = @, nie je bodom neuréitosti rieSenia, vtedy sd

o0
Z &N x— a1)r‘+”a Yo = 2002(”)(“7 — )t
—

=0

Ked tieto polozime do dif. systému (4), potom dostaneme

Mz — a,)+*.

Poloime

»

Zoun + ¥)boa — byl .

Ms F;MS
M=

(l):("z + %) Gou — Gru)CaN(@ — @y HH =

»

I

0

MMS

Y2
2. 2bae@a—aph(5)

n[\/]s

q
2 2#61( Nz — ay)
0pu=

[(7'1 + 'V)bo;_ - bll]CI(V) = -Aw'l; 92[461( ) = Ai‘#a
[(rs + #)90u— g1u1es™ = Buu, byacs® = B, (6)
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a tak dostaviiu rovnicu usporiadajme podla mocnin x —a;. Obecny
koeficient, ndsobeny mocninou (x—a,)°, kde o =19+ 1+ % + pu,
na lavej strane je

”

c % G—
= Z z Z i w—1 ]7 o—x—7*
#=0i=0j=0

Prave tak obecny &len, nisobeny mocninou (x — a,)°, na pravej strane
je
X O—*xH

Z ZZA?’ w—i B )m—r-—J

=01=07=0

Po tomto rovnica (5) prejde do tvaru

Dte (& —ay)° = 0.

o=0
Z toho vSak vyplyvié, Ze je

® O0O—x

z z Z[AZ: »—1 7; a——x—j_-Az s #—1 ] 5 qﬁ‘.—)] = 0 (7)
#=041=07=0
c=20,1,2, ...
Pri ¢ = 0, ak delime ¢,(0¢,®, kde ¢,(® a ¢, nie st nula, mdme
1 .
PROMO! fo = (r1bog — b1o) - (o0 — 910) — J2obze = 0-

Pritom je
Ty —1y + 1 =841, 71, — 75 = 8p5.

Z tychto rovnic pre r; a r, dostaneme kvadratické rovnice

712600900 — 71— (821 — 1)boed00 + o010 + JooP10] — (S22 — 1)g00b10 +
+ b1o910 — D292 = O, (8)
79?bg0d00 — 72l — (812 — 1)bgedo0 + Boodr0 + Faob10] — (812 — 1)boed10 +
+ b10910 — 20920 =
Tieto dve rovnice st determinujtice rovnice, patriace k sing. bodu z = a;.
Ak polozime
(ry + )by w—i — by, 5 = iy 21—
(re 4+ 990 6—x—i = g1 g—r—j = hj> —%—j»

potom st
0,

* .
Bj y O—x~—j = b2: 0'-'%—'7'62(7)

Ai; x—1 = dim—icl(l)> -B]'; 6—n—j = Nj, g—x—jCa

* .
*41: su—i = (o, x-—icl(z)y

a vtedy, ak eSte polozime

: (1, 7)
di; x—ihj: C—x—j Gos x—1 - b23 o—x—f — Gx:—'t O%—))
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je

c ® O—X <‘ . .
fo = Z ZG:-’-Q a—n—i - 6Dyl = 0, 9)
x=01=04=03
c=1,2,3,

Tieto rovnice ddvajud rekurentné vzorce pre vypodet ¢, a ¢,(). Kedze pre ry
dostdvame dve hodnoty r; a 75, a pre r, tiez dve hodnoty 7, a r,,, preto
aj ¢, nadobudne dvoch hodndt ¢, @ a ¢, a pre ¢, dostaneme tieZ dve
hodnoty a to ¢;,( a c,,N, Takto mdZeme vypoéitat fundamentdlny systém
daného dif. systému pri urdenych nutnych podmienkach a tymto sa
stdvajd nutné podmienky i postadujicimi.

‘ Pre koeficienty c¢,(, ¢,(?) dostaneme dva linedrne systémy, kazdy
o dvoch rovniciach a to

£ = [f,] —0) f12 = [fa],.l =1y = 0.

n="Tn
Te =Ty . Ty == Tog
(21) — ?1(22) —
f" [f"]rl =Ty = fo [f°]7‘1 =Ty = 0.
Ty == 719 Ty =To2
Determinanty tychto systémov sd
D — All’ A21
10 — b
A12: 'A22

kde st
Ay = [(ryy + )by — b10] (19900 — F10) — F20P205
Ag1 = (r11boo — b1o)[(r12 + 0)g00 — F10] — J20D20s
Ay, = [(r21 + 0)bgg — b1oHr12900 — F10) — F20P20;
Ay = (rgrbgy — blo)[("m + 0)900 — G10] — Faob20
a v determinante D,, pride len ry, na miesto ry,. '

Koeficienty c;;(%, ¢4, ¢,(?), (@ vieme uréit pokial si D, % 0
D,, + 0.

Ak sl ry + G =1y & 1y -+ G = ry,, vtedy je Dy; = 0. V tomso
pripade teda, t. j. ked korene determinujiicich rovnic li¥ia sa v’ celyjch
kladnych &slach, méZeme urdit len jednu dvojicu koeficientov ¢ a cs®).

Ked d1skr1mmanty determmu]ucmh rovnic si nula, vtedy pre
koeficienty ¢, a ¢, j je len jedna rovnica, a dif. systém dé, sa previest
na Fuchsovu dif. rovnicu druhého rddu.

3.

Rady, hoviace diferencidlnemu systému o bodoch urditosti,
maji obor konvergendénosti.
Obecny koeficient jedného takého radu zo systému rovnic

[folrin=10, [folry=0

T1a T2

13 193,



je

. D, @
6y (@ = — =X—,®,
1o
kde st B B
D,, = | 2w Za
By = [(r1y + 0)bgg — b10)(T12900 — J10) — gzobzo >
By = (11390 — b10) [(*12+ 0)g00 = F10] — F20D20 »
By, = [(ry, -+ o)b 00 — 0101 (722900 — F10) — F20020 »
Byy = (r11bgo — b10)[(T22 + 0)900 — F10] — F20020 5
[fo-’-ﬁaq x—j]rll [GO 0)17'11 )
AR i 1o’ 712 o
—_ . " .C ("4)0 (7),
=Z ; =0 [Gf}—ng,a—lv-x—j]rn , [G )]7'11 wo
Toa T22
ij+ 6.
Je
[GS'—]i), u—l—x—i]rll, (@ (0’6)]"11
T12 T12 ) ]
.. o .G (‘L)c 0(7)
[Ggiz:,a—l—-x—j]rl1’ [G(O )]7'11 u 12
(a) o X O—Xx ‘ 722 7.22 ‘
<22 2 s
Tx=0i=0j=0 ‘ Dy,
' i, § * G

Funkcie Py, Py, Gy, Py, Poy a G, st raciondlne funkcie celistvé.
Maximélnu hodnotu koeficientov by, by, ... oznaéme M a ich mini-
mélnu hodnotu zas m. Maximilnu hodnotu koeﬂclentov Fows 1w -+
oznaéme @ a ich minimdlnu hodnotu zas ¢. Vtedy je

(ryy—1)(rys—1+1)(0—7)— () 4y

_MQ 20—1x% o—1—x
ol < (mq) 20202 [[rm— e — T+ o)— 1]a°11°'12 1o

Potinajic od uréitej a koneénej hodnoty o = g na hore je

__.mq ? 011 o0—1 % g—1—x
(MQ) ¢ PRO) |011(c)l < Zo z z e, @ 012(7\‘
x=01=0j=
Ak polozime
% g—1~—n
12_,0 72 lcll(z)clz(a), — 01 (,_1_”) |

je _
a—1

- i I'Ou(a)[ < z 011(0'-1—»:). .
#=0 .
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Pokial je o < g, volme kladné &isla sy, sy, ..., s, tak, aby boly
. Cp® < 85, Oy < sy, ..., Cp® < s,

a zas, ked je ¢ > g, nech si
o—1

m:Zﬁﬂ%a=g+Lg+zm

Pri tychto st

. o+v ’ ety )

|Cpae+i ] < 20011(9—““) < zo'se—w-v == fo+1+r» ¥ =0,1,2,...
o= H= )

Pri ¢ < g polozme
o o—1

By = 84, by = 8, = 2({30_,_,,.
Ak poloZime eSte x — a, = z, potom je .
(1 —2)(by + b3z + ... + by2?)
1—22
Rad na pravej strane konverguje, pokial je |z| << . Z toho dalej jo
by + 02 + 022 + ... = (Y —z—22—...) (g + &2 + £522 + ...).
Z tohto viak vyplyvaji ' ‘

= & + &2 + 2% + ...

_ S = &y 8 = £y, 83 = g, ..., 8 = &

Ak zas je 0 > p, st
ety e+? )

Eot1ty = Z Eo—nty = qu—x-f-v = ﬂq+1+v: v=0,1,2,..;

H=0 x=0 ‘

t. j. potendny rad

(-]

Zﬂozd,

o=0

tie? konverguje v obore |z| << §. Ale vtedy rad

0
Z Cpy2°,
a=0

tiez konverguje v tomto obore a rad
0

pulr—a,) = 20011(0)(“7 — )’
konverguje v obore
1 (MQ\? .
e —a <35 mg “|e,|

a urdi spojitd a derivdcie schopni funkeiu.
 Pravetak sad4 dokdzat, zerady @, (2 — 04), @yo(¥ — @), Poa(¥ — 1)
konverguji.
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Résumé. — Vytah.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un systéme
différentiel n’ait pas de points singuliers essentiels.

JUR HRONEC, Bratislava.

Par raisons de simplicité, je traite ce probléeme pour n = 2, et j’arrive
au résultat que la condition nécessaire pour qu’'un systéme différentiel
de la forme (1) ne posséde pas de points singuliers essentiels est celle
que dans (3) les s, = 1, si ¢ = £, et les s, soient des entiers arbitraires,
siiFk;i,k=1,2. Les Gy(x) sont des fonctions rationelles entiéres
quelconques du degré (c—1), si ¢ =Fk, et du degré (o + 1)si — 2,
sii =+ k.

Ces conditions nécesaires posées, on peut determmer les constantes
dans

yck—zc (x—aqy Yk 2,

c’est-a-dire les ry; des équations (8) et les ¢ des formules recourantes -
(9), dans le cas ou les racines des équations déterminantes ne différent
pas en nombres entiers. Si elles différent en nombres entiers, on n’en
peut déterminer qu'un couple de ¢, mais par le procédé de dérivation
on peut également trouver I’autre couple de séries satisfaisant au systéme
différentiel. Toutes ces séries ont leur domaine de convergence, ce que
je prouve dans la troisiéme partie, et ainsi ces séries représentent elles-
mémes une solution du systéme différentiel (1). Il est prouvé par 13 en
méme temps que nos conditions nécessaires sont aussi suffisantes.

Lorsque la discriminante des équations déterminantes est zéro,
notre preuve n’aboutit pas.

En général, tout systéme de cette sorte peut se réduire aux équations
différentielles. Sile systéme dif. ne poséde pas de points sing. essentiels,
il en sera de méme pour ces équations différentielles. Or, le systéme
différentiel ne se raméne aux équations dif. du type Fuchsien qu’au cas
ol 81 + 85y = 2. Puisque 815 + 8o est un entier arbitraire, il peut y
avoir des équations qui ne sont pas de type Fuchsien mais qui ne posse-
dent pas de points singuliers essentiels.

PEVNE SINGULARNE BODY NELINEARNYCH DIF. ROVNIC.
JUR HRONEC, Bratislava. '

Majme dif. rovnicu prvého rddu

ﬁ — 'Pl(x: y)
dx Po(‘”: y)’
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kde Py(z, y) a Py(, y) st analytické funkcie. Body, kde sudasne P,(z, y)=
= 0, Py(, y) = 0 su singuldrnymi bodmi dif. rovnice.
Ak zavedieme ¢ ako parameter, dif. rovnicu [1] mdZeme pisat vo

tvare dif. systému
dz

'—a? = Po(x, y):
d
== P y). @

Tento dif. systém ddva parametrické rovnice integraénej kri#ky
dif. rovnice [1].
Analytické funkcie Pl(x y) a Py(x, y) st
- Py(z,y) = az + by + @z, y),
Pyz, y) = cx + ey + v(z, 9),
kde @, b, ¢, e, st konStanty a funkecie p(z, y) a p(z, y) st spojité funkcie
v okoli podiatoného bodux = 0, y = 0 a obsahuji vyssie mocniny nez 1.
Potom dif. rovnica [1] prejde do tvaru

dy [xJ_et ol + 1yl ¥ ]=

dz t jx]-}-ly]
_ da z y |l + 1yl @ ,
S KSR e st B
Kde st ’
#(0,0) =0, »(0,0) =0,
ey 0, lim ylz, y) _ 3
et B < 1 R e ®

z—>0}$| + |yl
y—0

Ked pri tychto podmienkich sa

lim = o im 2O g ' )

0 L t—>0 :
urdité a koneéné hodnoty, vtedy priebeh kriviek dif. rovnice [1] v okoli
jej sing. bodu z = z(f) = 0, y = y(¢) = 0 sa shoduje s priebehom integrag-

nych kriviek redukovanej ‘dif. rovnice
dy ax -+ by _
dzr e =+ ey ®)

a tak stadi,ak skiimame priebeh kriviek d1f rovnice [5] v okoh jej sing.
bodu z = 0, y = 0, kde vSak je

a, b

2

= ae —bc # 0.

c, e
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Integra®né krivky, dané parametrickymi funkciami = = x(f).
y = y(¢) dostaneme rieSenim dif. systému

dz

T + ey,

dy '
=W + by. (6)

Charakteristick4d rovnica tohto dif. systému nemd za koren nulu.
Ak korene charak. rovnice si 7, a r, obecné rieSenie dif. systému je

x(t) = ¢ f et + cyf0e"t : '

Y(t) = c1foet + Czﬂzzem Q%
kde ¢, a ¢, 81 Tubovolné konstanty a konétanty B11s Bios Pa1 & Py daji
sa urtit pomocou lin. alg systémov.

Integradné krivky asymptotlcky vchédza]ﬁ alebo vychddzaju
zo sing. bodov, a.k platia rovnice

limz(¢) = 0, limy(¢) = O. (8)
t—»:_}-_ ] t—+_~{: -]

Priebeh kriviek je zas dany smerom tedien tychto kriviek v asympto-
tickom okoli sing. bodu. Na ziklade tychto charakteristik vyskytuje
sa Sest rozliénych sing. bodov:

L (b—c)® 4 4ae >0, |a] + le] # 0, be — ue > 0, kde st sgnr; =+
+ sgnr,. VSetky integratné krivky bud asymptoticky vchadzaja do
sing. bodu, alebo vychddzaji zo sing bodu. Tieto maji spoloénu tednu
v asymptotlckom okoli pevného sing. bodu Takyto pevny sing. bod
menuje sa uzlom a je bodom uréitosti.

2. (b—c)®+ 4ae > 0. o] + !e] £ 0, bc—ae <0, kde sgnr, +
+ sgnr,. Tu sa splnia rovnice [8] len vtedy, ak je bud ¢, = 0, alebo
¢, =0, t. j. len integra&né krivky partikuldrneho rieSenia asymptoticky
vchidzaji do sing. bodu a z neho asymptoticky vychddzaja. Tieto
krivky vSak v asymptotickom okoli sing. bodu prechddzaji do priamok.
Medzi tymito prebiehaji obecné integrainé krivky. Tieto viak asympto-
ticky neprechddzaji sing. bodom. Dve integradné krivky, ktoré sa
dotykaju urdenych tedien part. rieSenia vytvaraju dvojité sedlo a pevny
sing. bod menuje sa sedlovyym bodom.

3. b—c)2+ 4ae <0, |a| + le] £ 0, b = —c¢, vtedy sd r, = fi,
Ty =— fi, i = V——— 1. Integradné krivky su uzavreté a to elipsy a obieha-
ju okolo sing. bodu. Nema]u urditej tedny v asymptotickom okoh smg
bodu a sing. bod menuje sa bodom kritriavy.

4. (b—c)2+ 4ae < 0, |a| 4 le] + 0, b £ —c, vtedy st
z(ty = e*t . Gy . cos(g, + ft)
y(t) = et . @, . sin(g, + Bt).

).
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Integratné krivky uzavreno $pirdlove asymptoticky vchédzaju a vy-
chddzaji zo sing. bodu a v asymptotickom okoli sing. bodu nemaji
urditej tedny. Takyto pevny sing. bod je zdnikovym, alebo Zriedlovym
bodom toctaceho sa viru.

5. (b—c)2+ 4ae =0, |a| + |e|+ 0, b+ ¢, vtedy sd r, =7, =
_b*—_‘})—_g- Vsetky integratné krivky asymptoticky bud vchidzajd °
do sihg. bodu, alebo vychddzaji z neho a tieto vietky v asymptotickom
okoli sing. bodu maji jedini tednu. Sing. bod je uzlom a je bodom urdi-
tosti. .

6. (b—c)>+4ae=0,a=e¢=0,b=c, ajer, =r,=>. Integrad-
ne dary asymptoticky bud vchddzaji do sing. bodu, alebo vychddzaji
z neho a sd priamky, ktoré nemajui urditej tedny v asymptotickom okoli
sing. bodu. Takyto pevny sing. bod je zdnikovym, alebo #riedlovym bodom
jednoduchého priamkového viru.

. . X

Résumé. — Vytah.

Les points singuliers fixes des équations différentielles non
linéaires.

JUR HRONEC, Bratislava.

»

Dans’équation différentielle (1) P, (z, y) et Py(z, y) sont des fonctions
analytiques et les points singuliers se trouvent la ou P,(z,y) =0,
Py(z,y) = 0. Les conditions (3) et (4) étant satisfaites, I’équation dif-
férentielle (1) devient (5), respectivement le systéme (6) dont la solution
est donnée par (7). Les courbes intégrales atteignent assymptotiquement
le point singulier, en y entrant ou en sortant, si les équations (8) sont
satisfaites. En méme temps, ces courbes intégrales peuvent avoir, dans
le voisinage assymptotique du point singulier, une tangente déterminée ou
non, et d’aprés cela nous classons ces points singuliers. Il y a six cas
a distinguer. 1° Toutes les courbes intégrales possédent dans le voisinage
assymptotique du point singulier une tangente commune. Le point
singulier est un noeud. 2° Les courbes intégrales de la solution générale
- n’entrent pas dans le voisinage assymptotique du point singulier. Le

point est un col. 3° Le point singulier est un centre. 4° Le point singulier
est un foyer autour duquel les courbes intégrales s’enroulent en y tendant
ou en s’en éloignant. 5° Le point sing. est un noeud. 6° Par le point
singulier passent les droites dans toutes les directions.
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SUR UNE DEFINITION DE L’INTEGRALE DE SURFACE DANS
L’ESPACE A N-DIMENSIONS. '

VLADIMIR KNICHAL, Praha.
A paraitre dans le Casopis pro péstovani matem. a fys., 76 (1951).
. *
Vytah., — Résumé.
O jedné definici plosného integrilu v n-dimensiondinim prostoru.
VLADIMIR KNICHAL, Praha.

Vyijde v Casopisu pro péstovéni mat. a fys., 76-(1951).

RIESENIE DIFERENCIALNEHO SYSTEMU HOMOGENNEHO
LINEARNEHO O KONSTANTNYCH KOEFICIENTOCH.

MICHAL KUMOROVITZ, Bratislava.

Vyjde v Annales de la Société Polonaise de Mathématique pravde-
podobne v zvizku 1950.
*
Résumé. — Vytah.

Une solution du systéme linéaire homogeéne d’équations différen-
tielles du premier ordre a coefficients constants.

MICHAL KUMOROVITZ, Bratisiava.

A paraitre dans les Annales de la Société Polonaise de Mathématique
probablement dans le tome 1950.

O PEWNE] WELASNOSCI ZBIOROW O SREDNICY POZA-
SKONCZONE] ROWNE] ZERU.*)

ROMAN LEITNER, Krakéw. '

Niech ¥ oznacza domlmlqty i ograniczony zbiér punktéw plasz-
czyzny zmiennej zespolonej. Niech

771(”)’ nz(n): sy ﬂn(n)> (1)

oznacza zbiér n, n 2> 2, punktéw lezacych na zbiorze F w ten sposéb,
*) Annales dé Société Polonaise de Mathématique, XXIII (1950).
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aby iloczyn ich wzajemnych odleglogei

Vin®, .oma™) =TT ™ — ma| (2)
15_:i<k_<_n
spelnial warunek
V(n,®, ..., 5,) = maxV(z,, ..., za), (8)
(F)

tj. byl réwny maximum funkeji V(z,, ..., 2,), gdy punkty z,, ..., 2,
przebiegaja zbiér F. Zbidr (1) spelniajacy (2) i (3) nazwiemy ukladem
harmonicznym dla zbioru F. Wiadomo, ze ciag $rednich geometrycznych
2) |
VP, s ) @
]est zawsze zbiezny, a ]ego granica d(F) jest zwana éredan pozaskoriczong
zbioru F. Rozwazmy ciag

n
Ho(2) = o= @[ e — 0,0, (5)

gdzie z jest dowolnym punktem plaszezyzny nie nalezacym do zbioru F.

Prof. F. Lesa wykazal:l) 10 Jedli d(F) > 0 to ciag (5) jest zbiezny
do granicy skoniczonej. 20 Jesli d(#) = 01 zbiér F jest skoniczony, to ciag
(5) naogdl nie jest zbieiny. 30 Jedli d(F) = 0 i zbidr F posiada jeden
punkt skupienia, to ciag (5) jest zbiezny.

Prof. F. Lesa postawil pytanie, ezy ciag (5) jest zbiezny, gdy d(F) =
= 0 i gdy zbiér posiada dwa lub wiecej punktéw skupienia. Autor daje
odpowiedz (negatywna) na to pytanie, wykazujac nastepujace

Twierdzenie. Istnieje 2bidér F, ograniczony, domknigty, posiadajqcy
dwa punkty skupienia z; =0, z, =1, oraz taki, Ze grawica ciggu (5)
naogdt nie istnieje.

Dla dowodu buduje sie zbiér F tak, aby posiadal on miedzy inny-
mi nastepujaca wlasno$é: Wiekszo$¢ z po$rdéd punktéw ukladu (1)
lezy w otoczeniupunktu z; = 0, dla n = Ny, za§ w otoczeniu punktu
2y =1, dla n = Ny4,, gdzie N, jest pewnym ciagiem wybranym z ciggu
liczb naturalnych.

*
Résumé., — Streszczenie.

Sur une propriété des ensembles a diametre transfini nul.*)
ROMAN LEITNER, Krakéw.

Soit F' un ensemble, fermé et borné, de points du plan de la variable
_complexe 2. Soit (1) un ensemble de n pomts de F, distribués sur F de
maniére que le produit de toutes:leurs distances mutuelles (2) remplisse
la condition (3). Nous dirons que les points (1) forment sur F un groupe

1) Ann. de la Soc. Polonaise de Mathém., XIV (1935), 131—134.
' *) Annales de Société Polonaise de Mathématique, XXTII (1950).
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harmonique. 11 est bien connu que la suite (4) est toujours convergente
et que sa limite d(F) est égale au diaméire transfini de ’ensemble F.

M. F. Lesa a démontrét) que la suite (5) (ol 2 est un point quel-
conque, mais fixe en déhors de F) 1° tend vers une fonction limite,
lorsque d(F) > 0; 2° n’est pas convergente, lorsque d(F) = 0 et F est
composé d’un nombre fini de points; 3° est convergente dans ’hypothése
que I'ensemble F' n’a qu'un seul point d’accumulation. Le but de ce
travail est de démontrer que cette hypothése est essentielle.

Théoréme. I existe un ensemble F borné et fermé, pour lequel z, =0,
2, = 1 sont des points d’accumulation et pour lequel, en général, la limite
de la suite (5) n'existe pas.

Pour démontrer ce théoréme, on construit P'ensemble F jouissant
de la propriété suivante: la plupart des points rentrant dans le groupe (1)
pour les valeurs n = N, sont situés dans le voisinage du point 2, = 0
et la plupart des points rentrant dans le groupe (1) pour n == N4,
sont situés dans le voisinage du point z, = 1; N, est une suite partielle
de la suite de nombres naturels.

PEWNA METODA PRZYBLIZANIA FUNKC]I RZECZY-
WISTYCH ZMIENNE] ZESPOLONE).
FRANCISZEK LEJA, Krakéw.

* 1. Niech f(z) bedzie funkcja rzeczywista zmiennej zespolonej z,
okreslong i ograniczong na brzegu B dowolnego obszaru D zawierajacego
wewnatrz punkt z = 00. Funkch f(z) nazwijmy ]"Lmkch brzegowg
i oznaczmy ]eJ kresy dolny i gérny odpowiednio przez m i M

m< fz) < M.

O brzegu B zalézmy, ze zawiera nieskoniczenie wiele punktéw,
‘obierzmy na nim przy ustalonym n =1, 2, ... uklad » + 1 punktéw
Co» 15 -+ -» Ln, ktOry oznaczmy krécej przez ¢

C(n) = {CO) Cl, e Cn} (1)
i oznaczmy przez LU)(z, {®) §=0,1,...,n, wielomian n-go stopnia
wzgledem z, ktéry dla z = {;, ma warto$¢ 1, a w pozostalych punktach
uktadu (1) wartosé 0.

Niech A bedzie zmiennym parametrem rzeczywistym nieujemnym.
Funkcja zmiennej z okre§lona wzorem

F(z, }_ tm)y = Zl Lz, )| en4fGh @)

przybiera na calej plaszczyZnie wartoSci dodatnie i réwna sig eri(@
w punktach uktadu (1). Wobec tego funkcja

1) Ann. de la Soc. Polonaise de Mathém., XIV (1935), 131—134.
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. n
f(z, 4, £) = log/ F(z, 4, {™)
réwna sig Af(z) w punktach ukladu (1). Zmieniajac punkty (1) w zbiorze B
oznaczmy przez fn(2, A) kres dolny
fale, 2) = ini{fulz, A L)} dla n =12, ... (3)
C(n>eB .
Otrzymamy pewien cigg funkeji {f,(z, 1)} zmiennej z okreslonych na
calej plaszezyznie i przybierajacych wszedzie warto$cl rzeczywiste.
Funkeje f4(2, 4) zaleza od funkeji brzegowej f(2) i od parametru 4
i spelniajg nieréwnosé .
fn(z, A) S Af(z) dla ze B, n = 1,2, ... (4)
Gdy bowiem z, jest punktem zbioru B, to uklad (1) daje sie tak

dobraé, by bylo f(zy, A, {™) = Af(z,); W tym celu wystarcza obraé jeden
z punktéw (1) w punkeie z,. Z drugiej strony na calej plaszezyZnie mamy

falz, ) =4 .m dlan=1,2,..., (5)

bo na mocy wzoru (2) i nieréwnosei f(z) = m jest
n
" F(z, A, ™) g eﬂlmz ‘L(J')(z, C(n))l _2___ enim
i=0

Ciag (3) posiada nastepujaca wlasnodé:
1. Jezeli $rednica pozaskoticzona zbioru B jest dodatnia, to dla kazdego
z 1 A istnieje skoriczona granica '
‘ limfu(z, 2) = f(z, ), ‘ (6)
n~»o0 h
przy czym przy ustalonym A jest f(z, A) funkcjq harmoniczng punkiv z na
calej plaszczyénie poza 2biorem B i speinia na zbiorze B nierdwnosé ’

Im < f(z, 2) < M(2), z € B. (7)

Dowdd tego twierdzenia jest zawarty implicite w mojej pracy za-
mieszczonej w ,,Bull. Acad. Polon. des Sc. et des Lettres (Série A),
79—92, 1936. _ .

W przypadku A = 0 funkeje (3), a 'przez to i funkcja graniczna (6)
nie zalezg od funkcji brzegowej f(z), 1 woéwczas funkeja f(z, o) redukuje
sie w obszarze D do funkeji Greena tego obszaru z biegunem w nieskoni-
czonosei.l) ‘ ’ .

2. Oznaczmy przez A dopelnienie obszaru domknigtego D + B do
calej plaszezyzny. Zbiér 4 moze by¢ pusty i wéwezas zbidr B nie rozcina
plaszezyzny. Jezeli zbiér A nie jest pusty, to jako zbiér otwarty jest
sumg skonczonej lub przeliczalnej ilo§ci obszaréw D; -+ D, + ...
i wtedy B rozcina plaszczyzne na obszary D, Dy, D,, ...

1) Ann, Soc: Polon. de Math., 12 (1934), 57—71.



Zalézmy, ze A > 0 iniech funkecja brzegowa f(2) bedzie stalg na zbio-

rze B. Wéwczas na mocy (7) iloczyn
1
A
jest stale réwny f(2) na zbiorze B, wiec dazy na B do granicy f(z), gdy
A — 0. Wiasno$é ta funkeji granicznych f(z, 1) daje sie nogdlnié w naste-

pujacy sposoéb:

I1. Jezeli funkcja brzegowa f(2) jest ciqgla na zbiorze B 1 zbidr ten nie

rozeina plaszczyzny, o wiec zbicr A jest pusty, to gdy A —0 zloczyn (8)
dqzy na zbiorze B do granicy ]‘(z)

Z. f(zi —f(Z), ZG.B, (9)

f(z, 4) : 8)

).—»0

przy czym zbieznodd ta jest 7ednosta9na na zbiorze B2).

Dowéd tego twierdzenia nie jest krétki i dezm podany pdéZniej 3)
Opiera sie on na nastepujacym twierdzeniu pomocniczym: Kazda funkeja
f(z) okreslona i ciagla na dowolnym zbiorze plaskim ograniczonym domk-
nietym, nie rozeinaj@cym plaszezyzny i nie posiadajacym punktéw
wewnetrznych daje sig¢ przyblizaé jednostajnie na tym zb1orze przez
wielomiany.4)

3. Zalézmy teraz, Ze zbidr B rozcina plaszezyzne i ze funkcja brze-
gowa f(z) jest ciagla na tym zbiorze. Wéwezas f(z) nie zawsze daje sie
przyblizaé przez wielomiany, nie mniej jednak twierdzenie II mozna
rozszerzy¢ i na ten przypadek przy pewnych zatozeniach co do f(2).
Mozna mianowicie wykazaé, ze:

IIL. Jezeli funkcja brzegowa f(z) ma te wlasnodé, ze funkcja '@ daje
sie przyblizaé jednostajnie na zbiorze B przez moduly wielomiandw, tj.
jezeli dla kaidej liczby & > 0 istnieje wielomian W (z) taki, ze

@ —e < [W(2)| < €® 46, 2¢ B, (10)

to granica (9) zawsze istnieje i réwna sie f(z) na zbiorze B, przy czym
zbieznosé ta jest jednostajna na B.

Zauwazmy, ze w rozwazanym przypadku zbiér 4 nie jest pusty
i jest suma obszaréw jednospdjnych D; + D, + ..., ktéryeh laczny
brzeg, oznaczmy go przez I, jest zawarty w zbiorze B. Na mocy twier-
dzenia I funkcje (8) sg przy kazdej ustalonej warto$cidfunkcjami harmo-
nicznymi w obszarach 4. Co wiecej, w kazdym punkcie zbioru 4 + I"

?) Poza zbiorem B, a wiec w obszarze D, granica (9) istnieje réwniez, lecz
wszedzie jest nieskoriczona.

3) W Roczniku Pol. Tow. Matem.

) Wykaza} to M. LAWRENTIEW (zob. J. L. WALSH, Interpolation ud Appro-
ximation, New York, 1935, str 48).
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mamy

mg%f(z,l)éM, zed +T. , (11)

Istotnie, pierwszg cze$é nieréwnosei (11) otrzymamy z nieréwnosei
(8) przez przejécie do granicy, gdy n — co. By wykazaé druga czeéé
nieréwnodei (11), oznaczmy przez
n™ = {n9, N1, ---» M} (12)
uklad n + 1 punktéw zbioru B tak dobrany, by iloczyn wszystkich
wzajemnych odlegloSei tych punktéw byt mozliwie najwiekszy. Utwérzmy
nastepnie wielomiany Lagrange’a
LO)(e, 77(")), 7=0,1,...,m, (13)
odpowiadajace ukladowi (12), oraz funkcje

n
Flz, 3, p™) = z[ L0z, )| endeny),
. 5

Wielomiany (13) spelniajg na zbiorze B nieréwno§é | L(i)(z, nm)| < 1
dla 7=0,1,...,n,5 wiec na mocy zasady maximum nieréwnoéé ta
zachodzi w zbiorze A + I'. Z drugiej strony mamy f(n;) < M dla j =
=0,1,..., n wiec

Flz, 2, ™) < (n+ 1) e, ze 4 + T,
skad na mocy (3)

fale, ) S AM +log)n +1, ze 4 + T

Dzielge przez A i przechodzac do granicy otrzymamy nieréwnoéé szukang,.
Z nieréwnosci (11) wynika, ze funkeje (8) tworzg przy zmiennym A
rodzineg normalng funkeji harmonicznych w zbiorze 4. Jezeli funkcja
brzegowa f(z) spelnia na brzegu B (a przez to tez na brzegu I” zbioru 4)
warunek (10), to w my§l twierdzenia III, gdy A — 0, rodzina (8) dazy
jednostajnie na I" do funkeji brzegowej f(z). Stad i z zasady extremum dla
funkcji harmonicznych daje sie wyprowadzié nastepujacy wniosek:

IV. Jezeli funkcja brzegowa f(2) spetnia na brzegu B obszaru D waru-
nek wypowiedziany w twierdzeniu III ¢ zbiér B rozcina plaszczyzne na
obszary D, Dy, D,, ..., to granica (9) istnieje nie tylko na brzegu B lecz
4 w obszarach D,, D,, ... 1 przedstawia w tych obszarach funkcje harmonicz-
nq, przybierajacq na brzegach dane wartodei f(z).

Gdy wiec zalozenia tego twierdzenia sg spelnione, wéwezas granica
1
lim —- f(z, 4)
A0 }'

" 5) Bull. Ac. Polon. des Sec. et des Lettres (Série 4), 1936, 91.

205



jest rozwigzaniem problemu Dirichleta réwnoczesnie dla wszystkich
obszaréw Dy, Dy, ..., przy danej funkeji brzegowej f(2).

*

Résumé. — Streszczenie.

Une méthode d’approximation des fonctions réelles d’'une variable
complexe.

FRANCISZEK. LEJA, Krakéw.
Soit D un domaine plan quelconque contenant le point z = oo,

B la frontiére de' D, A ’ensemble complémentaire & D + B et f(z) une’
fonction réelle bornee définie sur B.

Supposons que le diamétre transfini de B soit positif. Désignons par
(™ un systéme de n + 1 points différents &, &y, ..., {n de B et par
L)z, (™), =0,1,...,n,le polynome de Lagrange du degré n admettant
les valeurs 1 pour z = {; et 0 en autres points du systéme ®). L’expression

n
- F(z, 4, {®) = > | L)z, £)|end¢;)
j=0

ou A est un paramétre réel, est égale & e aux points du systéme {m,
En faisant varier les points du systéme {® dans B, desugnons par fu(z, 1)
la borne inférieure

n
fa(z, 2) = inf {log)/F(z, 2, (™)}, n=1,2, ...
tn)en
On démontre les théorémes suivants:

" 1° Quels que soient z et 1, il existe la limite

limfn(z, ) =[G 4)

et, pour chaque A fixe, f(z, 1) est une fonction harmonique en dehors
de B.

2° Lorsque la fonction donnee f(z) est continue sur B et A est vide,
il existe la limite

limlf(z, A) pour ze B . v *)
A0 l :

égale & f(2).

3° Lorsque 4 n’est pas vide et ¢/ admet dans B une approximation
uniforme par les modules des polynomes, la limite (*) existe dans 4 + B
et est égale & la solution du probléme de Dirichlet pour le domaine A
et, pour la fonction frontiére f(z).
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PEWIEN DOWOD TWIERDZENIA FATOU.*)
STANISLAW LOJASIEWICZ, Krakéw.

Podaje dowdd twierdzenia Fatou o funkejach analitycznych i ogra-
niczonych w kole, opierajae sig na twierdzeniu Lebesgue’a o funkejach
o zmienno$ci ograniczonej oraz na nastepujacych lematach:

1° Niech K oznacza kolo |z| < 1, C okreg |{| =1 i niech {,e C.
Jezeli funkeja f(2) okre§lona w K + C jest analityczna i ograniczona w K,
ciggla w K + C —{{,} i ciagla na C, to jest ciagla w K + C (wraz
z punktem ).

2° Niech funkeja g(2) bedzie analityczna w obszarze @, {, punktem
brzegowym tego obszaru. Oznaczmy przez o(2) odleglosc punktu z od
brzegu. Jezeli istnieje skofczona granica lim g(z), to ¢’(z) . (z — o) = O,

z2—L,

So—2|
e(®)

gdy z — £, w ten sposdb, ze wyrazenie pozostaje ograniczone.
*

Résumé. — Streszczenie.

Une démonstration du théoréme de Fatou*).
STANISEAW LOJASIEWICZ, Krakéw.

O ZACHOWANIU SIE CALEK W OTOCZENIU PUNKTU
OSOBLIWEGO.?)

ZOFIA MIKOLAJSKA, Krakéw.

Przyjmijmy ¥ = (43, Y5, .-, ¥n)y ¥ = Zyz, 2,Y)= (2,91, ,Yn)

i oznaczmy przez 4 przedzial 0 < x < a, przez W-walec zlozony z punk-
téw (z,Y), dla ktérych 0 < r < b oraz xe 4, przez G-zbiér punktéw
(z,Y), dla ktérych = 0, 0 << r < b, zaé przez E-zbiér punktéw (z, Y)
takich,zexe Air =b.

Zakla,damy, ze uklad réwnan

4 = @Y (=12..n) (1)

‘ma prawg strong ciagla w W.

*) S. LOTASIEWICZ: Une démonstration du théoréme de Fatou, Ann. Soc. Pol.
Math., 22 (1949), 241—244,
1) Wyniki te referowal na kongresie prof. WAZEWSKI w zastqpstww nieobecnej
autorki. Praca ukaze sie drukiem w Annales de la Société Polonaise de Mathé-
matique.
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Nlech h 27 Y Zyzf x} Y),

n
n= (1., ) Oraz Qz, Y, ) = _Zlﬁ,,- (@, ¥)ma;-

Wprowadzmy nastepujace zalozenia:
d
(Zl)\(b(x) > 0; D(z) ciagla w 4; fg%dx =4 oo dla d > 0; gdy
0

- (@, y) = C e @, to lim infl%.@} > 0.

(Zy) h(z, Y) > 0 w zbiorze E.
(Zg) h(z,Y) < 0 w zbiorze E.

(Z4) Dla kazdych dwu calek ¥(z) = (7,(x), ..., ¥a()), ¥ (@) = (7 (2), ..

Un(x)) ukladu (1) wyrazenie p(x) = f(e}i(x) — yi(x))?  jest

malejace.
(Zs) Forma kwadratowa @ jest pélokre§lona ujemna, gdy (z,Y)e W.

Nazwijmy asymptotyczng kazdg catke ukladu (1) okreSlong dla
0<a<d<ai zmlerzajaca do poczatku ukladu przy z — 0.

Przy zalozeniach (Z,) i (Z,) kazda calka systemu (1) wychodzaca
z dowolnego punktu P ¢ W jest asymptotyczna,.

Przy zalozeniach (Z,) i (Z;) istnieje przynajmniej jedna calka
asymptotyczna. .

Przy zalozeniach (Z,), (Z,) i (Z,), wzglednie przy zalozeniach (Z;),
(Zg) i (Z;), istnieje dokladnie jedna calka asymptotyczna.

Twierdzenia te s uogélnieniem pewnych twierdzern P. HArTMANA
i A. WintNERA?) i stanowig odpowiedZ na problem postawmny przez

profesora T. WAZEWSKIEGO.
£ 3

Résumé. — Streszczenie.

© Sur P’allure asymptotique des intégrales des systémes d’équations
différentielles au voisinage du point singulier.¥) :

ZOFIA MIKOLAJSKA, Krakéw.

L’auteur généralise pour un systéme un théoréme de P. HARTMAN
et A. WINTNER relatif & une seule équation (American Journal of Mathe-
matics, 68, 146).

Cette généralisation constitue la réponse & un probléme posé pa.r.
T. Wazewski.

?) P. HARTMAN and A. WINTNER: On the asymptotic behaviour of the solutions’
of a non-linear differential equation, Amer. Journal of Mathematics, 68 (1948), 301—
308.

*) A paraitre dans les Annales de la Société Polonaise de Mafhéma.tique., v
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- LA FONCTION EXPONENTIELLE DANS LE CORPS
ALGEBRIQUE.

JAN G.-MIKUSINSKI, Wroclaw.

F(2) étant une fonction d’une variable réelle, dont les valeurs appar-
tiennent & un anneau donné A, la derivée F'(1) peut étre définie par
postulats.’) Si 4 est un corps et si we 4, on peut définir la fonction
exponentielle e¥? comme la solution z(A) de I’équation différentielle
z'(A) = wz(A), telle que z(0) = 1; si cette solution existe, elle est unique.
Comme une application au corps des operateurs?), 'auteur a présenté
la discussion compléte de I’existence de la fonction es™ pour les valeurs

réelles de x et A.
*

Streszczenie. — Résumé.

O funkcji wyktadniczej w ciele algebraicznym.
JAN G.-MIKUSINSKI, Wroclaw.
Funkecje wykladniczg e¥* mozna okreslié jako rozwigzanie réwnania
rézniczkowego z'(1) = wx(A) takie ze x(0) = 1. Przy pevnych zalozeniach
definicja ta daje sie przenie$¢ na dowolne ciala algebraiczne, w ktérych

okre$lona jest pochodna. Powyzsza definicja ma zastosowania w rachun-
ku operatoréw.

O S-PRIESTOROCH SPOJITYCH FUNKCII.
LADISLAV MIXIK, Bratislava a JOSEF NOVAK, Praha.

Vyjde v Matematicko-fyzikdlnych zprdvach Slovenskej akademie

vied a umeni, I, &s. 1.
%

Résumé. — Vytah.
Sur les espaces (&) des fonctions continues.

LADISLAV MISIK, Bratislava et JOSEF NOVAK, Praha.

A paraitre dans les Matematicko-fyzikdlne zprdvy Slovenskej
akademie vied a umeni, I, N° 1.

1) J. G.-MIKUSINSKI: Sur Dunicité des solutions de quelques équations différen-
tielles dans les espaces abstraits, Ann. Soc. Pol. Math., 22 (1949), 157.

?) J. G.-MIKUSINSKI: Sur les fondements du caleul opératoire, Studia Mathe-
matica, 11 (1949), 41—70. .
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METHODES DE SOMMATION DES SERIES DE FOURIER. I1*)
BELA SZ.-NAGY, Szeged (Hongrie).

On sait que pour toute fonction intégmble

ch(x [ex(x) = ay coskx + by, smkx],

les sommes de. FeJ ér
» k
on¥(x) = k§0<1 — m) cx()

tendent vers f(x) en tout point de Lebesgue de f(z), et cela uniformément
dans l'intéreur de tout intervalle ou f(x) est continue. Les sommes con-
- juguées

n

F*(@) = 2, (1 —

k=1

k. ~ Lo
s 1) Cr(x)[Cr(®) = ay sinkx — by coskx]
tendent presque partout vers la fonction conjuguée

- 1 = t
fo) =—5- jo [z + ) — fz —1)) cotgy at,

notamment en tout point d’existence de ﬂx) qui est en méme temps
un point de Lebesgue de f(x).
Une matrice triangulaire infinie A = (4,z) sera dite de type F resp.

de type F si les sommes

n
= kzoﬂ”kck( ou O'n Z Ank C],

jouissent des mémes propriétés que les g, * () resp. dﬂ*(x). '
I. Pour que A soit de type F, il suffit gu’on ait

limA,; =1 (A)
pour tout k fixe, et que
n=1
2 (n — Ic)(log o ) IAnkI < Const.,
k=0

ol
A = Tk — 22n, kb1 + A, 1r2 (A, nar = 0).
I1. Pour que A soit de type F, il sufﬁt qu'on ait (A) et

r—1
2.k +1 (1og T 1)|Ankl + 2<n~k (1ogn )lAm < Const,,

ot v est le plus grand entier contenu dans n/2.

*) La premidre communication a paru dans les Acta Scientiarum Mathema-
ticarum, Szeged, 12 B (1950), 204-210 on la notera par I.
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La démonstration du Théoréme I a paru dans I, loc. cit. Celle
du Théoréme II est contenue dans la suite. .

§1. MATRICES DE TYPE 7.

Soit f(z) une fonction périodique de période 2z, intégrable au sens
de Lebesgue dans (0, 27), et soit .

ch ot cp(x) = ay coskx + by sinkx

sa série de Fourler.
I1 est bien connu?) que la fonction ,,conjuguée‘

. 1 - ¢
f@)=—*§;]ﬂ@+¢%~ﬂw—whmg§m
-0

existe presque partout et que les sommes de Fejér de la série conjuguée,
¢’est-a-dire les sommes

- : n k ’
o *(f; 2) = z (1 —m) Cr(x) ol Ci(x) = apsinkx — by coskx, (1)
F=1 . :
tendent vers f x) presque partout. Il y a convergence notamment en tout

point d’existence de f(x) qui est en méme temps un point de Lebesgue
de f(z) ou du moins tel que

f[i(x + t) — f(x —t)| d¢t = o(h) pour A — 0. (2)
0
Remplagons les facteurs (1 — 77—_]*—6_—1} dans (1) par les éléments
Anr d’une matrice triangulaire infinie donnée
A= R) m=0,1,..; k=0,1,..., %)

ces éléments peuvent &tre des nombres réels ou complexes; 4,, = 1 pour
tout n.

Lorsque les sommes ainsi obtenues
n ~
2) =S habilz) (3)
n=1

jouissent de la méme propriété que nous venons de rappeler pour les.
sommes (1) de FrIgR, nous dirons que la matrice A est de type F.

1) Cf. par ex. A. ZYGMUND: Trigonometrical series, Warszawa-Lwéw, 1935,
. P g

45—46.
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On sait?) que toute matrice de Cusaro d’ordre r > 0,
(r) \
A= (li:_k) ot AP = (m+)
) m

est de type F. .
. Hitre et TAMARRIN ont montré3) que, plus généralement, toute
matrice de NORLUND
P,_
4 =( 2 ") (4)

P,

formée & partir d’une suite {p;} de nombres réels ou complexes en posant

m
Pm = Z Pk
¥=0
est de type F, & condition qu’il existe une constante C telle que
kakl ()
nlpn[ (V)
n
Z klpk’—?’k—1| < O1P”" (N,)
¥=1
| Pr
2 ()

Ces conditions sont d’ailleurs seulement suffisantes et non pas nécessaires.
Nous établirons la propriété F pour une classe de matrices /1, beau-
coup plus étendue, et cela en comparant les sommes o, correspondant
3 cette matrice avec les sommes 6,* de FrRIER.
Théoréme: Pour que la matrice A = (Ant) s0it de type F, il suffit
qu’on ait

lim A, = 1 pour toute valeur fzze de k, _ (A)
7 —>00
et
=1/ n L1 » n—1 k =
33 5 Jlam<e @
k+1 k=v\i=n—k
ol

:k = Ant — 2n, k+1+ }-m k+2 (}*mn+1 =0)

et ot v désigne le plus gmnd entier contenu dans —. Ces conditions posées,

u

la différence
#n () = Op(f; ) — Oy (f» z)

2) Cf par. ex. A. ZYGMUND, loc. cit., pp. 49—50 et 145—146.
w 3) B, HILLE — J. D. TAMARKIN: On the summability of Fourier series. I,
Transactions American Math. Society, 34 (1932), 757-—783.
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des sommes (3) et (1) tend vers O presque partout, notamment en tout point
z ot (2) alieu. La convergence est uniforme dans Pintérieur de tout intervalle
ol f(x) est continue.

La condition (B) est d’ailleurs évidemment équivalente & la suivante:

v—1
Z (k+ 1) (logk T l)’A"k' + Z (n— k) (loo

k=0

,c)lélnkl <. (B)

Dans le cas particulier o la matrice 4 se dérive par la formule

' k
Z"kzl(n—{—l)

d’une fonction absolument continue A(x) (0 < Su < 1) et telle que A(0) =
=1, 4(1) = 0, la condition (B ) se réduit & ce que I'intégrale

b . 1
fu log% [dA"(w)| + f(l — u) log ] i
0 , 1

soit convergente.

Dans le cas des matrices de NORLUND (4), nos conditions prennent
la forme

” ]dl’(u)l‘ “

lim _?.”P_’l”_ = 0 (pour toute valeur fixe de m) (Axn)
n—y n m
S (35 )m—pnl +
m=1 \i=m
% n n—m 1 . ~
S (3 el <oinl By
m=n—v+1\i=n—m+1

Ces conditions sont moins restrictives que celles posées par HILLE et

- TAMAREIN, (Ay) étant une conséquence de (N,) et (Ns), et (BN) une
consequence de () et (N,) [cf. I, §1; on a encore & observer que
n n—m+1

z < m].

t=n—m+1
§2. DEMONSTRATION DU THEOREME.

Pour démontrer le théoréme, partons de la formule facile & vérifier

1 T
<m=—;fmmem )
0 .

palt) = f(z + ) — fle —1)

ou
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et

k=0

Ho(t) = i [znk ——(1—-n i 1)] sinkt. (6)

Nous montrerons dans le paragraphe suivant que, pour 6 > 0,
- max|Hy,(t)| -0 (n — ) (7)
détén
et qu’il existe des fonctions décroissantes Hj (t) = 0 (0 < t < n) telles
que
a0 < B ), [H2 0t < 0% ®)
On déduit de (6) que
3 Ed
7o|xa(2)] < maxly,(t)] . [|Hat)| &t + max|Ha(t)] . [yalt)] dt
Oétéd 0 dét=_<_n é
Vu que

f|% ) e < f]fx+t[dt+f[f(x—t)]dt f]/ 9)
et que, pour t—0, p,(t) tend uniformément vers 0 dans l'intérieur

de tout intervalle ou f(x) est continue, on conclut de (7) et (8) que ,()
tend uniformément vers 0 dans l'intérieur de tout tel intervalle.

Pour montrer que »,(x) — 0 en tout point x out
.
Y (h) = f[sz(t)[ dt = o(h) pour k —0,
0.

on fait usage aussi des majorantes décroissantes HY (t). Pour un tel z,
ona
Y,t) S et dés que 0 < ¢ < 0 = de),

et, en vertu, de (8) |
an(t)wzm ) < jH:: (8) lpalt)] dt = [P0 H )¢+
+ f?{’ (@) d[— Hx )] < [et . H ‘(t)]d-+ fet.d[—H.,’,‘(t)] =
=c f H* (f) dt < . |
D’autre part, il vient de (7) et (9), que
n(t

fH”(t)wz( t)d f]wt )| dt < e
b

_g_m
o<t<
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pour 7 assez élevés. On aura donc, pour ces n,
7|nn(®)| < C*e + ¢,

ce qui prouve notre assertion.

§ 3. DEMONSTRATION DE (7) ET (8).
I1 ne reste qu’a démontrer les propriétés (7) et (8) des noyaux H,,(t).

Pour 0 k<vonan—k>n—y > —;— et par conséquent

non—k » 2(n—k L

St Sickrice ooy 31
i=n—k ° i=n—k n i=kg1?
Il en résulte que la condition (]§) est plus restrictive que la condition

S(E

i=n—Fk

y£u<o (B)
k=0 )

que nous avons posée dans I. Or on a montré dans I, § 2, que les condi-
tions (A) et (B) entrainent que

[Am]| < Cy, (10)
['I'Anv\ < 02 (A’nk = }-nk"“‘ }-mkﬁ—l): (11)
n~—1
> |4%) — 0 lorsque n — co. (12)
¥=0
Posons
Ao = Ang—1 +m,

on peut alors écrire au lieu'de (6):
n
Hy(t) = D Ay, sinkt.
k=0
1

Vu que Ang =0, Ank = Ao = Ay k41 = Apg -+ w T Powr 0
Sk n et Aup= Ap— Auy js1 = Aup— Ay, 141 = Ang, pour 0
< k< n—1, on obtient par deux transformations abéliennes:

n—1
Halt) = 2. Lua(t) A
ol

La(t T e (13)

4 sin2—
2

_k+1 {sin(n + 1) sin(k + l)t}

En se servant de la vdécomposition‘ k+1l=m+1)—(n—Ek), on
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arrive aprés quelques calculs & 1’express1on suivante alternative de

(k+1){..}:

sin(n + )t.[l———cos(n——k)t——n k(l—cos(n+ ))]——

]
: i 1 —k ’
_ cos(n -+ l)t‘[311&7(:1;}:{--1 ) sm?(bn__—]c )t] (n— k).

Par conséquent,

Lax(t) = sin(n + 1)t. [Mn-k_m —':—}’f Mn(t>] —

— cos(n + 1)t . Lp,n—z—1(t) (14)
ot
t
sy *
. S'Hl?

Faisant usage de (13) pour k<< » et de (14) pour k¥ => », et en
écrivant pour abréger

Aw, 432, Li(t) au liew de Aug, A2, Lu(t),

on arrive & la formule définitive suivante:

v—1 n—1

) =kz LAy — cos(n + 1)t . D Ly—_z—y 432 + sin(n + 1)t
=0 k=»

= CTn—y+1 1 S
'{kgva—k—].Akz - Mn [__n-—-}-——_l—A’ _ m l;]}.i) (15)

Les fonctions | Lg(f)| et | My(t)| restent évidemment inférieures, dans

I'intervalle 6 < t < 7 (6 > 0), & une quantité finie w(d). Il en résulte
que |Hy(t)| y reste inférieure & . -

v—1 n—1 n—yv+ 1
(6). {kgo ’lAkzl 2 g, 4] + n+1 i 7. + nf 1" |2 i}

Grace & (10), (11) et (12), cela prouve (7).
Passons a la question des majorantes décroissantes.
" Puisque
. :
sint - > (t—) 0L 1< m), (16)

4

la fonction M. k(t) admet la maj orante décroissante”
n—1
4) On a & observer que z (n— Jc)Ak’ =@®—y+ 1)4,—4,
k= .
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t]2 o ' p
[+ D3] w4+ 12 (Ogtg 2 )
2(1)2 ] 8 ="=F+1
Mp*(t) = "
1 o 2
Q(L)2 T2 LIS t= 7
on a
ka t) dt < Oyl + 1). (17)

Envisageons maintenant les fonctions Ly = Lpg (cf. (13)). Le module
de la fonction entre {...} au second membre de (13) admet les majorantes

(k _—*_——5 et 2t min{[(k + 1)¢]% 1} + 2t min {[(n 4 1){]3, 1}. 3

Fausant usage aussi de (16), on arrive 4 une majorante décroissante
Ly*(¢) de | Ly(t)|: elle est définie dans les intervalles

'0 1\ 1 1 1
(’n+1’(n+1"k+1’(k+1’”

respectivement par

k41 wt k41
Tl G S

Un calcul direct fournit:

2 1
+ (b 1), T

n4+1 21
ka )dt < ( +1)(04+05 logk——+ l)g(k—i- (04+C’5 _kzﬂ‘i‘).
(18)

En vertu dé ld formuie (15), \H n(t)‘ admet lé majorante décroissante
v—1 : n—1 ° m—-1
Hit) = 3 Li* |4 + 3 L1 ds? + > My ra 422 +
¥=0 )
y+ 1
—-———-—ldl+n+llll)

e
En se servant de (]§) (10) (11), (12), (17) et (18), on conclut sans

peine que I'intégrale de H (£ reste 1nfer1eure a une constante indépen.-
dante de n.
Cela prouve (8) et achévela démonstration du théoréme.

5) On a notamment

sing '
- 01— = =< 2minf{z?, 1}.
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Vytah. —Résumaé.

Methody scitani Fourierovych Fad. li
BELA SZ.-NAGY, Szeged.

Je zndmo, Ze pro kaZdou funkei, integrace schopnou,

flx) ~ %ck(x) [ex(x) = ar coskz + by sinkz]
0

Frrgrovy soudty

@) = S (1_.n _’; 1) (@) » ]

konverguji k f(z) v kazdém Lebesguové bodé funkce f(z) a to stejnomérné
uvniti kazdého intervalu, v némz je f(x) spojitd. Konjugované soudty

n
Gu¥(x) = kgl(l —= f_ 1) Cr(x) [Cr(x) = a; sinkx — by, coskz]
konverguji skoro viude ke konjugované funkei
. 1 = ¢
v @) =— %-_{O[f(w + 8) — fz —1)] cotg 5 d,

zejména v kazdém bodé, kde existuje f(z), ktery je zdroven Lebesguovym
bodem funkce f(z).

O nekoneéné trojihelnikové matici A = (4,;) budeme Fikati, Ze je
typu F resp. F, jestlize soudty '

kzolnkck(x nebo o,(z Zlnk Ci(x
maji tytés vlastnosti jako o,*(x) resp. ?r,,*(x).

Véta |. Aby matice A byla typu F, staét, aby

lim Ay = 1 . @)
N=>0
. pro kaZdé pevné k, a aby
T on—-1
> (n—k) (log )[A,,k[ < const
k=0

A = Ak — 2,141 + In,ktz Uy miy = 0).
Véta Il. Aby matice A byla typu F, stadi, aby platil vzigh (A) a
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E

vl
S (k+ 1)(10gk - 1) [Aox] + Z(”"" k) (log

k=0 k=V

) |43,] < const,

kde v je nejvétsi celé Eislo, obsatené v %
Dikaz véty I. vyjde v Acta Scientiarum Mathematicarum,
Szeged, 12 B (1950), 204-210.

Dukaz véty II. je obsaZen v tomto pojednéni.

ON THE POINTWISE APPROXIMATION AND THE UNIFORM
CONVERGENCE.

MARIA NOSARZEWSKA, Wroctav.

A set 4 will be called 7-dense if in each sphere with the radius #
there is at least one point belonging to A.

It will be said, that a sequence {f.(p)} of real functions defined
in a Euclidean space approxzimates pointwise a function f(p) if for each
& >0, n >0 there is a natural number N such that for each n>N
there exists an 7-dense set 4(n) such that

Ifu(p) — f(p)] <&
for p e A(n).

The above notion is more general than any other kind of conver-
gence, in particular than the convergence on a dense set and than the
asymptotic convergence. The pointwise approximation without additio-
nal hypotheses does not impose any restrictions on the sequence because
for each sequence of functions there exists a function which this sequence
approximates pointwise. In spite of this in the additional hypothesis
that the function approximated is continuous, the pointwise approxi-
mation implies for some classes of functions far-reaching consequences,
viz. the convergence nearly uniform (i. e. uniform on each compact set).

In the well-known theorem on monotonic functions the hypothesis
of convergence may be weakened to the pointwise approximation:

- Theorem L. If a sequence of functions monotonic on an open interval
_ approximates pointwise a continuous function, then it 18 nearly uniformly
convergent to that function.

When we look for other classes of functions for which weaker
convergence implies the nearly uniform convergence it is the convex
functions and their generalizations that naturally occur.

Let @ denote a class of real functions g(z) defined in an open
interval I = («, ) and fulfilling the following conditions:

(a) each @ & @ is continuous in I;
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(b) each two points (zy, ¥y), (%a, ¥s), Where & < xy < ¥, < lie
on the image of one and only one function @(x) = @(x;:, 91, 2, ¥,)
belonging to @. :

A real function f(z) defined in [ is called @-convex?) if for any x, <z,
belonging to I the inequality f(z) < @[z; @y, f(2,), %, f(22)] is fulfilled for
<l x < %y )

Theorem 2. If a sequence of real functions defined in an open
wnterval I and ©-convex fulfils at least one of the following conditions

(A) approximates pointwise a continuous function;

(B) is convergent on a set dense in I,

(C) 1is convergent asymptotically;
then the sequence s convergent nearly uniformly.

Theorem 3. If a sequence of real functions in the open interval I
uniformly bounded on a subinterval and having non negative differences
of a fized order p g 2, fulfils at least one of the conditions (A), (B) and (C),
then the sequence is convergent nearly uniformly.

There exist some theorems corresponding to theorems 1 and 2 for
the real functions of several variables.

The subharmonic functions have none of the properties considered
ahove: with these functions none of the considered kinds of convergence
does imply any other, nor does the pointwise approximations of a conti-
nuous functions imply any convergence.

*

Streszeczenie. — Summary.
O aproksymacji punktowej i zbieznosci jednostajne;j.
MARIA NOSARZEWSKA, Wroclaw.
W pewnych klasach funkeji (funkcje monotoniczne, ‘ funkcje wypu-
kle, funkeje o p-tych réznicach statego znaku) rézne rodza]e zbieznosci

(zb1eznosc asymptotyczna, zbieznogé w zbiorze wszedzie gestym, etc.)
pociagaja za soba zbiezno§¢ niemal jednostajng.

SUR UNE EXTENSION DE LA NOTION DE DERIVEE
AU MOYEN DE LA THEORIE DES PROBABILITES.*)

KYRILLE POPOFF, Sofia.
La généralisation de la notion de dérivée a été faite par des voies
différentes: L1ouviLLE et RIEMANN en prenant comme point de départ

1) E. F. BECKENBACH Bull. Amer. Math. Soc., 43 (1937), 363—371.
*) La conférence n’a pas été faite, parce que l’aubeur était empéché de par-
ticiper au congres.
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la série de Taylor ont formé, au moyen de la fonction donnée, une autre
fonction, contenant un parameétre et coincidant pour des valeurs entiéres,
positives ou négatives de ce parameétre, avec les dérivées ou les in-
tégrales d’ordre respectif de la fonction donnée. Par ce moyen on arrive
a définir aussi des dérivées d’un ordre fractionnaire, correspondant
4 la valeur fractionnaire du parameétre. Parmi les travaux faits dans
cette direction nous voulons citer la belle thése de A. MARCEAUD ainsi
que les travaux de H. WHITNEY.

D’autre part la théorie des ensembles et les travaux de H. LEBESGUE
ont déterminé un autre courant out se rangent les travaux fondamentaux
de G. BouL1GAND et le memoire de BUusEMANN et FELLER, sur la courbure
des surfaces convexes, publié dans les Acta Mathematica.

Dans ce qui suit nous voulons donner une idée de nos résultats
sur le méme sujet, ot nous avons pris comme point de départ la théorie
des probabilités, ce qui nous a mené & des généralisations de différente
nature, out parfois méme la condition de la continuité n’est pas requise.
Cette derniére condition n’étant pas nécessaire, la dérivée ainsi généra-
lisée, se préte miex & I’étude des phénomeénes ot la continuité n’est pas
assurée, comme par exemple dans la physique moléculaire et dans les
sciences statistiques, ot la notion de probabilité s’introduit d’une maniére
naturelle! i

Ici méme on peut-suivre deux voies différentes: on peut prendre
comme point de départ le premier moment ou le second moment. Ici
nous voudrons exposer nos résultats au moyen du second moment. Pour
montrer la fécondité de notre conception nous en ferons quelques appli-
cations & la théorie des courbes gauches et des surfaces. Des théoremes
classiques (le théoreme de MEUSNIER, plans nourmaux principaux etc.)
comme on le verra peuvent étre établis dans des conditions trés géné- .
rales. Enfin on arrive & définir la dérivée des fonctions d’'une variable
complexe sans que la, condition

oP  8Q. oP 2Q

ox oy’ oy = oz
Soit vérifiée au point considéré. On obtient ainsi quelques ré-
sultats de E. BorEL sur les fonctions monogenes.
Placons nous au point de vu géométrique et considérons la courbe
y = f(x).
Soit M[z, f(z)] un poin de cette courbe et
(& — =) sinx — (yp — y) cosx =
I’équation d’une droite quelconque, passant par M et faisant avec

laxe des x I'angle x. La distance du point M'[z -+ u, f(z + u)] de la
courbe & la droite ci-dessus est donnée par

D = usinx — f(z | u) cosx, on f(x | u) = flx + u) — f(2).

B
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La somme
U 122 u .
8 = f D2 du = sin?x [u? du — 2 sinx cosx fuf( | u) du +
0 0 0
w

+ cos?o [ f(z | w)? du -
0

est une fonction de x. Les valeurs de tga, correspondant aux valeurs
extrémes de S, sont données par

w v 2
Jiu? — f(z | w)2du [ (w2 — f(z | w)2] du
tgo = — o + S + 1.
2 [uf(z | w) du 2 [uf(z | ) du
0 i 0

Ces valeurs de tgo tendent vers des limites bien déterminées, lorsque,
pour % — 0, la limite de I’expression sous le radical existe. Cette limite
existe toujours, lorsque la fonction f(x) est dérivable au sens classique,

et dans ce cas I'on a
u

[t — flz | w)?) du 1)

@ W

lim 0
u—0

u
Juf(z | w) du
]
ce qui donne pour la limite du tgo les valeurs
1
"(x) et ———,
A () |
c’est & dire les coefficients angulaires de la tangente et de la normale
de la courbe, au point M.

La dérivation, ainsi généralisée au moyen du second moment S,
étant ramenée & I’intégration et au calcul classique des valeurs extrémes
d’une forme quadratique définie, la limite (1) et les droites limites

(& — x) sinx — (n —y) cosx = 0

correspondantes peuvent exister sans que la dérivée Newtonienne existe.
Ici il n’est pas méme nécessaire que la fonction f(x) soit continue,
la limite existant par exemple lorsqu’on modifie, sur un ensemble de
mesure nulle, les valeurs d’une fonction continue et dérivable au sens
de Newton. '

Ain si la fonction définie par
f(z) = xsin—:}z— pour z %= 0 et par f(x) =0 au point x =0
admet une derivée au point x = 0.
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On peut de méme traiter la théorie des courbes gauches.
Considérons maintenant le probléme suivant:
Déterminer le plan Ex + nf + &y = 0, passant par le point (0, 0, 0)
de la courbe gauche
y = f(x), z = p(z),
pour lequel Iexpression
z
D2 dzx
§=1lm?%___
z—0 %
[z2dx
0

a une valeur extréme.
Ici la distance D du point M (z, f(x), @(x)) au plan cherché a pour
expresion
D = xx + yf + 2y, avec o 4+ 2 + p2 = 1.
En désignant par 4, B, C etc. les limites suivantes, lorsqu’elles
existent, .

x z z z
3[xy da 3[xzdz 3[yz dz 3[y2dx
A =lim © ,B=1lm % __ C=1lm_0 ,D=1lim _90 ,
z0 g3 20 23 z-»0 3 z-0 23
T
3[z2dx
E=1lm. 0 |
>0 x8

on aura & déterminer les systémes (x, f,y) pour lesquels §, qu’on peut
mettre sous la forme

8§ = &2 + 2D + y*E + 2+ fA + 20yB + 28yC,

obtient ses valeurs extrémes.
Avant d’aller plus loin faisons une remarque préliminaire: en por-
tant & partir de l'origine sur la normale du plan &x + 78 + &y =0

la longueurﬁ, telle que 1 = V§, on obtient pour le lieu géomé-

oP
trique du point extréme P(X, Y, Z) de ce vecteur, en posant
weX g X 2
A AN

la surface suivante )
I = X%+ DY? 4 EZ* + 24XY + 2BXZ + 20YZ.

C’est un ellipsoide, ayant I’origine pour centre. Les valeurs extré-
mes de § correspondent ainsi aux axes de U'ellipsoide ci-dessus. Ces axes
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déterminent en général trois directions liées & la courbe au point considé-
ré: la tangente, la normale et la binormale. Ces recherches sont intim-

mement liées aux racines de 1’équation ®
} 1—4, A B |
A(A) = — A, 0 =0,
A

que I’on rencontre dans ’étude des quadriques et qui a été étudiée par
CavcrY, KRONECKER, JAcoBI et d’autres.

Application a la théorie des surfaces.

Soit z = f(z, y) 'équation d’une surface, passant par l’origine des
axes de coordonnées, et P=£E(x+ 98+ &y =0, (a2 4+ 2+ 9y2=1)
P’équation d’un plan quelconque passant par l'origine. La distance D
du point [z, ¥, f(z, ¥)] de la surface & ce plan étant

= 2 + yB + 2y,
formons au moyen du second moment ’expression
[D2do
S = lim "}’x — = a2 + B2D + y2E + 2x84 + 2xyB + 28yC,
(R)

ou 'on a mis
2
4 = lim f:cydo'B lim Jazdo 0= 1 fyzda D—l fyda

Ja?d 1ES do’ fx- ‘ mfxzda

(R)
. J22do
= lim ,
[22do
les intégrales doubles étant prises dans un domaine régulier (R) du plan -

m (R)

m(I)
m([) étant la mesure du carré contenant le domaine (R).] Cherchons les
plans pour lesquels § obtient des valeurs extrémes. :

Il parait, de prime abord, que les plans limites cherchés ne sont pas
indépendants de la maniére dont les dimensions du domaine (R) tendent
vers zéro. En effet les coefficients 4 et D, par exemple, sont tout-a-fait
indépendants de la surface et dépendent uniquement de la forme du
domaine (R). Et pourtant il y a des cas, comme nous allons le voir, ol
certains de ces plans sont indépendants de la maniére dont les dimensions
de (R) tendent vers zéro. Cela arrive, par exemple toujours lorsqu’on
peut mettre z sous la forme

2= pr + qy + @, ¥),

des (z, y) autour de l’origine. [C’est-a-dir tel que > p (nomre fixe),



1

ou g(z, y) est de dégré supérieur & un ou différe d’une telle expression
en des points de mesure nulle.

Ici on aura & considérer encore l’expressmn A(4) avec
=p+ g4, C=p4d +qD, E = p* + ¢*D + 2pgA.

Avec ces valeurs 4, B, C, D, E, I’équation 4(4) = 0 admet une racine
simple 4 = 0, mdependante de la forme de (R), et ’on a dans ce cas

On obtient ainsi le plan tangent. En prenant le plan tangent pour
le plan des (z,y), on aura p =g = 0 et z se réduit & z = p(zy). La
valeur de z sur la section normale faisant ’angle w avec Paxe des z sera
donnée par

z = @(p cosw, p sinw).

Formons le moment

+e:
S = f 22 dp
. —e1
et cherchons les valeurs de w correspondant aux valeurs extrémes de S.
On obtient & la limite, en faisant tendre les g vers zéro, les sections
principales de la surface. Dans le cas ot z admet des dérivées partielles,
au sens classique, du second ondre 7, s,t on aura pour déterminer w
la relation bien connue

s cos?w + (t — r) sinw . cosw — ssin®w = 0.
Pourtant ces plans peuvent exister dans des cas ol ces dérivées n’exis-
tent pas.
Théoréme de Meusnier.

Avant de'nous attaquer au théoréme de MEUSNIER et de sa générali-
sation je voudrais rappeler un théoréme élémentaire de la théorie du
cercle pris comme pomt de départ par HErRBERT BUusEMANN et WiLLy
Frrier dans leur mémoire ,,Kriimmungseigenschaften konvexer Fli-
chen‘ dans les Acta Mathematica (1936). L’équation du cercle de rayon
R, passant par ’origine des coordonnées et tangent & 1’axe des x, étant

x? +y*—2yR =0,
on a pour le rayon du cercle
2 + 3P
2
D’une maniére générale le rayon du cercle, passant par les points
Mz, y)et M(x + Az, y + Ay) et tangentaladroiten — y = (§ — x)tgw,

R =
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est donné par
(4o + (dy) 2% + Ay
2D T 2(dy cosx — Ax sinx)’

ot D est la distance du point (x + 4z, y + Ay) & la droite ci-dessus.

Soit y = f(x) I’équation d’une courbe donnée. En supposant I'exis-
tence de la dérivée classique f'(z) = tgx, BuseMany et FELLER déter-
minent la courbure au point (z, ) comme limite, lorsqu’elle existe, de
I’expression

R =

2D
Ax® + Ay?
pour Az — 0.
Mais on peut déterminer d’emblée la tangente et la courbure de

y = f(z)
sans se soucier de I'existence de la dérivée de f(z) au sens classique. Pour

cela nous menons par le point M[z, f(x)] une droite quelconque (~
quelconque)

n—y=(—2)tga
et nous cherchons & déterminer la valeur de & pour laquelle I'expression

D2d |
S() = f T i (2)

devient minimum. Les limites des valeurs correspondantes de « et de
S(a), lorsque u, et u, tendent vers zéro d’'une maniére indépendante,
nous donneront la tangente et le carré de la courbure au point [z, f(z)]
de la courbe.

dS(x)

dx

De la condition = () on tire

Us

. ‘-_f‘.z_:_f_(f‘l_u_z.. 2
tgxy,, ~{ f[u_z + flx { u)?]? du +

Uy

[~ u ™
[ e—ie azle) P
iV[nmwlzﬁ] [fw+mwm“]'

o e uf(x | u) du
"f[u2+f(x|u)2]2

Uy

Ces valeurs de tgx,, et tgx, tendent vers des valeurs bien déter-
minées, lorsque la limite

226



( u? — f(x | u)?

St 8
[+ fle [upP
lim = ,
e uf(z | w) du

[ + f(z | w)*]?

U1

existe. Elle existe strement, lorsque la dérivée classique f'(z) existe.
On a dans ce cas

f'(@)
4 tgo&'1‘2 = . 1 .
" (=)

En supposant de plus I’existence de la dérivée seconde au sens clas-
sique et en prenant

tgx = f'(x)
on obtient
. __ e
P I (R

C’est la formule classique donnant le carré de la courbure. Pourtant
les limites ci-dessus peuvent exister sans que l'existance des dérivées
Newtoniennes f'(x) et f*(x) soit nécessaire. Dans ce cas les formules ci-des-
sus nous déterminent la tangente et la courbure généralisées au moyen
du second moment. ’

Venons maintenant au théoréme de MrusNIER et considérons la
surface

passant par 1’or1g1ne [f(0, 0) = ()] Le plan y = 0 détermine sur la surface
la section

Cy=2 = f(z, 0)
et le plan y = z tgw détermine la section
Comn= z,m smcu)‘
COSw

Nous admettons que les sections planes C, et Cw admettent des
tangentes généralisées au point (0, 0, 0), que ces tangentes coincident
et que par coséquent elles coincident avec ’axe des z. L'angle & que font
ces deux tangentes avec 'axe des x étant nul, on aura pour le carré de la
courbure de la courbe C,, & I’origine, d’aprés la formule (2)
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et pour le carré de la courbure de la courbe de Oy, ’'expression

cos?w . 4 f(u, n sinw)?
- d
T R — f [ T, 7 sinw)2]2 “
) Y Rt -

wit cos?w
d’ou1 I’on tire

f(u, 0)?
f[u2 + f(u 0)2]? du

R,2 = R? cos?o lim %

th cos?w

f(u, 7 sinw)?
f [u2 + flwn sinw) Sinw)2]2du.

On voit d’ici que pour que le théoréme de MEUSNIER reste en
vigueur pour la surface z = f(z, y) il faut que I'on ait

f(u, o)
f[u2+fuoz]2 ¢

f(u, n sinw)?
f['“2 + w]z du.

L cos?w

Pour toutes les valeurs de w et dans ce cas (', sera une section normale.
Cette limite est égale & un lorsque les dérivées partielles premiéres
et secondes existent et 1’on a f,/(0, 0) = f,/(0, 0) = 0. Mais cette limite
peut exister et étre egale a un dans des cas beaucoup plus généraux.

Pour plus de détails nous renvoyons & nos publications suivantes:

1. Quatre notes dans les C. R. de I’Académie des sciences de Paris,’
& savoir: 206 (1938), 207 (1938), 209 (1939), 209 (1939).

2. Uber die verallgemeinerten Ableitungen, die durch ein Tterations-
verfahren gebildet sind, Abhandlungen der Preussischen Akademie der
Wissenschaften Math.-naturw. Klasse Nr. 2, (1942).

3. Sur une extension de la notion de dérivée, Monatshefte fiir
Mathematik und Physik, 51 (1944). . :
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" Vytah. — Résumé. _
O zobecn&ni pojmu derivace uZitim theorie pravdépodobnosti.¥)
KYRILLE POPOFF, Sofia.

Jde o zobecnéni pojmu derivace, pii némz &asto neni tieba spojitosti.
Proto se tento zobecnény pojem hodi p¥i studiu t&ch jevil, kde spojitost
neni zaruéena (molekulérni fysika, statistické védy). Jsou uvedeny né-
které véty (na pf. MeusNIEROVA Véta a j.), jiz pfi pouZiti zobecnéného
pojmu derivace plati za podminek mnohem obecne]sich nez pii uziti
klasického pojmu.

ABSTRAKTNI DIFERENCIALNi ROVNICE g! = F(x,Y)

V BANACHOVYCH PROSTORECH A JEJi APLIKACE NA NE-
KONECNE SYSTEMY OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH
ROVNIC.

VLADIMIR RICHTER, Brno.

Vyjde ve Spisech vydavanych piirodovédeckou fakultou Masary-

kovy university, Brno.
«

Summary. — Vytah.

d
The Abstract Differential Equation —d; = F(x,Y) in Banach

Spaces and its Applications on the Infinitze Systems of Ordinary
Differential Equations.

VLADIMIR RICHTER, Brno.

To be published in Spisy vyddvané piirodovédeckou fakultou
Masarykovy university, Brno.

SUR LES SUITES DOUBLES DE FONCTIONS.
“WACELAW SIERPINSKI, Warszawa.
A paraitre dans Fundamenta Mathematicae, 37 (1950).

Streszczeniz. — Résumé.
O ciagach podwéjnych funkcyj.
WACLAW SIERPINSKI, Warszawa.
Ukaze sie w Fundamenta Mathematicae, 37 (1950).

*) Predné$ka nebyla prednesena, protoZe autor se nemohl ztidastniti sjezdu.
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ON AN OSCILLATORY PROPERTY OF SUCCESSIVE
APPROXIMATIONS.*)

JACEK SZARSKI, Krakéw.

We consider a system of ordinary differential equations:

=1ty ...y, G=1..,n). 1)
The functions fi(t, 4%, ..., y") are supposed to be continuous for
arbitrary %, ... y", and:
: a<<t<<b (2) -
Let fi(t, 4%, ..., y*) satisfy the following conditions of monotony.
If
VSV =1,k ¥2¥ (i=k+1,..,mn), 3)
then _ . :
fit gt -y Z fG Y Ly, (=1, k) 4)
Flt ot oo ) S P T o)y G=k+ 1. n), ()
where k is a fixed integer satisfying the inequality 0 < & < n.
Let .
¥ =y, t=1,..,n), (6)
be a solution path of (1) passing through the point (2, #, ..., #*) and
existing in the interval
0 <t < b (7)

The well known Piccard’s formulae for the successive approxi-
mations to the solution (6) are

t
ﬁﬂm=&+£mﬂm%wﬂwm@=meﬂ=QLﬁﬂ&
where the initial approximation

y¥=y'), (¢i=1..,n) &)
may be any continuous curve.
‘We have the following theorem
If for the initial curve (9) the differences

are of the same constant sign in the interval (7), while the differences
are of the opposite sign to that of (10), then the sign of
yvi(t)—yi(tL (,': = 17 s k) (12)

*) Annales de la Société Polonaise de Mathématique, XXII, 201—206.

o
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1s equal or opposite to that of (10) and the sign of

i) —yt), G=k+1,..,n) (13)
is equal or opposite to that of (11) in the interval (), according as v be even
or odd. *

Streszczenie. — Summary.

O oscylacjach kolejnych przyblizen.
JACEK SZARSKI, Krakéw.

Annales de la Société Polonaise de Mathématique, X XII, 201—206.

O POROWNYWANIU PRZEBIEGU ASYMPTOTYCZNEGO
CALEK ROWNAN ROZNICZKOWYCH.
TADEUSZ WAZEWSKI, Krakéw.

Autor wprowadza dwie nierdéwnowazne definicje koincydenciji
asymptotycznej dwu calek spelniajacych dwa rézne uklady réwnanh
rézniczkowych, oraz podaje wystarczajgce -warunki, aby definicje te
byly réwnowazne. Ilustruje te definicje na przykladach. (Szersze stresz-
czenie w Bull. de ’Acad. Pol. d. Sciences et d. Lettres.)

%

Résumé. — Streszczenie.

Sur une fagon de comparer I’allure asymptotique des intégrales
de deux systemes d’équations différentielles.

TADEUSZ WAZEWSKI, Krakéw.

L’auteur introduit la notion de coincidence. asymptotique des
intégrales de deux systémes d’équations d.lfferentlelles Il en indique
ensuite quelques exemples.

KROTKIE DOWODY PEWNYCH LEMATOW ELEMENTAR-
NYCH Z ZAKRESU ANALIZY.

TADEUSZ WAZEWSKI, Krakéw.

Niechaj «(x) i p(z) beds dwiema calkami rownama y = f(x, y)
spelnla]acego warunek LIPSCHITZA |, y) — f(=, ¥—y)|, przy-
czym x(a ﬂ(a ) = 0. Kladac y() ﬂ(x)——oc M) = [p(z)]2e—2N(z—2)
dostamemy [v'(@)| £ Nlp@)], Ma) =0,A(z) 20, V(z) L 0dlaa<l 2 <
< b, skad wynika, ze A(x)== 0, a wiee p(x) = B(x) — x(x) =0. Fortel -
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oparty na tej zasadzie daje réwnie szybkie dowody jednotliwoéci calek
dla ukladéw réwnan rézniczkowych (tez przy warunku Nagumy) oraz
prowadzi automatycznie do oszacowania odchylenia dwu calek.

®

Résumé. — Streszczenie.

Démonstrations simples de quelques lemmes élémentaires
de PAnalyse.

TADEUSZ WAZEWSKI, Krakéw.

L’auteur présente un artifice qui fournit, d’une fagon automatique,
une démonstration de quelques lemmes élémentaires relatifs & I'unicité
et & la limitation des intégrales de systémes d’équations différentielles.

A paraitre probablement dans les Annales de la Société Polonaise
de Mathématique.

O PLASKIM RUCHU CIECZY LEPKIEJ, NIESCISLIWE]),
OTACZAJACE] ZWYKLA KRZYWA ZAMKNIETA.
WITOLD WOLIBNER, Wroclaw.

Rozpatruje plaski ruch cieczy lepkiej, nieéciSliwej, wypekiajgcej
caly przestrzen poza walcem dowolnego ksztaltu, poruszajacym sie
ruchem prostoliniowym, jednostajnym; ciecz do walca przylega. Zakla-
dajac jedynie, ze energia kinetyczna ruchu jest skoriczona (nie zakla-
dajgc natomiast zadnych warunkéw w nieskoriczono$ci), udowadniam
pewien wzér na opdr czolowy walca. Gdy dodatkowo zatozyé, ze pred-
ko$é i ci$nienie cieczy sa ograniczone, ze wzoru tego wynika, ze ruch
cieczy nie moze by¢ trwaly wzgledem walca.

Praca ta bedzie wydrukowana w Studia Mathematica, XI.

*
Résumé. — Streszczenie.

Sur le mouvement plan du liquide visqueux, incompressible,
entourant une courbe simple fermée.

WITOLD WOLIBNER, Wroclaw.

J’envisage le mouvement plan du liquide visqueux, incompressible,
remplissant tout 'espace & 'extérieur d’un cylindre qui se meut paral-
1ément & une droite, & vitesse constante; le liquide adhére au cylindre.
En admettant seulement que l'énergie cinétique du mouvement est
finie, aucune condition dans l'infini n’étant admise, je démontre une
formule pour la poussée du cylindre. Si ’on admet de plus que la vitesse
et la pression du liquide sont bornées, il résulte de la formule susdite
que le mouvement du liquide ne peut pas étre permanent par rapport
au cylindre.
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SUR LES COURBES DONT LA TANGENTE ADMET SUR
CHAQUE ARC TOUTES LES DIRECTIONS.*)

ZYGMUNT ZAHORSKI, Lédz.

Je donne la solution du probléme de M. J. Krzyz concernant les
courbes dont la tangente admet sur chaque arc toutes les directions.
Je me sers de deux définitions suivantes: 1° L’axe tangént est la
limite de ’axe joignant le point fixe au point variable, le sens étant
déterminé par le signe de la différence des valeurs du paramétre. 2° La
droite tangente est la limite de la droite sécante, lorsque la différence
des valeurs du paramétre tend vers 0. L’existence de la droite tangente
- constitue une condition plus faible que celle qui exige que le contingent
(au sens de M. G. Bouricanp) de l'arc partiel soit situé sur la droite.
Le terme ,tangente tout court signifie 'une ou l'autre de ces deux
notions, tandis que le terme ,,direction® de la.tangente dans le cas ol
il s’agit de ,,l’'axe tangent®, doit étre remplacé par le terme ,,sens‘.
Je démontre deux théorémes.

Théoréme 1. 8ila courbe (au sens de PEAN0-JORDAN) posséde la tan-
gente partou sauf dans un ensemble de points au plus dénombrable, la
tangente me peut prendre sur chaque arc deux différentes directions fixées.

Théoréme Il. Il existe un arc simple rectifiable, dont U'axe tangent
admet sur chacun de ses arcs partiels tous les sens.

Comme il résulte des travaux de M. G. CHOQUET et des miens,!)
la courbe rectifiable posséde wne représentation paramétrique partout
dérivable avec les dérivées bornées. On obtient du théoréme I, que V'arc
du théoréme IT posséde sur chacun de ses ares partiels un ensemble
de points de puissance du continu, dans lesquels I'axe tangent n’existe
pas. Ainsi, Uensemble de valeurs du paramétre, pour lesquelles les premiéres
dérivées de toutes les coordonnées sannulent simultanément, est dense,
ce qui est d’accord avec le résultat de M. Cz. Ryrr-Narpzewskr. On
peut généraliser les théorémes I et IT aux courbes dans les espaces aux
dimensions quelconques finies. Je démontre le théoréme II.en me servant
de la transformation continue de ’ensemble de CaNTOR en segment
et de la courbe de Praxo qui remplit le carré. Nous pouvons construire
par des moyens analogues un arc simple dont Uaxe sécant admet sur
chacun de ses arcs partiels tous les sems (réponse & une question posée par
M. K. Borsuxk). J’ai signalé en 19462) sans le démontrer, 'exemple qui

*) Le texte complet de cette communication doit paraitre dans ,,Casopis
pro péstovéni matematiky a fysiky*.

1 G. CHOQUET: Application des propriétés descriptives de la fonction contigent
& la théorie des fonctions de warible réelle et & la géométrie différentielle des variétés
cartésiennes, J. Math. Puv. Appl., 26 (1947—1948), 115—226.

Z. ZAHORSKI: O 3OpPraHoBBIX KDHBBHIX 00JAramolfuX B KKON TOUKe
racarenbHolt, Mat. Sbornik, 22 (1948), 3—26.

%) Z. ZAHORSKI: Problémes de la Théorie des ensembles et des fonctions,
C. R. Acad. Sc. Paris, 223 (1946), 451, III c.
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est, en un certain sens, contraire. Il s’agit de Parc simple possédant
partout un axe tangent dont Uindicatrice sphérique (différente du point),
méme aprés la fermeture, est un ensemble O-dimensionel. La démon-
stration a été envoyée en 1947 au ,,Journal of the Chinese Mathematical
Society‘; je ne sais pas si elle est parvenue & la rédaction de ce journal.

M. Krzyz a démontré, en employant certains résultats de MM. A.
DEersoy et A. BIELECKI, le théoréme suivant: la courbe en Ry qui posséde
partout une tangente et telle que sur chacun de ses arcs il existe une tangente
paralléle a la corde qui joint les extrémités de Uarc et dont Uindicatrice est
de dimension moindre que 2, est plane. On peut donner facilement 1'exem-
ple d’une courbe en R,, qui posséde partout une tangente continue et dont
Vindicatrice (pour chaque arc partiel) a la dimension 2,

*

Streszczenie. — Résumé.

-O krzywych, ktérych styczna przyjmuje na kazdym tuku
' wszystkie kierunki.*)

ZYGMUNT ZAHORSKI, LédZ.

Rozwiazuje zagadnienie P. J. Krzvza dotyczace istnienia krzywych
o wlasnodciach wymienionych w tytule. Przyjmuje dwie definicje:
1) osi stycznej, ktdra jest granica osi laczacej punkt staly z sgsiednim
punktem zmiennym (zwrot osi okreslony jest przez znak réznicy wartodci
parametru), 2) prostej stycznej, ktéra jest granicq prostej siecznej-przy
réznicy wartosci parametru dazacej do 0. Istnienie prostej stycznej jest
warunkiem slabszym niz warunek, aby kontyngent (w sensie P. BouLi-
6¢AND‘a) tuku czeSciowego lezal na prostej. Termin ,,styczna‘ oznacza
tu jedno lub drugie z tych poje¢, zaé§ termin ,kierunek®, gdy mowa
o osi stycznej, powinien by¢ zastapiony przez termin ,,zwrot‘. Udowad-
niam dwa twierdzenia.

Twierdzenie . Jesli krzywa (w sensie PEANO-JORDANA) ma styczng
wszedzie za wyjatkiem najwyzej przeliczalnego zbioru punktow, styczna nie
moze prayjmowad na kazdym tuku 2 réznych kierunkéw stalych.

Twierdzenie Il. Isinieje tuk zwykly prostowalny, ktérego oé stycana
prayjmuje wszystkie zwroty na kazdym jego tukw czesciowym.

Jak wynika z prac P. CHOQUET A i moich, krzywa prostowalna posiada
przedstawienie parametryczne wszedzie rézniczkowalne z  pochodnymi
ograniczonymi. Z twierdzenia I wynika, Ze luk o ktérym mowa w twier-
dzeniu IT ma na kazdym tuku zbiér mocy kontinuum takich punktéw,
w ktérych o$ styczna nie istnieje. Wobec tego zbidr wartosci parametru
dla ktérych znikajq jednoczesnie pierwsze pochodne wszystkich wspdlrzed-
nych jest gesty, co zgadza sie z wynikiem P. Cz. RYLL-NARDZEWSKIEGO.

*) Pelny tekst tej pracy ma sie ukazaé w ,»Casopis pro pdstovéni matematiky
a fysiky«<‘.
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Twierdzenia I i II mozna uogdlni¢ na przestrzenie o dowolnym wymiarze
skodczonym = 2. Dowodze tw. II poslugujac sie odwzorowaniem
cigglym zbioru CaNTORA na odcinek i krzywa PEANY pokrywajaca
kwadrat. Przy pomocy analogicznych §rodkéw mozna skonstruowaé
tuk 2wykly, kidrego oS sieczna przyjmuje wszystkie zwroty na kaidym jego
tuku czgsciowym. (OdpowiedZ na pewne pytanie P. K. Borsuka). Przyklad
w pewnym sensie przeciwny, mianowicie fuku zwyklego, majgcego
wszedzie 08 stycang, kidrej indykatrysa sferyczna (réina od punkiu) nawet
po domknieciu, jest zbiorem O-wymiarowym, podalem bez dowodu w r.
1946 w C. R. Acad. Paris. Dowéd zostal wystany w r. 1947 do ,,Journal
of the Chinese Mathematical Society* i nie wiadomo nawet czy doszed}
do redakeji tego czasopisma.

P.Krzvz dowiédl, korzystajac z pewnych Wymkow PP. A. Dexyoy
i A. BIELECKIEGO nastepujacego twierdzenia: krzywa w Ry, majgco indy-
katryse o wymiarze < 2, taka, Ze styczna istnieje wszedzie, a na kaidym jej
tuku czedciowym styczna przyjmuje kierunek cieciwy Iqczqeej kofice tego
tuku, jest plaska. Mozna latwo podaé przyklad krzywej w R,, majgcej
weszedzie styczng ciqglq 1 ktérej indykatrysa dla kazdego fuku czesciowego
ma wymiar 2. .

235



		webmaster@dml.cz
	2012-05-16T16:02:05+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




