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Ein Ubertragungsprinzip fiir konvexe Korper.
Kurt Mahler; Manchester.
Herrn Prof. M. Dehn zum 60. Geburtstag gewidmet.
(Eingegangen am 8. August 1938.)

Der bekannte A. Khintchinesche Ubertragungssatz!) ver-
kniipft die LosungsmaBe der beiden Probleme, die Linearform

2,0, 4+ ...+ 2,0, + z,

bzw. die »n simultanen linearen Formen
?/h—yo@h (h= 1’ 2’---’”‘)

moglichst klein zu machen, mit einander, und besagt ungeféhr,
daB3 wenn eines dieser MaBe sehr klein sein kann, dasselbe auch
fiir das andere gilt. Der urspriingliche Beweis von Khintchine war
geometrisch und wurde dann von mir durch einen arithmetischen
Beweis mittels des Minkowskischen Linearformensatzes ersetzt.2)
Im vergangenen Jahr verallgemeinerte ich diese Methode und
gab ein Ubertragungsprinzip fiir zwei Systeme von je n reellen
Formen :

n n

Eh = za’hkxk: h = ZAhkyk . (h = 1’ 2; oo ey n):
k=1 k=1

~ fiir die identisch

n

n
> Ewmn = Tl
h=1 k=1
ist.3) .

Alle diese Resultate sind enthalten in dem Hauptsatz der vor-
liegenden Arbeit. Seien F(z) und @(z) die Distanzfunktionen
zweier in bezug auf die Einheitskugel polaren konvexen Korper K
und K’ mit Mittelpunkt im Ursprung; die Punkte der Oberfliche
jedes dieser Korper sind also die Polaren der Stiitzebenen des

1) Rendiconti Palermo 50 (1926), besonders S. 189—195.

%) Matematitscheskij. Sbornik 48 (1937), 961—962.

3) K. Mahler, Ein Ubertragungsprinzip fiir lineare Uhgieichungen,
Casopis 68 (1938/39), S. 85—92.
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anderen Kbrpers. Seien ferner (0, . . ., o™, bzw. @, ..., ¥™ die
n successiven Minkowskischen Minima dieser beiden Korper?);
d. h. also z. B. fiir den ersten Korper, daB es » linear unabhingige
Gitterpunkte 2, . . ., 2™ mit F(z®) = o® (h =1, 2, .. ., n) gibt,
derart, daB o das Minimum vor F(z) in allen Gltterpunkten
z 0 und o fir » > 2das Minimum von F(z) in allen von
2, . . ., 2¢—D linear unabhingigen Gitterpunkten ist. Mein Uber-
tragungsprmmp besagt alsdann, dafl

(I): 1S o=+ < ()2 (A=1,2,...,n)

ist; es beriicksichtigt also simtliche Minima und nicht nur ¢®
und 7M., Dies ist vor allem niitzlich fir Anwendungen auf in-
homogene Probleme.

Der Beweis beruht auf elementargeometnschen Uberlegungen
und auf den Minkowskischen Ungleichungen

2n A 2n
i (1 | (n) — [ (1) n) —
n'J<a .o"gJ und lJ<T r<<J,,
wo J und J’ die Volumen von K und K’ bedeuten.
§ 1. Polare konvexe Korper.
Die reellwertige Funktion F(z) = F(z,, ..., #,) der Punkte

des n-dimensionalen Euklidischen Raumes R habe folgende Eigen-
schaften®):

F(0) =0, F(x) > 0 fir z % 0. (1)
F(tx) = |t | F(x) fir reelles ¢, (2)

Fx 4+ y) < F(z) + F(y). (3)

Fz)<t (t>0)

definiert alsdann einen konvexen Korper K(t) mit Mittelpunkt
im Ursprung und zwar vom Volumen Ji*, wenn J das Volumen
des Eichkoérpers K = K(1) ist.

Der Korper K bildet eine beschriankte abgeschlossene Punkt-
menge. Fiir j¢eden Punkt z = (z,, .. ., z,) in R existiert demnach
das Maximum

Die Ungieichung

lzy |
G = G(zy,..., ) = = . (4
(#) = Gy, 2a) = max |2y | = max Fb - (4)

4) Siehe das letzte Kapitel der ,,Geometrle der Zahlen*‘.

5) Die Punkte von R schreiben wir z = (zy, . .« #n), ¥ = (Y1, - - +» Yn),
~ usw.; insbesondere bedeute 0 = (0, ..., 0) den Ursprung. Fiir reelles ¢ sei
te = (tzy, ..., txn), ferner z + y = (:c1 +Ypero@n+ yn). Mt zy =
= Z,%; + ... + Znyn und | 2y | bezeichnen wir das skalare Produkt von =
und y, bzw. dessen Absolutbetrag. Untere Indizes beziehen sich auf die
verschiedenen Koordinaten, obere auf verschiedene Punkte. .
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(die zweite Darstellung folgt aus der ersten wegen (2)). Auf Grund
dieser Definition ist offenbar fiir zwei beliebige Punkte = und y

|2y | < F(z) G(y). - (9

Wie man leicht zeigt, hat G(x) analog zu F(x) folgende Eigen-
schaften:

G(0) = 0, G(x) > 0 fiir == 0. (1)
G(tx) = | t | G(z) fiir reelles t. (2"
G(z + y) < G(z) + G(y). (3)

Auch die Ungleichung
Glz) <t  (t>0)

definiert somit einen konvexen Kérper K'(t) mit Mittelpunkt im
Ursprung und zwar vom Volumen J't", wenn J’ das Volumen des
Eichkorpers K' = K'(1) bedeutet.

Wihrend F(z) die Distanzfunktion von K ist, stellt G(z) die
Stiitzfunktion von K dar; d. h. die simtlichen Stiitzebenen von K
werden durch .

zy = G(y)

gegeben, wenn der Parameter y alle Punkte von R durchlauft.
Die beiden Korper K und K’ stehen in der Beziehung zu einander,
daB die Randpunkte (bzw. die Stiitzebenen) von K die Polaren
der Stiitzebenen (bzw. der Randpunkte) von K’ in bezug auf die
Einheitskugel sind. Wegen dieser Reziprozitit mufl demnach auch
lzy | '
=max |zy | =m 4
F() G(zl);l‘ vl sromz G(Y) “)
sein, Die beiden Kérper K und K’ und ebenso die zugehorigen

Distanzfunktionen F(z) und G(z) heiflen polar zueinander.®)

Falls K nur aus reguliren Punkten besteht, d. h. durch jeden
seiner Randpunkte nur eine einzige Stiitzebene geht, so sind
die partiellen Ableitungen

oF (z)

axh

F;,(x)= (h=l,2,...,n)

stetige Funktionen von z; man erhilt alsdann G(y) durch Elimina-
tion von =z,,..., z, aus den n 4+ 1 Gleichungen

, xy = Q(y), 1= Fi(2), .. ., Yo = Fa(2),
und entsprechenderweise ergibt sich F(z) aus G(y).
§ 2. Ungleichungen fiir das Produkt JJ'.

%) Wegen dieser Definitionen und Sitze verweise lch auf Bonnesen-
Fenchel, Konvexe Korper, Erg. d. Math. ITI/1, 1934.
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Seien

" n
o*= D aumund yp* = > Auyr  (h=1,2,...,n)
k=1 k=1

zwei zu einander kontragrediente lineare Transformationen, d. h.
zwei Transformationen, die das skalare Produkt zy invariant
lassen:

*y* = xy.

Sind dann F(z) und G(x) zwei polare Distanzfunktionen und gehen
diese durch die vorigen Transformationen iiber in

F*(a*) = F*(x*, ..., x%;) = F(x, .. :, x,)

G*(y*) = G*(y*s, - - Y*a) = G(Yp, - - -, Yn),
so sind auch F*(z) und G*(x) wieder einander polare Distanz-
funktionen. Sei

d = | an Inx=12,...,n und D = | At |az=12,...m

und

so dafB
d =40 D=+0,dD=1

ist. Die transformierten Eichbereiche

F*(z) <1 und G*¥=z2) <1
haben alsdann die Inhalte

J* =dJ und J'* = DJ’,

so dafl bei der betrachteten Transformation das Produkt der
Inhalte
A=J**=JJ

ungeiindert. geblieben ist. Wir werden jetzt zeigen, daB A fiir jedes
konvexe Korperpaar zwischen zwei positiven, allein von der Dimen-
sion 7 abhéngigen Schranken bleibt.

Wahrscheinlich lauten die exacten Ungleichungen

7
n 2
(5
wobei die linke Seite zutrifft fiir das polare Korperpaar von Paral-
lelepiped und Oktaeder

411
—<JJ' <
n! =

n

2 An
=1

<1

F(z) = max ( ) <1 und G(z) = i
A=1

h=1,2,...,n

n
D ani
k=1
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mit
2rD
n!’

J = o, J' = Jr =%
n!

und die rechte Seite fiir die polaren Ellipsoide

n

F(z) = z (iahkxk )zg 1 und G(z) = i (iAhkxk)zg 1
F=1

h=1 h=1 k=1
mit
3 T "
J—_"d f=_%72ﬁ ==
e i) e

Fiir unsere Zwecke reicht es jedoch aus, die folgenden schwicheren
Ungleichungen zu beweisen:

4n

—_ ’ n

A SIS (6)
deren Beweis durch folgende einfache geometrische Betrachtung
gelingt:

Wir wahlen auf der Oberfliche F(x) = 1 von K der Reihe
nach n Paare von diametral gelegenen Punkten (zM), — 2®), . ..
<.« (™, — z(m) mit n zugehorigen Paaren paralleler Stiitzebenen,
die mit (&M, — D), .., (&™), — &™) bezeichnet seien, so daB
also &®, bzw. — &M eine Stiitzebene in x®, bzw. in — x® ist.
Diese Auswahl geschieht nach folgendem Prinzip: Das Punkte-
paar (zM), — a(M) ist beliebig. Das Punktepaar (2(®,— z(®) geniige
der Bedingung, daB die zugehorigen Stiitzebenen (&3, — £@)
parallel zum Durchmesser von K durch z(® und — z sind. Allge-
mein werde das Punktepaar ("), — z®) so ausgewihlt, dafl die
zugehorigen Stiitzebenen (&M, — &n) parallel zu den sdmtlichen
Durchmessern von K durch z® und —a® (h=1,2,...,7r—1)
sind.

Durch diese Konstruktion erhalten wir zwei konvexe Korper
K, und K,, so da8 K in K, und K, in K enthalten ist: K, gej
nimlich das von den 2n Stiitzebenen (&0, — ED), (&™), — Emy)
berandete Parallelepiped, und K, das Oktaeder, das die kleingte
konvexe Hiille der 2n Punkte (2, — zM), ..., (2™, — ™) dgar-
stellt, d. h. K, besteht aus allen Punkten z der Form

T ="taW 4 . A t®, [ 4.+ e <1
Sei J;, bzw. J, das Volumen von K,, bzw. K,; dann ist also
Ji2d 2 J, : (7

Casopis pro psstovinf matematiky a fysiky. 7 97



Hierneben besteht aber auch noch die Gleichung
J1 = n! Jz, (8)

wie sich unmittelbar daraus ergibt, da8 nach Konstruktion der
Abstand des Punktes 2 von der durch F M, ..., F 2D ge-
legten linearen Mannigfaltigkeit ebenso grof ist wie e der der zuge-
horigen Stiitzebene &0,

Bei der Polarentransformation von K in K’ gehen nun die

2n Punkte 2™, — a® auf K iiber in 2n paarweise parallele Stiitz-
ebenen 7™, —x® von K’, und die 2n Stiitzebenen &, — &®
von K in 2n paarweise einander diametrale Punkte y®, — y®

auf K’'. Die 2n Stiitzebenen 7®, — ™ bilden die Berandung
eines Parallelepipeds K,’, das K’ in seinem Innern enthilt, und
die kleinste konvexe Hiille K," der 2n Punkte y®, — y® ist ein
ganz in K’ enthaltenes Oktaeder. Bedeuten J,’ und J,' die Volumen
von K," und K,', so ist also

NAD-N (- A (1)

Offenbar ist K," der zu K, und K,’ der zu K, polare konvexe
Korper. Weiter geniigen nach der Bemerkung zu Beginn dieses
Paragraphen die Volumen g, und j, eines Parallelepipeds und des
dazu polaren Oktaeders der Gleichung

.
| M =y
Somit ist insbesondere
’ ’ 4"
JiJy =, J2=m (9)
Wegen (8) erhalten wir demnach die Gleichungen
Jo=h g A 4 g &

U v A
also wegen (7) und (7') die Ungleichuﬂgen

J1>J>J‘ wmd T>p>_2

J, = T ald

und hieraus folgt (6) unmittelbar durch Multiplikation.

§ 3. Anwendung auf die Minkowskischen Minima.

Wir betrachten nunmehr die beiden polaren konvexen Korper
K und K’ und deren Distanzfunktionen F(z) und @(z) in bezug
auf das Gitter aller Punkte z in R mit ganzen ratmndlen Koordi-
naten.

Zur Funktion F(z) konnen wir n linear unabha.nglge Gitter-
punkte 2, ..., =™ bestimmen, derart dal fiir

—_—
n!J,
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o® = F(a®) (h=1,2,...,n)

o das Minimum von F(z) in allen Gitterpunkten z <= 0 und fer-
ner o fir r = 2,3,...,n das Minimum von F(z) in allen von
M, . . ., =D unabhingigen Gitterpunkten darstellt. Alsdann ist
nach Minkowski4):

2n 2n
(1) (2) (n) (1) g(2) (n) —
0<a L oL ... K< o, n!Jga o? ... .om < 7 (10)
Entsprechenderweise gibt es zu G(z) ein System von z linear
unabhingigen Gitterpunkten yO, ..., y™, so daB fir
™ =Gy®) (h=12,...,n)

71 das Minimum von G(z) in allen Gitterpunkten x 3= 0 und ferner
) fir r=2,3,...,,n das Minimum von G(z) in allen von
¥, ..., yr—Dunabhingigen Gitterpunkten ist; analog zu (10) gilt

2 2n
(1) (2) (n, —_ (1) 7(2) (n) — !
o< <. . < 1im, n!J,érr....r gJ,. (10")
Aus (10) und (10’) folgt insbesondere
4"-

mhEJJ =
also wegen (6):

< [‘[ oMb D <

n

oMz—h+1) < (nl)2, (11)
=1l <

Es ist nun wichtig, daB nicht nur das Produkt H o g(n—h+1)

nach oben und unten durch nur von » abhingige posmve Schran-
ken begrenzt wird, sondern daB solche Schranken auch noch fiir
die einzelnen Faktoren o®t»—h+D bestehen. Man erhalt diese
folgendermaBen:

Fiir jeden Index h = l 2, ..., n betrachten wir das System
der n 4 1 Punkte

M 2@ B gDy Rt

Die h ersten sowohl als die » — & + 1 letzten dieser Punkte sind
nach Voraussetzung linear unabhéingig. Daraus folgt aber sogleich,
daB die & (n —h + 1) skalaren Produkte

G=1,2 ...k
G=12,..,n—h+1)
nicht alle gleichzeitig verschwinden konnen. Denn sonst wiirde

jedes dieser 2 auf jedem der y senkrecht stehen, also auch die
durch 0, 2, ..., o™ gelegte lineare h-dimensionale Mannigfaltig-

z(® y(?’)
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keit L® auf der durch 0, y®, ... y*—4+1 gelegten linearen
(n — h + 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit M#—4+1  Das ist
aber unmoglich, da L® und M*—*+1 jm Raum R von der Dimen-
sion n liegen, und #n <h + (n —h 4 1) ist.
Sei also etwa
x(io)y(jo) :i.: 0_
Hier steht links das skalare Produkt zweier Gitterpunkte, somit
eine ganze rationale Zahl. Daher folgt, daf

. | atioyto | > 1
ist. Aus der Ungleichung (5) ergibt sich also
1 < | atioyta | < F(z@) Q(yin) = ofidglia
und wegen ’
o > glia), gin—h+1) > 700

schlieBlich die Ungleichung

oMgn—h+) >1 (h=1,2,...,n). (A)
Wir wenden diese Ungleichung auf alle Faktoren ¢®z(n—k+1) mit

k=1,2,...,n und k£ =k in der rechten Halfte von (11) an;
dann ergibt sich auch noch eine obere Schranke

oWgn—ht) < (ml)2 (h=1,2,..., n). (B)

Diese beiden Ungleichungen (A) und (B) bllden das allgemeine
Ubertragungsprinzip fiir die Minkowskischen Minima polarer
konvexer Korper.

Das Ubertragungsprinzip nimmt eine von den speziellen Kor-
pern unabhangige und daher besonders einfache Form an, wenn

wir zwei Systeme von je m positiven Zahlen s®,.. ., ™ und
t, ..., tm durch
2s(®) 2t
a® = o ™ = ra— (h =12 ... n) (12)

V7 2%
definieren.. Wir nennen diese Zahlen die reduzierten Minima von
F(z), bzw. G(z); sie stimmen mit den Minkowskischen Minima
iiberein, falls J = 2% oder J' = 2 ist. Die Formeln (10), (10°),
(A) und (B) ergeben fiir sie:

0<sWL L. Ko, — LW, s <1,

2 2

o< d L L L L L im,

2
(m!) » < spn—h+d < (ul)2 (h=1,2,...,n).

S DL <1, (13)
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Es ist hiernach insbesondere
2
sDEm > (pl) 7, sha—lgm < 1 ghn—lgm < 1,

und also ergeben sich hieraus folgende Ungleichungen fiir die

ersten und letzten Minima:

2 1 2 1

1 < (nl) D $VT und (1w > @) T w S (14)

Indem man s und ¢ vertauscht, erhilt man noch zwei analoge

Abschéatzungen nach der anderen Richtung. Die erste der beiden

Ungleichungen (14) enthdlt das Khintchinesche Ubertragungs-

prinzip und auch meinen allgemeineren Satz aus dem vorigen
Jahr 1), 2), 3),

Es ist wohl iiberfliissig zu bemerken, dafl die numerischen
Koeffizienten in den Ubertragungssitzen dieses Paragraphen ver-
scharft werden kénnen. Nimmt man z. B. fir K und K’ das durch
die Distanzfunktionen

n n n
F(x) = max ( Z ARKTr ) und G(z) = Z > Ami
h=12...,n \| S} r=1!k=1
bestimmte Parallelepiped und Oktaeder, so daB
Jr ==
n!

ist, so erhilt man u. a. die Ungleichungen
1 g2+ < n! (Ah=1,2,...n).
§ 4. Bemerkungen iiber das inhomogene Problem.

Im Beweis eines von mir kiirzlich versffentlichten Satzes?) ist
implizit folgendes Resultat enthalten: Ist &= (&,..., &) ein
willkiirlicher reeller Punkt in R, so gibt es einen Gitterpunkt x mit

Fla+ & < (n+ 1) oo,
Wegen (B) ist also erst recht die Ungleichung

Pz + g < (0 E D (15)

losbar, so daB die Schirfe der Losbarkeit des inhomogenen
F-Problems von der des homogenen G-Problems abhéngt. Dieses
Resultat ist bis auf den von n abhingigen Faktor im wesentlichen
das Bestmogliche. Denn aus Minkowskischen Uberlegungen im
letzten Kapitel der ,,Geometrie der Zahlen* geht hervor daB die
Menge aller Punkte
E =t + ...+ tya™,
7) Proceedings Academy Amsterdam 41 (1938), 634-—637.
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fir die (4, ...,¢,) im Einheitswiirfel 0<¢ <1,...,, 0, <1
liegt und

gg™

Fz+ 6 s —

durch einen Gitterpunkt z losbar ist, in bezug auf den ¢{-Raum
hochstens das Mal} ¢ hat; wegen (A) gilt daher erst recht dieselbe
MaBabschétzung fiir die Ungleichung

F(z + &) < 5o (16)

0<e<)

Die Sitze iiber inhomogene Probleme in diesem Paragraphen
enthalten als sehr spezielle Fille insbesondere einige Resultate,
die V. Jarnik vor kurzem gefunden hat und so freundlich war,
mir schon vor der Veroffentlichung zur Verfiigung zu stellen.

Montana, Juli 1938.*) )
*

Véta o pfenosu pro konvexni télesa.
(Obsah ptredes§lého &linku.)

Budte K, K’ dvé konvexni n-rozmérnd télesa (symetricks
vzhledem k podatku), jeZ jsou navzajem polarni vzhledem k jednot-
kové kouli; budiz dile J obsah télesa K a budte oD, .. ., ot® po-
stupnd minima, p¥islu§nd k télesu K; budte J', 7, ..., 7™ obdobné
¢&isla pro téleso K’. Potom jest

491
— < ' < g4n
e = IS4
1S oWt < (ml)2 (h=1,2,...,n).

*) Anmerkung im Mai 1939. Herr Chabauty macht mich auf den Vortrag
von Herrn M. Riesz, C. R. Congress Oslo, II, 36—37, aufmerksam, den ich
ganz vergessen hatte. Herr Riesz gibt dort folgenden Satz, mit dem mein
Resultat |eng zusammenhingt: Zu den polaren konvexen Kérpern F(z)<1
und G(z) < 1in n Dimensionen/gibt es je n Gitterpunkte der Determinante 1,

XM, .., X™ und YO, ., ¥™,
so daB
1< FEXM)ey®)<e (h=1,2,...n)
mit einer nur von n abhéngigen Konstanten ¢ > 0 ist. Dariiber hinaus
gilt, daB man diese Gitterpunkte polar zu einander annehmen kann, dh.
(Xo'), Y®) = O Wo 0, das Kroneckersche Zeichen ist. Die Beziehung
zu den Minkowskischen Minima wird dagegen nicht in der Rieszschen

Note gegeben. — Verf. méchte zum zweiten Teil des Rieszschen Satzes
bemerken, daB dieser kein Analogon fiir die n unabhingigen Gitter.

punkte 20, [, ., & und ¢V, ..., 4 hat, die die Minkowskischen Minima
liefern; man kann leicht Beispiele konstruieren, fiir die einige der skalaren

Produkte (z*), y®) beliebig groBe Werte annehmen.
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