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Ein Ubertraguﬁgsprinzip fiir lineare Ungleichungen.
Kurt Mahler, Manchester.

(Eingegangen am 4. Oktober 1937.)
Vor kurzem gab ich fiir die zweite Halfte des Khintchineschen
Ubertragungssatzes einen neuen Beweis, der sich auf den Min-
kowskischen Linearformensatz stiitzte (Matematltchesklj Sbornik

T. 1 (43), 961). In dieser Note will ich mit der gleichen Methode
allgemeinere Satze iiber lineare Ungleichungen ableiten.

Satz 1: Sei n > 2 eine natiirliche Zahl; seien ferner
n n .
fu(=z) = z aneZr, ga(x) = zbhkxk rr=12,...,n)
k=1 V=1

je n Linearformen mit reellen Koeffizienten; die Determinante
‘ d = | b |ne=12,...n
verschwinde nicht, und die Bilinearform
D(z, y) = z fn(z) galy) = Z €TiYi
k=1 .
habe lauter ganze rationale Koeffizienten e;. Die n Zahlen
[ 7 7Y

seien positiv. Existieren n ganze rationale Zahlen

xb xz; < ooy Ty

die nicht gleichzeitig verschwinden und die den Ungleichungen

lh@) | =t, |h@) | Sty oo [ fal@) [ S ta (4)
geniigen, so gibt es noch # weitere ganze rationale Zahlen
y].’ yz, e yﬂ,

die ebenfalls nicht alle zugleich Null sind, und fiir die



mwﬂéitiﬂiJ%MIgépuA%M|§é

n B
mit 1= |d|[]t ®)
h=1
ist. .
Beweis: Die Koeffizienten der Form @ sind offenbar gleich

n
Cir = Zahi bax;
h=1 .

oD n R :
o iglea; Ty = ’Zlfh(?t) ba-
Die Determinante des Systems der n Linearformen in y;, y5, . « ., ¥»
D(z, ¥), 9a(), 9s(y), - - -5 9n(y),
die ausgeschrieben gleich
o o 0D

a_?/l E OYn
byr  boe bsn

‘es ist daher

by baz - . . bum

ist, hat demnach den Wert
) dfy(z)
und ist insbesondere bis auf das Vorzeichen gleich

dty,
wenn ,, &y, . . ., £ mit dem ganzzahligen Losungssystem von (A)
gleichgesetzt werden, dessen Existenz angenommen wurde.

Nach dem Minkowskischen Linearformensatz gibt es folglich n
ganze rationale Zahlen y,, y,, ..., ¥», die nicht alle gleichzeitig
verschwinden und die den Ungleichungen

|¢myn<hiwm|g%“”J%wngé,

. n o
mit 1= |d|[[t
h=1 -
geniigen. Da nach unseren Voraussetzungen @ eine ganze rationale
Zahl ist, muB sogar ' ’
¢("t’ 2’/) =0
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und folglich
' (@) gily) = — 3 hi@ )
=2

sein; aus den letzten Ungleichungen und aus (A) folgen damit ohne
Miihe die behaupteten Ungleichungen (B).

Satz 2: Seien fi(z), gn(z) (R =1,2,...,7n) 2n Linearformen
mit den gleichen Eigenschaften wie in Satz 1. Auch die Deter-
minante

| @ik [h=1,2,..0

verschwinde nicht. Zu jedem positiven e gebe es n ganze rationale
Zahlen z,, z,, . . ., ,, die nicht alle gleichzeitig verschwinden und
so daf}

;Hfh(x)} Se (a)

ist. Alsdann gibt es auch fiir jedes positive ¥ » ganze rationale
Zahlen y,, ¥,, . . ., Yn, die nicht alle zugleich Null sind, und fiir

welche
' n gu(y)
h=1

Beweis: Sei fiir die Losungen von (a) genauer
n
[h(@) | =t, | fo(2) |t - .. | falz) | S tn mit 1_[ th = ¢;
h=1

indem man die Veranderlichen nétigenfalls umbenennt, kann man
sich auf Losungen von (a) mit ¢, > 0 beschrinken. Fiir die Zahlen z,
und ¢, treffen alle Voraussetzungen aus Satz 1 zu. Also gibt es n
weitere ganze rationale Zahlen y,, ¥, . . ., ¥», die nicht alle zugleich
verschwinden, und die den Ungleichungen (B) aus Satz 1, also erst
recht der einen Ungleichung '

[ Ton(w
h=1

geniigen; fiir geniigend kleines ¢ folgt also die Behauptung.
Um ein Beispiel zu geben, werde n = m + 1 und
fo(x) =% + @lxl +... + @mxﬂ_ld fh(x) = Zx (h =1, 9, .
9o(%) = Yo,  gu(y) = y»— On¥po 7

genommen, wo @, @,, . .., O,, reelle Zahlen sind. Beide Formeh-
systeme haben die Determinante 1; es wird '

B(z,9) = 5 h(2) ga() = 3 @y
h=0 r=0

<9 ‘ (b)

n 1
< (n—1)drd g1

.., m)
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Satz 1 kann also angewendet werden, auch noch, wenn die f mit
den g vertauscht werden. Auf diese Weise ergibt sich insbesondere:

a) Sei § > 0 und z > 1. Ist das Ungleichungssystem
| 2o + Oz + .. . + O | = =45,
ma‘x(lxll’lle,-'-’lxml)éx

losbar in ganzen Zahlen zy, zy, ..., Zm, von denen die m letzten
nicht alle zugleich verschwinden, so laB8t sich auch das Unglei-
chungssystem

1+6°

% | <my, max (|yp—Ow) <y ™
h=12,...,m
mit
ﬂ m*+(m—1)8

* —_—
F=mTm=np?=" "
in ganzen Zahlen y, == 0, ¥;, . . ., Ym lOsen.

m ’ :
b) Sei f > 0 und y > m™+4, Ist das Ungleichungssystem
148
%=y, max |yp—Orpe)Sy ™
k=12,...,m
in ganzen Zahlen y, = 0, y,, . . ., ym losbar, so 1a8t sich auch das
Ungleichungssystem

| 2o + 012, + . .. + O | < ma—m+67),

, max (| &, |, | 2], .. | ¥m ) S 2
mit

1

ﬂ *= ﬂ , x=ym
in ganzen Zahlen 2y, z,, . . ., &, von denen die m letzten nicht alle
gleichzeitig verschwinden, 16sen. v

Aus Satz 1 folgen also beide Halften des Khintchineschen
Ubertragungsprinzipes_(Rend. Palermo 50 (1926), 170—195).

Es ist moglich, die bisherigen Ergebnisse zu verallgemeinern,
indem man @ durch allgemeinere Bilinearformen in den fu(z), ga(y)
oder durch Multilinearformen in mehr als zwei Systemen von Li-
nearformen ersetzt. Weiter kann man die Beschrankung auf reelle
Formen fallen lassen und z. B. fiir jeden imaginér quadratischen
Zahlkorper ein Analogon zum Khintchineschen Satz ableiten. Ohne
hierauf einzugehen, wollen wir statt dessen lineare Formen mit
p-adischen Koeffizienten betrachten. Dabei sei p eine feste Primzahl
-und der p-adische Wert | & |,, wie iiblich, so normiert, da8 |p |, =

% ist. Dann gilt:

=
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Satz 3: Sei n > 2 eine natiirliche Zahl; seien ferner
» n
@) = Yamzr, gn(z) = S bmze (h=12,...n)
k=1 k=1

je n Linearformen mit ganzen p-adischen Koeffizienten, derart daf3
die aus ihnen gebildete Bilinearform

(=, y) = hi W@ ga) = 3 ewwiye
=1

ik=1
lauter ganze rationale Koeffizienten hat. Wir setzen
n
c=1+4+ > |exl
k=1

Sei X eine positive Zahl. Unter
81,89, 404y 8m, 8 .
seien # + 1 nicht negative ganze rationale Zahlen verstanden mit
8 = max (8, Sy, . « -, Sn).
Existieren n ganze rationale Zahlen z,, x,, ..., z,, die nicht
alle zugleich verschwinden, und die den Ungleichungen
max (| 2 |, | 2|, - - - | 2al) < X, (A)
h@) =27 @) b S p7 . s [ fa@) [ S p~'n

geniigen, so gibt es noch n weitere ganze rationale Zahlen y,, y,,
. ., Yn, die ebenfalls nicht alle zugleich Null sind, und fiir die

1+(n—1)s— Z "'}n_ll
b

max (li’lxl,lyzl,~,|yn|)§Y={OXP h=2
(9@ e S 2% [ 02(¥) b S P75 o s | gn(Y) |n S p'n—*

(B)

ist.

Beweis: Werden fiir die Zahlen z,, z,,..., z, ihre ganzen
rationalen Zahlwerte eingesetzt, so geht @ in eine Linearform in
Y1s Yo - - - Yn Mit ganzen rationalen, also erst recht ganzen p-adi- -
schen Koeffizienten iiber. Nach meinem p-adischen Analogon zum
Minkowskischen Linearformen-Satz (Jber. D. Math. Ver. 44 (1934),
250—255) existieren daher n ganze rationale Zahlen y,, ¥, . . ., ¥n,
die nicht alle zugleich verschwinden, und die den Ungleichungen

max (|4, | %l 0 l¥n) £ Y,
' 1
I ¢(x3 y) |P é 0_)(?" I gh(y) IP é psh_‘ (h' = 27 3, . o0y n)
geniigen. Andererseits ist das hiermit gebildete @ ganz rational und
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| D(2, y) | < CXY;
es mul} also .
und demnach

hx) g1(y) = —h.i (@) ga(y)
=2

sein, sodal sich wegen (A) und des schon bewiesenen Teiles von (B)
die Behauptung ergibt.

Fiir die Anwendungen wird man die Indizes so wahlen, daBl
gerade s, moglichst klein ist.

Um ein Beispiel zu geben, leiten wir das p-adische Analogon
zum Khintchineschen Satz ab. Seien zu diesem Zwecke 0,, 0,,
..., On, m ganze p-adische Zahlen; wir setzen in Satz 3 n=m 41
und alsdann

fa(z) = @ Ch—12

gn(y) = yn— OrYm+1 oo m),'

fm+1(2) = 0,2, + ... + Op Ty + Ty

Im+1(Y) = Ym+1,

so daf3 also )
m+1 m+1

Bz, y) = S 1h(@) galy) = 3 @ Y

r=1 A=1

und C = m + 2 ist. Satz 3 1aBt sich wieder auf zwei Arten an-
wenden, indem man das einemal die f mit den g vertauscht. Man
erhalt so folgende Ergebnisse:

a) Sei § > 0 und z > 1, ferner das Ungleichungssystem

[y + ...+ Op Ty + Tt [p S x—(MH+A+D, (1')
max(] xll"'w lxmls I xm+1n§z
in ganzen Zahlen x,, z,, . . ., 41 erfiillt, die nicht alle verschwin-
den und sogar nicht alle durch p teilbar sind. Alsdann ist evidenter-
weise sogar eine der Zahlen z,, z,, . . ., Zu, etwa ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit die Zahl z,, zu p teilerfremd, also
lzmle=L12pb <L . hl2ab S 1

Folglich existieren wegen (1) nach Satz 3 auch m + 1 ganze ratio-
nale Zahlen y,, 9,, . . ., Ym+1, die nicht alle gleich Null sind, und die
den Ungleichungen '
o L8
max (| 41— O Ym+1lps - | Y — OmYm1 1) S ¥ M
' 1

max (| g3 ls -+ | Ym |y | gmaa ) < (m + 2)™ py

mit

20




B ‘ mit(m—1)8

* = m

B = rm—np Y=° |
geniigen. Sei p* alsdann die groBte Potenz von p, die gleichzeitig
in den y; aufgeht, und werde

=7 (h=12,..,m+41)
gesetzt, so daB also mindestens eine der Zahlen 7, zu p teilerfremd
wird. Diese Zahlen geniigen offenbar den Ungleichungen

max (|9 — O Nm+1lps oo | P — OnNm+1lp) é
R LY JFE _ 1ter | 140
<pry m=p ™n m <y m, (1)
. 1
max (5|, | n2ls -« o | w41 ]) £ (m 4 2)™ py, wo n = p—y.

Kann den Ungleichungen (1) mit beliebig groBlen x geniigt werden,
so folgt leicht, daB auch (1) fiir beliebig groBe  Losungen hat.

"b) Sei >0 und y > 1, ferner das Ungleichungssystem
' 148
—_1—F
max (| 41— O Yn+1lps- - | Yn—OmYm+1 ) Sy ", 2)
max (l % Is l Y2 l> T ] Ym+1 ]) é Yy

in ganzen Zahlen y,, s, . . ., Ym+1 erfiillt, die nicht alle verschwinden
und sogar nicht samtlich durch p teilbar sind; dann ist insbesondere

[ Ym+1lp = L.
Folglich existieren wegen (2) nach Satz 3 auch m + 1 ganze ratio-
nale Zahlen z,, z,, . . ., n+1, die nicht alle gleich Null sind, und die

den Ungleichungen

[0+ ... + Op Ty + Tmt1 |p S x—M+A+D,
1
 max(lml @l |2 DS (m 4 2) 7 @
mit
L
p* =8, x=ym
geniigen. Sei p® die groite Potenz von p, die gleichzeitig in allen x;
aufgeht, und werde

zp=p% h=12,...,m+1)

gesetzt, so dafl mindestens eine der Zahlen &, zu p teilerfremd ist.
Diese Zahlen geniigen offenbar den Ungleichungen

[O8 4+ ...+ Onén+ Emsilp é pba—(m+p*+1) =
= p—m+EMb f—(m+ 0+ < F—mipHD (27)

max (l & I) I & ‘, oo I Em+1]) =<_— ((m 4 2) P)”’" &, wo E=p—bx'
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Haben insbesondere die Ungleichungen (2) fiir beliebig groBie y
Losungen, so lassen sich auch die Ungleichungen (2°) mit beliebig
groBem ¢ losen. .

Der Khintchinesche Satz ist damit fast ohne Anderung aufs
p-adische iibertragen. Teil b wurde schon 1936 von Herrn Turkstra
(Diss. Vrije Univ. Amsterdam, III stelling 4*, p. 52) und zwar

ebenso bewiesen.
*

Princip pfenosu pro lineirni nerovnosti.

(Obsah pfedeslého &lanku.)
Budte

n n
fa(z) =k21“hk 2, ga(z) = kzlbu 2 (h=1,...,n)

dva systémy linedrnich redlnych forem, p¥i éemZ budiz d + 0
determinant &fsel by;. Bilinedrni forma f,(z) g,(y) + . . . + fa(Z) ga(y)
necht ma celistvé koeficienty. Necht ¢, > 0,...,t, >0 a necht
existuje mifZovy bod x = (z,, .. ., x,) tak, Ze

[h@) | =t, [ fo(@) [ S ts oo | fal@) | S tn

Potom existuje mifzovy bod y + 0 tak, Ze
(@) | S (v — ) 7, [ga(x) | M (h=2,3,...,0),
kde 2 >0, A1=|d!¢t...1ln

. Nésleduji aplikace této v&ty, hlavnd diikkaz dvou v&t Chindi-
novych. Druha 84st prace obsahuje analogické avahy pro piipad,
Ze apg, bax jsou celd &isla p-adicka.
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