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Zum Interpolationsprobleme im Kreisringe regu-
' lirer Funktionen I

Ernst Lammel, Prag.
' (Eingegangen am 29. April 1937.)

f(z) sei eine im Kreisringe r < |z| < R regulire Funktion.
Die Folge {z,}, (u =1, 2,...) liege daselbst so, daf} sie weder auf
|z| = R noch auf |z [ =r Haufungspunkt;e besitzt. Es ist also fiir
jedes

r<e=l|z|=P<R (1)
Wir wollen zeigen, daB sich dann f(z) in der Form
Tt z—z
A A B, B, ——" (2
0 +lZ ‘] +Z L= e

y=1 u=1]__
darstellen laBt.

Jede im Kreisringe r < |z | < R regulire Funktion f(z) laft
sich bekanntlich als Summe zweier Funktionen fz(z) und f,(z)
darstellen, wobei fg(z) fiir |z | < R und f,(z) fiir |z | > r regular
ist. Man kann offenbar von f.(z) noch voraussetzen, dal f,(c0) =
= 0 ist. )

§ 1. Reihenentwicklung fiir fg(z).

Da nach (1)

» |z | S P<RBRyp=12,...
ist, so 1aBt sich fg(z) in eine Reihe von der Form

- —z
Y| A A
YAl [
ye=1 p=1 I_L
R2

entwickeln, welche fiir jeden Wert von z aus |z | < R und gleich-
méBig auf jeder abgeschlossenen Punktmenge aus |z | < R gegen

fr(2) als Grenzfunktion konvergiert. Fiir die Koeffizienten {4,},

(»=0,1,...) gelten die Integraldarstellungen
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1) 4. (u) <Ry <R,

- 2_m z—2
|z2]=R,
1 — 2122
R” § /r(2)
dz (|2 | < R, < R; =12).
ey yrmrn v="12
z]-sR, .
uhd 1— znzn+1
2 .
vAn — -R fR(z) dz
271 2 —2
lz|=Ry (z — 2y) (2 — zn+1)n
y=1 1 _z'z
R?

» m=2; |2, | <Ry<RBRfiirv=12,...,n+4 1)2)
Nun gilt fiir die Funktion f,(2), welche fiir | z | > r regular
ist, wegen f,( ) = 0 die fiir jeden Wert von z aus | z | > r konver-
gente Reihenentwicklung

hie) = % 3)
k=1

welche auf jeder abgeschlossenen Punktmenge aus |z | > r gleich-
maBig konvergiert. Da fir k =1,2,...

dz dz
ngk(z " ffzk(z D e—z) 0

. le|=R, zl=R,
und dz =0 (n = 2)
R— 2
lel=Ry 28(2 — 2,) (2 — 2Zp+1)
1:1[1 — %%
. R2

ist, so erhalten wir fiir die Koeffizienten {4,},(» =0,1,...)
schlieflich die Integraldarstellungen

1 f(2)
=5 z_zldz, (lz | < Ry < R),
IZ]=‘R,
zlza
/(z) o
j G—=) e—m¥ (=] <_R1<,R, v=1,2) (4)

1) Vgl. E. Lammel, Zum Interpdatlonsprobleme im Einheitskreise
regularer Funktionen. Ca,sopls pro péstovéni. m.atema,txky a fysiky, 66 (1936),
57—61.
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und

| Fmtntr ' o
Ay B § fte) dz
» 271 . =
e ] [ 2

r=1 ‘R’
(n = 2; |z,|<R,."<Rﬁir v=1,2,...,n—{—1).

§2 Rexhenentwmklung fiir die Funktlon f,(z)

Wir setzen zunichst voraus, daB 2. == z;, sobald % =%= A 1st

Der fiir | z | > r reguliren Funktion f,(2) 148t sich in eindeuti-
ger Weise eine Reihe von der Form'

—2, . .

Bot 3B E—T, = (5)
y=1 =1 o

mit }z,|>r; w=1,2,... zuordnen. Die Koeffizienten {B,},

(*»=0,1,...) sind namhch durch die Funktionswerte von fu(2)

an den Stellen z,(u = 1,2, ...) eindeutig bestimmt.

Um zu einer Integraldarstellung fiir die Entwicklungskoeffi-

zienten {B,}, (v = 0, 1, 2, . . .) zu gelangen, beachte man Folgendes:
Die n +1 Koeff1z1enten B »=0,1,2,...,7) sind durch die
Funktionswerte von f,(2) an den n '+ 1 ‘Stellen Za(p=12,.
n + 1) eindeutig bestimmt. Es hat also jede andere in Iz | > ’
regu]are Funktion 9r(2) dieselben n 4 1 Koeffizienten B; (v = 0,
1, 2,. ..m), 'wenn sie mit fiz) an den n + 1 Stellen z,, (,u =1,
2', S a1y ime Funktlonswerte iibereinstimnit.

Elne solche Funktlon g,.(z) wird sicher. durch ,
sa(2) = By +>:B ; (6)

r=1 ‘p=1

gegeben, wdrm die B, (v = 0, 1,.. ., n) durch die Fun.ktlonswerte
f,(z,.) (u=1,2,...,n + 1) ausgedriickt zu denken sind.

Um B, (n = 2) zu berechnen, d1v1d1eren wir (6) durch

r“‘—z 2

(z_‘zn) (é e Za4) T 1—[ z2—2, . :

k —a-z,.%.ﬂ ; it r’—z,.z '
undmtegnerenlangslzl-r,,,r<r,\<|z,| u=12 ..,n<4+ 1.
Wir erhalten, wenn wir ss(2) durch f,(z) ersetzen, -~ -~ . -
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.B _ _.r2 —Enzn+1 f’(Z) dZ (73:)
L 27t z—2 ’
lel=rn (2 — 2) (2 — z,,+1)1_[ C

p=1
Um B, bzw. B, zu berechnen, dividieren wir (6) durch

_#z—2) (z—2) (z2—2,)
bzw. — it
2 % — 212,

und integrieren lings |z | =7y (r <7, < |2z |) bzw. |2 | =1 (r <
<7 <|zul|; u=1,2). Wir erhalten, wenn wir s,(z) durch f.(z)
ersetzen,

2
2 — 2,2

. 2 fr(2) v by |
B, — — 5P dz bzw. (7b)
lz|=re -
. r2—z, z f'(z)
P B, =— gmjl 2§ (z—2) (r—2y) dz.

|z|=71
Nun ist

1 1 1
B, = o § (‘z— —z—?«'l) fr(2) dz,
lz|=r,

B, = ——2—;;§——ffﬂ—dz ' ~ (7c)

Z—Zl i

also wegen (3)

|z|=r1
Tntt in,der Folge {zu}, (# = 1, 2,...) dieselbe Stelle I-mal auf,
so muB man an solchen Stellen von f,(z) nicht nur den Funktions-
wert, sondern auch die Ableitungen bis zur (I — 1)-ten Ordnung
heranziehen, damit f,(z) wieder in eindeutiger Weise eine Reihe (6)
zugeordnet werden kann. IThre Koeffizienten werden auch jetzt
durch (7& b, c¢) gegeben.

jgmz) - S G

z2—2z (2—2) (2 —2)
|z|-r,
und
r—2%
ll=rn (2 — 2a) (z — z..+1>ﬂ
w1 T z,,

ist, 'so” erhalten wir fiir die Koeffizienten {B,} (»=0,1,2..2)
von (6) schlieBlich die Integraldarstellungen : S
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_ 1(2)
Bo__2nz z—zldz (’r:<70<l21 1)
lz]=r,
___"2—;122 f(2) o
B, = 27t (z_zl)(z—zz)dz (r<m<|zil; p=12)
2| =1, .
und §

Bl )

Ba=— 2::i e n—1 dz (8)

led=rn (2 — 2z,) (z — z“’“)].—[ it

(ng2;r<r,.<|z,,|fur‘u_-1,2,...,n+l).

Um zu zeigen, daB3 die formal gebildete Reihe (5) fiir jeden
Wert von z aus | z | > r konvergiert und zur Summe f,(z) besitzt,
sobald :

7‘<Q< lzul; =12

ist, bilden wir von (5) die m-te Partialsumme s,(2) und subtra-
hieren sie von. f,(2).

Beachtet man, daB

b = — g dfsd ¢ <i<iz)

k1=t

ist und beniitzt man die Integraldarstellungen (7a, b, c), so erhalt
man fir m > 1

By +1(2) = fo(2) — sm(2) =

2=
__i fr(C) z—zm+1 7‘ —2,‘
o 27ti§€_'zc_zm+1j[—-[ C_zp dé;
tel=t, g
w
wobei r <Il, <Min (|z]; |2 |, |21+ |z,,,+1|)ist

- Wegen (3) konnen wir I, = L so wihlen, da r < L <
< Min (g, | 2 ) ist.

Dafur|z|>rundr<g<|zp[ p=1,2,
fr—a TPH+M1<IH+9‘
et —zaz| T r’+|2,,||z]—-r3+g|z|
und fiir | ¢ | = L; r<L<9
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m m
¢ —2z, |24 | —1¢] (Q—L)"'
552 |l 2\ L
Hr’—z“C Er [zal121=\eL—r
wird, so erhalten wir
2]+ \™

LML) [z|+o [+ 0]|z]

IRM‘FI()ISlzl L Q—L Q—L )
oL —r?
wenn M(L) = Max | f,(C) | bedeutet.
|z[+g ! e—L _ 1 . .
Da 7‘2+9|z]< und g9L-——ﬂ—r ist, so wird
’|z| +e . Q— ;<1 sobald man nur L > r hmrelchend nahe
rPtolz|’

an r wahlt. Fur ein solches L wird aber
hm | Bm+4(2) | = O,

w. z. b. w.

Man sieht sofort, daB R,,.ﬂ(z) fir m—> oo auf jeder abgeschlos-
senen Punktmenge aus |z | <7 sogar glelchmaﬁlg gegen Null
konvergiert.

Als Endergebnis erhalten wir mithin folgenden Satz:

Jede im Krelsrlnge r <|z| <R regulare Funktion
f(z) 148t sich in eine Reihe von der Form

z” © 14 _Z——-Z,‘_
4, +2A +50+ 28] [257
y=] p—ll e v=1 u=1
R’
entwickeln, wenn die Folge {z.}, (1t =1,2,...) aus r <
<|z| < B weder auf lz| =rnoch auf |z| '—'R einen Hau-

fungspunkt besitzt.

Fiir die Koefflzlenten {4,}, »=0,1,2,...) bzw. {B,},
»=40,1,2,. )geltendleIntegraldarstellungen(4)bzw. (8).
A - , W
K problému interpolace funkei regulirnich v mezikruZi L.

(Obsah ptedeslého &lanku.)

Necht 9)? Je mezikru#{ r < | z | < R; necht {z,} je posloupnost
bodi z M, jez nemé hromadnych. bodﬁ na kruznicich'|z| =1,
|2 4” R. Potom Ize ka¥dou funkei f(z); reguldrnf a ]ednoznaénou
v rozvinouti v QR v fadu (2) s koeﬁclenty (4) 8). = i
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