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ÜBER DIE NULLSTELLENANZAHL DER LÖSUNGEN 
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG y" = Q(t). y 

MIROSLAV LAITOCH 

(Eingelangt am 14. September 1959) 

In diesem Ar Iisformationstheorie [1] der Lösun
gen der Differentialgleichung y" = Q(t). y einige Kriterien für die Bestimmung 
der Nullstellenanzahl der Lösungen im Intervall (a, 6> abgeleitet. Die ange
führte Transformationstheorie dient auch zur Ableitung der Oszillations-
kriterien für die erwähnt lichung [2]. 

Betrachten wir die Differentialgleichung 

y" = Q(t) • y, (a) 

wobei der Koeffizient Q im Intervall (a, 6> eine stetige Funktion ist. 
Nun führen wir zwei Definitionen ein. 
1. Wir sagen, dass die Differentialgleichung (a) im Intervall (a, 6> vom 

Typus m ist, wenn in diesem Intervall mindestens eine ihrer Lösungen gerade m 
Nullstellen hat und die übrigen Lösungen höchstens m (genauer m oder m — 1) 
Nullstellen besitzen. 

2. Wir sagen, dass die Differentialgleichung (a) im. Intervall (a, 6> vom 
Typus m* ist, wenn eine Losung y = y(t) dieser Differentialgleichung im Intervall 
(a, 6> mit gerade m Nullstellen existiert, für welche y(a) = y(b) = 0 ist, wobei 
jede andere Lösung, die im Intervall (a, 6> auch gerade m Nullstellen hat, von 
der Lösung y = y(t) linear abhängt. 

Satz 1. Es sei im Intervall (a, 6> die Differentialgleichung y" = Qn(t) . y 
vom Typus n und die DIL } y" = Qn+1(t) . y vom Typus n -f 1 
gegeben. Wenn für den Koeffizienten Q der Diferentialgleichung (a) im Intervall 
(a, 6> die Relationen Qn+1(t) s: Q(t) s: Qn(t) gelten, wobei die erste Gleichheit 
nicht identisch gilt, dann ist die Differentialgleichung (a) im Intervall (a, 6> 
vom Typus n. 

Beweis . Zuerst zeigen wir, daß im Intervall (a, 6> in diesem Fall keine 
Lösung der Differentialgleichung (a) mehr als n Nullstellen besitzen kann. 



Ware dies der Fall, dann hätte im Intervall <o, 6> die Lösung y = y(t) der 
Differentialgleichung y" = Qn+1(t) . y mit //(«) = y(b) = 0 dem bekannten 
Stau ni'schen Vergleichssatz zufolge mindestens n+ 2 Nullstellen gegen Vor
aussetzung. 

Umgekehrt, es existiert eine Lösung der Differentialgleichung (a), die im 
Intervall •/«. b mindestens n Nullstelleu besitzt. Zum Beispiel, diese Eigen
schaft hat die LÖSMIIÜ // =- //(/). für welche y(tt) 0 ist. wie es aus der Sturm'-
scheii \'crc/!ciclissat/ folgt, denn der Yoraiissi-t/ainii /iil'oloe gilt im Intervall 
<o, 6> die Ungleichung Q(t) < Qn(t). 

Satz 2. Es sei im Intervall <o, 6> 

Qn(t) = YW)-i-7L=-\ -<p"(t), 
\ Y<p (t)! 

e stetige Ableituiai •>. Ordnung. 
2) <p'{t) > 0, 
3) <p(b) - V(a) = (n - 1) . n; 

dann ist dir Ilijjrrt nliultjlt ic/inntj 

y" = QM) • y (aD) 
im Interval <o, 6> vom Typus n*. 

Beweis. Die Differentialgleichung (aü) hat eine partikulare Lösung 

11(1) = 
n [V(t) - tp(a)] 

І<P'{t) 

mit y(a) =y(b) = 0, die im Intervall <o, 6> gerade n Nullstellen besitzt. 
Jede andere, von dieser unabhängige Lösung hat im Intervall <o, 6> gerade 
n — 1 Nullstellen. wie ans dem Sturm'-schen Vergleichssatz folgt. 

—m23i2 g (6 - af . Q(t) ^ — (n — l)2 n% (»...natürliche Zahl) 
tjtllrn. irobt i tln fruit (,'lt iritln it nir/ii itl im i/t tjill. dtnin i I h 

gleichung (a) im Intervall <o, 6> vom Typus n. 
2. Wenn im Intervall <o, 6>, o > 0, für den Koeffizienten Q der Differential

gleichung (a) folgende Relationen 

— 4«2?t2 S log2 - . [it°- + 1 + Q(t)] g — 4(w — l)2 3i2 (n... natürliche Zahl) 



i. Die Funktion <p(t) = =—^— (t — a) erfüllt die Voraussetzungen 

)s ist leicht zu zeigen, daß in diesem Fall^., 
(6 - «)> 

ist. Die Differentialgleichung y" = —y —-. y ist also im Intervall 

leichung y" = — -r ~ . i /vomTy-
pus (n + 1)* — dem Satze 2 zufolge. Kb — a) 

Das erste Kriterium ist jetzt eine Folgerung des Satzes 1. 

Ähnlich bev- im. wenn <p(t) = r̂ —; . log — 
gewählt wird. log&-log«. s a 

In dieser Weise kann man weitere spezielle Kriterien ableiten. 

No 365, 1955. 

О Ч И С Л Е Н У Л Е В Ы Х Т О Ч Е К Р Е Ш Е Н И Я 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О У Р А В Н Е Н И Я у" = ^(^).у 

МИРОСЛАВ ЛАЙТОХ 

?-<№;* (а) 
в интервале <а, Ь}, в котором коэффициент ^ является непрерывной 
функцией. 

а-м два определения. 
1. Дифференциальное уравнение (а) назовем в интервале (а, Ь) типа т, 

ест хотя бы одно решение дифф< 
тервале (а, ЬУ как раз т нулевых точек и все остальные решения диф
ференциального уравнения (а) имеют в интервале (а, 6> не более чем 
т (т. е. т или т—1) нулевых точек. 

2. Дифференциальное уравнение (а) назовем в интервале <а, Ь> типа те*, 
если существует такое решение у = у (I) дифференциального уравнения (а) 



кптп/юс имеет с шине/мине (а, /Л как /ню т ну.юсы.,' точек и. Оя.ч котп/юсо 
имеет место, что у (а.) = у(Ь) = 0, и есякое О/н/гис решение Оифферст/иаль-
иого уравнения (а), коню/юс имеет в интервале (а, Ь} как раз т нулевых 
точек линейно зависит от решения у = у(1). 

В статье дока:; аются следующие предложения: 
1. Пусть в интервале (а, !>) Оифнферепииалытс уравнение у" = ^I^(^) . у 

является тина н* и диффе/н-нцналыше уравнение, у" = ^п+1(^) • у типа 
(п + 1)*. Пусти с интерсале (а, /<> Оя.ч ки.п/п/шинентп О Оиффсрешишль-
ного уравнения (а) выполняется соотношение ^п+1(^) ^^(^) ^ ^„(^), где 
равенство слева не выполшп пч'.ч шпжо, гшечши. То,-Он Он,/',фн /ношу/и.и,нив 
уравнение (а) является в интервале <«,/;> типа п. , я ,,, 

2. Пусть в интервале (а, /Л имеет место ^„(^) = ^<р'(^)• ( - т = | — Ч>'Ч1) 
и кроме того \ }У(0 I 

1. ф'н/нкния I/ имеет неп/купчет/т н/ши.в.оит/н, ',', го порядка, 
2. '<р'(1)>0, 
3. ф)-<р(а) = (п-\).л. 

I пвОи Оиффв/кчшнплыюв //расценив (а) чел.чешея с интервале ^а, //} тина п*. 
С /юмощю этих теорем Оокивывиттс.я. слсОуннцие критерии. 
1. Пусть коэффициент () Оиффереш/иалыикч) уравнения (а) удовле

творяет в иптсреплс <а, 6> соотношению 

_„*„. 5 (ь - „)2. ^(^) ^-(п-1)2 л2 

-ІІПW ^ log2 - . [4t2 + 1 + Q(t)] g 4(n - l)2 д2, 

0 P O Č T U N U L O V Ý C H B O D U Ř E Š E N Í D I F E R E N C I Á L N Í 
R O V N I C E y" = Q(t) .y 

V tomto článku jsou odvozeny věty pro stanovení počtu nulových bodů 
řešení dif. rovnice 

y" = Q(t) -y (a) 
v intervalu (a, 6>, v němž je koeficient Q spojitou funkcí. 



N e j d ř í v e uved i I « M d\ ě def inice. 

1. / > / / / , ' , ( ( / i i ' ' ' intervalu ,<(.!/•• Ií/jii( ni. kdy.'- aipoli 
,t i ,/ ,,/', , " i ( i ) n,a • /,.>(, ( , ( / " " b , , ) , / / ' , ' /,, iinliii ml, 

hodil " ( ) / " / , ' , ', /,, ni i iiiHi ( i ) mílii i utlumiti a b //(////si tu 
(tj. m nebo m — \) nulových bodu. 

2. Diferenciáliii ročnici (») nazveme v intervalu ii.b) typu ///*, existuje.h 
řešeni IJ = //(/) "'/'/. rovnice (n). /.','(('(•' //((/ /' iiiťrrahi n.i) jiritrě rn nulových 
bodů a pro něž platí y(a) = y(b) = O, ph um • < , > • > > '.ifen m niín, 
rovnice (a), které má v intervalu. ://./// práce, m nulových bodu. je na řešení 
y = y(t) lineární závislé. 

V č l á n k u jsou |>ak doki í in,\ t y t o v ě t y : 

1. Necht v intervalu (a. //':• je diferenciální ročnice //" = Q„(t) . tj tyjiu //* 
" < / / / ' " ' / , / ' / / / " / //" '/ i ' , (/ ) / / ) / / , ) / ( / ) I ' ) \ //,/ , inlittahi n l> 
plul, /no loijitK il tj '///,,,/, /„//// xit mi (a) relace Qn+1(t) ti Q(t) ' Q,{>). 
pil i i lil ' i) je 
r intervalu (a, b) typu n. 

2. Necht v intervalu a b /< Q„(t) = f(/(t) ( .-- ) - <p'2(t) při čemž 
platí: \ V<P'(t) I 

1) funkce cp má spojitou derivaci 3. řádu, 
2) <p'(t) > 0, 
3) cp(b) - <p(a) = (n-l).7t. 

Potom je (///( ,,"' ' ( , , , , • ( < i ) , ,////1 vaht 'a, b) typu n*. 

P o m o c í t ě c h t o v ě t j sou <' l >n . i I ující kr i ter ia . 

1. Necht koi i i a i i , , i ptňnje v intervalu (a,b) 
relace 

- nW é ( b - af . Q(t) g - (» - l ) 2 7ť 

jivi čem:: jirrui rornosí neplatí /':/'-»(/)(+</ ,/ ,,/ , /iřiro::, >i< éivlo. , / , / / / / / , 
) ' ' ' n/pu u 

2. Necht li / i i ilhnje v intervalu (a, b), 
a > 0, relace 

-4nV ti log2^ • [ 4 Í ' + * + Q { t } ] á ~ 4 ( * ~ 1 ) 2 ^' 

i i . i , , '/,, , i , ,i n 
rovnice (a) je v intervalu (a, b) typu n. 
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