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Gasopis pro péstovani matematiky, roé. 76 (1951)

LEBESGUEUYV INTEGRAL v ABSTRAKTNICH PROSTORECH

"JAN MARIK, Praha.
(Doélo dne 20. IV. 1951.)

Hlavnim tkolem tohoto ¢ldnku jé seznémit ¢tend¥e s abstraktni
theori{ integrélu. Jsou zde viak také podény elementérnim zptisobem .
zéklady theorie Lebesgueova integrélu v Euklidovych prostorech. |
Ctenai, ktery zné ndco z topologie, snadno pak uvedenymi metho-
dami dokéze, %e kazdé nezépornd linedrni funkcionéla na mno#in®
spojityeh funkei v metrickém kompaktnim prostoru se dé rozsifit
na mtegral Snadno se také dokéZe obdobné véta pro prostory lo-
kéalné kompaktni.

1. E, znadi mnozinu redlnych &isel (jednorozmérnj’r Euklidﬁv pro-
stor); E,* znaéi mnoZinu, kterd vznikne tim, Ze k E, pfiddme symboly
00 & — 0. Vyznam znameni <<, <, >, = v mnoZing E,* je jisté zfejmy.
Déle klademe ; : :

@ + 00 = 00 + @ = 00 4 00 = 0O,
@ — 00 =—0-+a=—00— 00 =—00©
prokazdéa € E,,
— (=) = 0, |©| = |— ®] =,
€.00 = 00 resp. = 0 resp. = — 0©
podle toho, je-li ¢ > 0 resp. ¢ = 0 resp. ¢ << 0. O symbolech 0 — oo,
— 00 + 00 Fekneme, %e nemaji smysl. :

Jeli 4 C E1 , je jisté opét zfejmé, co znamend supd, 1an Platl li
A CBCE,* je supA < supB, infd > infB. Je-li 4 & @, je supd >
= infd; pro A= 9 je viak sup4d = — o0, inf4 = o0. Neklesajici po-
sloupnost prvkiu z E,* mé vidy limitu (v E,*); ta se rovnd jej{mu'su-
premu. Podobné je tomu pro posloupnost nerostouci. Je- h {an}2
libovolnd posloupnost prvki z El*, klademe

Il

lima,, = lim (supa,), lima, = lim (infa;). *

n—>o0 n—>0o k=n n—>00 n—+>wo k=n
Je-li lima, = lima,, piSeme oviem lima, = lima, = lima,,
n—>ow n—>wo n—>o n—>o n—-o
Misto a@ = lima,, piSeme téz a, — a. Je-li zde a, < a, < ..., piSeme

n—>wo
a, / a; obdobny vyznam mé a, \, a.
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Misto sup{a,, a,, ..., a,} piSeme obyéejné max{a,, a,, ..., a,}; po-
dobné zde uzivame znaku min misto inf. Déle oznadime a, = max(a, 0),
a_ = min(a,0). Plati ¢ =ay +a_, |a| =a; —a_. VSimnéme si
jesté, Ze

a, — a, b, - b = max(a,, b,) - max(a, b), min(a,, b,) — min(a, b).

2. Bud M libovolnd neprazdnéd mnozina. Funkei na mnoZiné M
rozumime zobrazeni mnoZiny M do mnoziny E,*; funkce f je tedy
pfedpis, ktery kazdému prvku x e M piifazuje jisty prvek f(x)e B *
jako t. zv. funkéni hodnotu v bodé x. Je-li f(x) € B, pro kazdé z e M,
fekneme, Ze f je konednd funkce; existuje-li dokonce c¢ € B, tak, Ze
If(x)] < ¢ pro kaZdé x € M, nazveme funkeci f omezenou. Jsou-li f, g funkce
na mnoziné M takové, Ze plati f(z) < g(x) pro kazdé « € M pifeme f < g.
Konstantni funke1 zna¢ime vidy piislusnou funkéni hodnotou; na pf. 0
bude znamenat nékdy ¢islo 0 a nékdy funkei, kterd v kazdém bodé nabyva
hodnoty 0. Jisté je jasné, co znamend max(f, 9), f+, f—, imf,, f, — f,

. n—>w

fn 7 [ a pod. Soulet funkei f, ¢ nemusi ovéem mit vidy smysl. Jestlize
fns f jsou koneéné funkce a jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje NV takové,
%e pro kaidé n > N plati |f, — f| < ¢, Fekneme, Ze posloupnost funkei
fn» konverguje stejnomérné k funkeci f. V nalich dvahdch se vSak
stejnomérnéd konvergence nikde nevyskytne; f, — f bude vidy znadit
jen to, %e pro kazdé x e M plati f,(x) -> f(x). ’

3. Neprizdny systém F konednych funkei na mnozing M = @ na-
zveme linedrnim prostorem, mé-li tyto vlastnosti:

L,) fofoe F=>f +f,eF
L,) ceE, feF=cfePF.

Je-li F linedrni prostor funkei na M, pak konednou funkei J, defi-
novanou na mnoziné F, nazveme linedrni funkciondlou, plati-li

Ly) ‘ J(h + f2) = J(Hh) + J(fo),
L) J(ch) = eJify),
kdykoli

‘ fl,fzeF, ,CGEI.

Ziejmé tedy

s OeF, J(O) =0.
Plati-li nadto

Ly) ' JeF, f20=J(f) 20,

nazveme J nezdpornou funkciondlou.
. Je-li v tomto p¥ipads f,, f, € F, f; = f,, pak plati
J(f1) = J(fz + (fl — 1) = J{fa) + J(f1 — fa) Z J(fz)-
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4. Systém Z koneénych funkci na mnoZiné M nazveme zdklad-
nim systémem vzhledem k mnoZiné M a funkciondle J, ma-li tyto
vlastnosti:

L) Z je linearni prostor

L, ze€Z, ce By, ¢ 2> 0=-min(c,2) eZ
Lg) J je nezdpornd lin. funkcionédla na Z
L) Zn€Zy 2, \\ 0= J(z,) = 0.

Z L,) plyne, Ze pro 2y, z, € Z plati téz
min(zy, 2,) = 2, + min(z;, — 2,, 0) € Z;
podobné
max(z, 2,) = — min(— 2, — z,) € Z.
Zejména
2eli=>|z] =24 —2_€4.
5. Lomenou &arou v intervalu {a, b)> nazveme funkei f, k niz
existuji &éisla
o=t <t <. <t 1 <t,=05b
tak, Ze v kazdém intervalu {t,_,, ¢,> (¢t = 1, 2, ..., n) je f linedrni. Kazd4 -
lomen4 ¢ara mé primitivni funkei (to lze snadno zjistit bez pouziti véty,
Ze spojitd funkce m4a primitivni funkei); na mnoZiné Z v8ech lomenych
éar v {a, b) miZeme tedy definovat funkciondlu J timto pfedpisem: Je-li
@ primitivni funkce k funkci f e Z, budiz J(f) = ¢(b) — @(a). Ctenaf
nyni snadno dokaze, Ze jsou splnény piedpoklady Lg), L,), Lg). Z dalsi
véty pak plyne, Ze je splnén i pfedpoklad Ly).
6. Bud M = (a, b); bud Z linedrni prostor, jehot proky jsou spojité
funkce na M a necht 1 € Z. Bud J nezdpornd lin. funkciondla na Z. Pak
platt Ly).

Dukaz: Predpoklddejme, Ze Lg) neplati a odvodime spor. Necht
tedy existuji z, € Z, z,, \, 0 tak, Ze neni J(z,) — 0. Protoze viak

Zpn _2_ Znt1=> J(Z") Z— J(Zn+1)s 2n Z 0= '](zn) Z O»

existuje
limJ(z,) = ¢ > 0.

n—>w
Bud ¢’ = J(1) (= 0). Zvolme ¢” > ¢’. Kdyby bylo pro nékteré p
2, < cﬁ” , bylo by

J(z,)éJ(%,): i,,.c’<—c;,.c”=c

a tedy tim spise
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¢ = limJ(z,) < J(z,) <,
n—>wo
coZ neni mozné.
Ke kazdému n = 1, 2, ... tedy existuje aspont jedno » ¢ M tak, Ze

Za(®) >Ec,-,. Budiz A4, mnoZina téch x e M, pro néZ plati z,(zx) > 3,,
c
Bud =z, = sup4,. Kdyby pro nékteré = platilo z,(x,) < (%, bylo by

2,(x) < (—f;, dokonce pro vSechna x € M, dostateéné blizkd k z, (protoze

funkece z,, je spojitd); to by viak odporovalo volbé z, jako suprema A4,,.
Je tedy

Zn(Z,) g(% pron =12 ..

Protoze
zn(xn) g zn—l(xn) é zn—z(xn) é ce
plati
(%) Zmlen) =,
deko]i n=>m. .

Protoze 4, D 4,44, je-z, 2_ Zpiq pro‘ n=1, 2, ..y bud y = hmx,,
(Z¥ejmd y € M) Protoze z, \( 0, je pro jisté m z2,(y) < 27, Ze spoji-

tosti funkce z,, opét plyne, Ze plati z,(x) <§7, dokonce Iiro viechna
z '€ M, dostatednd blizkd bodu y.

Protoze x, — y, plati tedy pro dostateéné velkd n
’ c
zm(xn) < 6—” .

To vSak je ve sporu s (x); tento spor dokazuje spravnost véty.

Poznédmka: Vétu 6 1ze snadno zobecnit. Jeji ditkaz spodiva v pod-
statd na tom, %e nerostouci posloupnost neprazdnych uzavienych mno-
Zin v kompaktnim prostoru mé neprizdny priunik; odtud plyne, Ze
monotonni posloupnost spojitych funkei, kterd konverguje k nule (nebo
obecnéji k n&jaké spojité funkei), konverguje stejnomérné. Odtud plyne
déle, Ze systém viech spojitych funkei na daném kompaktnim prostoru
tvoii zdkladni systém vzhledem k libovolné nezdporné lin. funkciondle,
kterd je na ném definovdna. Podobnou v&tu lze dokdzat pro lokélné
kompaktni prostor P, vezmeme-li viak za Z mnozinu téch funkei, které
jsou spojité na P a vné jisté kompaktni mnoZiny rovny nule.
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Vyznam' této poznamky spodiva v tom, Ze funkciondlu J, defino-
vanou na mnoZind Z, miZeme rozsifit na event. vétSi mnoZinu L, na
niz pak mé J vlastnosti integralu.

Definujeme-li pak pomoci funkciondly J na mnoziné M jesté miru,
stane se J integrdlem v obvyklém slova smyslu. -

Cwifent 1. Funkei f nazveme lomenou &arou v intervalu (— oo, ), jestlize
existuji a,b,— 0 < a<b< w,tak,zeprox < aiprox > bje f(x) = 0 a jestlize
f je lomenou &arou (podle 5) v < a, b >. Pak existuje k f primitivni funkce ¢
a existuji ¢(w) (= hmtp z)), p(— ). Klademe-li J(f) = ¢(00) — @(— o), tvoii

systém viech lomenyeh dar v (— oo, o0) zdkladni systém vzhledem k J.

VSude déle pfedpokldddme, ze Z je zikladni systém vzhledem
k mnoziné M a funkciondle J.

7. Necht 2,, Zn€Z (n=1,2,...), 2, /' |, 2o /| (0 funkcich f, f
nepfedpoklidddme, Ze pat¥s do Z), f < f. Pak limJ(z,) < imJ(z,,).

n—>wo n—>o
Dikaz: Zvolme zy. Bud g, = min(Z,, zy). Protozez, # f > f = 2N
plati g, # min(f, zx) = 2y, 25y — gn \ O (pro n — 00); podle L) méme
J(gn) — J(zn).
ProtoZe z, = ¢, je

: limJ (Z,) > 1imj(g,,) — J(zn).
Odtud plyne

limJ(z,) > hmJ (zn).
8. Necht 2,2, € Z(n=1,2,...),2, X\ [, 2 f,f> f Pak limJ (z,)
= imJ(z,).

Dikaz: Plyne z 7 zménou znamenka

9. Bud nyni R systém vSech funkei 7 na mnoziné M, k nim% exis-
tuji 2, € Z tak, %e z, 7 r. Budiz K systém vSech funkef k na mnoziné M,
k nim? existujf 2, € Z tak, Ze plati z,, (k. Jestlize z, # r, 2z, 7 r, plyne
z 7 snadno, Ze limJ(z,) = limJ(z,). MiZeme tedy pro r € R definovat
J(r) = limJ(z,), kde z, 7 r. (Je-li ndhodou 7 € Z, neni toto oznadeni ve

!—>0

sporu s pivodnim vyznamem znaku J(r); miZeme totiz volit z, = r.)

Podobné detinujeme J(k) pro k € K. MiZe byt oviem J(r) = 0,
Jk) = — oo. ‘

10. Jestlize r,r,e R, ceE,, ¢ > 0, palc ma,x(rl, 7p), min(ry, 75),
1+ 1y, cry € R a plath J(ry) + JI(ry) = J(ry + 15, J(ery) = ¢J(ry).

(Dtikaz je snadny.)

11. JestliZe r e R, k € K, pak (=1 ek, (—k) eRaplati J(—r) =
= —J(r), J(— k) = — J(k).

(Ztejmé.)
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12. Pro libovolnou funkei f na mnoZiné M definujeme nyni J ),
J (f) (t. zv. horni a dolni integral) pfedpisem

J(f) = infJ(r), kde r e R, r =1
J(f) = supJ(k), kde k ¢ K, EL S
(Neexistuje-li k f takovd funkce r, klademe oviem _J-(f) = inf@ = o0
podobné pro _J 1.
1B.J()=—J(— 1 1< g=> I < JMg), J(H < Tlg); pro c e By,
¢ =0 je I(cf) = eJ(f), cJ(f) = J(ef).
(Z¥ejmé.)
14. Pro z € Z plati J(z) = J(2) = J(2).
(Ziejmé.) -
15. Budte f, g, h funkce na mnoziné M takové, Ze plati f(x) = g(x) +
+ h(z), kdekoh md smysl poslednt soudet. Pak plati

J(H L Jg) + J(h),
jakmile ma soucet napravo smysl.

Dikaz: MiZeme se omezit na piipad

Jig) < o0, J(h) < oo.
Necht 7, s € R, r > g, s = h. Pak plati pro kazdé x e M
® f@) < r(a) + s(a).
(Mé-li smysl soudet g(x) + h(z), dostaneme (f) seétenim dvou nerovnosti;

jinak je na p¥. g(x) = oo, tedy je r(x) = r(x) + s(x) = + 00.) Odtud
plyne (viz 10) '

T Z I + ) = Jlr) + Jis).

Piechodem k infimim dostdvdme tvrzeni véty.

16. Pro funkce f, g, h z véty 15 plati

J(g) + J(h) < J(f),

jakmile md soucet nalevo smysl.

Dikaz: Plyne z 15 zménou znaménka (viz 13).

17.- Pro libovolnou funkci f na mnofiné M plati

I L I,
Dikaz: Platf
0 =J(0) =J(O) X J(f) + J(— ) = I(H) — I (),
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jakmile m4 tento rozdil smysl. Nemé-li smysl, je bud J(f) = J(f) = o
nebo J(f) = i (f) = — oo, takZe véta rovndz plati. B
18. ProreR, ke K je J(r) = J(r) = J(r), (k) = J(k) = J(k).
Diikaz: Necht 2, € Z, z, # r. Protofe re B, r < r, je J(r) < < J(r)
Protoze z, € K, z, < 1, je J(z,) < J(r), tedy téz

J(r) = limJ(z,) < J(r) < T(r) < JO0).
Vétu pro funkci k € K dostaneme zménou znaménka.
19. Plati-li | _
— o <J(f) =J(f) < o,

fekneme, Ze funkce f mé (abstraktni Lebesguediv) integrél rovny J(f) =
= J(f) = J(f). MnoZinu vSech takovych funkei oznatime L.

20. Necht g, h € L; bud f /unkbe na mnoziné M takovd, e plati

(@) = g(z) + (ha),

kdekolt md souéet napravo smysl. Pak je f € L a plati.

J(f) = J(g) + J(h).
(Plyne z 15, 16.)

21. feL=>(—f) eL.
(Plyne z 13.)

22, Necht ro e R (k—=1,2,..), r, A . Pak f e R, J(f) = LimJ(ry).
k—>o0

Dtkaz: Necht pfi pevném k z, 7 r, pron— co. Bud 2z, =
= MAX(Zm1; Zmes -+ s Zmm)- 21€JMS 2y < Zppqy; necht 2, A r.Prom > k
je 2m = Zm tedy
r = limz,, > limz,,; = ry,

m—> m—>0
tedy
(y) r 2> limr, = f, J(r) = her,‘
T k-

Aviak z,, < max(ry, 7y, ..., ') = Ty, tedy

r = limz,, < limr,, = f,
m-—>o0 - m—>o

tedy
(9) ‘ r< 1, J(r) = limJ(z,) < limJ(r,,).

m—>o m—»o

Z (y), (8) véta ihned plyne.
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23. Budte f, funkce na mnofiné M; necht f, # f. Pak plati. bud
J(fn) = — 00 nebo J(f,) —> J(f).

Dukaz: Je-li J(f.) = — o0 pro n = 1,2,..., véta plati. Je-li pro
n&které p J(f,) > — o0, je pro n>p J(f,) = J(f,) > — co0; mitZeme
tedy predpoklidat, Ze plati J(f,) > — o0 pro =n = 1,2,... Protote
J(f,) S Jif), je téz limJ(f,) < J(f); staéi tedy dokdzat, Ze plati

J(f) < limJ (f,).
Tento vztah je jistd spravny, je-li pro ndkteré n J(f,) = c0. Omezime
se tedy na pfipad, Ze plati '
—oo<J(f,,)<+oo pron_12

Zvolme ¢ >0 a msla. &, >0, aby Zs,,< e. Pak exlstup Tn eR
r, = [ tak, Ze plati o '
(e) Jr) < Tha) +
Bud s, = max(ry, 7y, ..., 7). (Zfejms s, € R.)
DokéZeme indukei, Ze plati '
©) J(s,) < I(fn) + Zep pro n =1,2, ...
k=1

Pro n = 1 ({) zfejms® plati; necht plati ({) pro jisté n. Dejme symbolu
8,(%) — Tpyq1() néjaké urdité hodnoty i pro ta z, kde je 8,(x) =r,4,(x)=
= 0; takto doplnénou funkci oznaéme s, — Tat1r Pak plati

[sn(x) .,,+1(CL')]+ = 8y(x) — min(s,,(:v), rn+1(x))
kdekoli m4 rozdil na.pravo smysl. (Je-li totiz s,(x) < Tpi1(2), ]e na obou

strandch O; ]ma.k je napravo symbol ‘s,(z) — rn4,(2), & mé-li tento
rozdfl smysl, je nalevo totéz.) Podle 20 tedy plati

J((8n — 1‘,,+1)+) J(‘gn) —_ J(mm('gm Tn+1))-

Protoze fn g fn+1 é Tat1 ]e fn = mm('gm 1'"+1) ‘T(fn)é
< J(min(s,, 7,4,)); podle lndukéniho predpokladu tedy plati :

(77) J((sn - rn+1)+) g J('gn) - J(fn) :<:k§1€'n'
Dale plati

[8a(z) — rn+1)x)]+ = max(s,,(:t), Tnt1(®)) — 7piq(2), )
kdekoli mé rozdil napravo smysl. (Stadi opét rozeznat ptipady 7s+4(2) <
< 8(®) & Tni4(7) 2 8n(2).)

ProtoZze max(s,, ru+1) = Sp41s pl&tl
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J($p — Tnt1)+) = I Bnt1) — I (Pnty)
neboli

(19) J(sn-l-l) = J(rn+1) + J((Sn - rn+1)+)’
Z (g), (n), (9) tedy plyne
— n — n+1
J(8p11) < J(fnt1) + Enta +k§fk = J(fn+1) +k§;fk

To je v8ak ({), kde misto n je n -+ 1; tim je proveden indukéni krok,

Bud s = lims,. Ztejmd s > f a z ({) pak dostdvidme limitnim pfe-
n—>®o

chodem (viz té% (22))
J(f) < J(s) = limJ(s,)) < WimJ(f,) + ¢,

fn—>0

tedy, proﬁoﬁe € bylo libovolné &islo > 0,
J(f) < timJ (f,).
Tim je véta dokdzéna. .
24. Budte f, (n = 1,2, ...) funkce na mno#ing M; necht J (inf f,) >
> — o0. Pak plati
J(limf,) < LmJ(f,).
Dikaz: Necht g, = inff,. Pak g, ~ limf,, g,< f, tedy plati
k=n noeo

n—»oo

podle 23
J(limf,) = J(limg,) = limJ(g,) < limJ(f,).

25. Budte f, (n = 1,2, ...) funkce na mnoZiné M; necht J(supf,) <
- n

<< 00. Pak plati ,
limJ(f,) < J(limf,,).
Dikaz: Plyne z 24 zménou znaménka.

26. Necht @, ¢, fnel, < f, <y (n=12,..), f,—> [ Pak
feL a plati '
J(f) = LimJ(f,).

n—rwo

Dikaz: Podle 25, 24 plati
EmJ(f,) < Jif) < J(f) < limd (f,).
27. Necht fe L, c € By, ¢ > 0. Pak min(c, f) € L.
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Dikaz: Zvolme ¢ > 0. Pak existuje r e R, r > f tak, Ze plati
J(r) — J (f) < &. PoloZime-li (r — f)(x) = 0 pro ta z, kde r(x) = f(x) =
= 00, mame pro viechna x

r—Hx)=20aJr—f<e
Bud "= min(r, ¢), f; = min(f ¢). Pak plati
—h<r—f

(Je-l f(x) = ¢, je nalevo nula jinak — f,(x) = — f(x) a pFi¢teme ne-
rovnost r,(z) < 7(z).) Je tedy

Jiry— )< Jr—H<e

Ziejmd r, e R, tedy J(r;) > — o0; protoze r, < 7, je té% J(r)) <
< Jlr) < oo. Podle 16 plati (r; je konednd funkce, takze s od&itdnim
zde nevznikaji obtiZe)

Jir) —e<< J(ry) —7(7'1 —f) =L](r1) +¢_I(f1 —r) < {(ﬁ) éj(fl) <
< J(ry).
ProtoZe ¢ bylo libovolné, plati
— w0 < J(f) = J(f) < .
28. fe L= |f| € L; fy, f, € L => max(fy, f5), min(fy, f,) € L.
Dukaz: Podle 27 min(f, 0) = f_ € L, podobné f, € L, tedy i f, —
— f_ e L. Déle plati max(f,(x), fo(x)) = f1(®) + [(fs — f1)i®)]+, kdekoli

m4 soudet smysl, doplnime-li néjak f, — f, v bodech neuréitosti; podobné
pro min.

Cvident 2. Budiz Z zékladnf systém vzhledem k mnoziné M a funkciondle J.
Budi% Z’ mnoZina funkef f takovych, %e ke kazdému ¢ > 0 existuji z,, 2, € Z tak,
%0 2, < f <2z J(29—2;) < &. Dokaite, e 2’ C L a %e Z’ rovndz tvori zékladni
systém (t. j., Ze jsou splnény piedpoklady Lg—L,).

Cuilent 3. Bud Z zékladni systém; utvoime mnozinu L podle 19. Budiz Z”
systém vSech omezenych funkei z L. Ukaite, ze Z” je opét zdkladni systém a Ze
systém R”, piisludny k Z”, je mnozina v8ech zdola omezenych funkei z L. Systém
L”, piisludny k Z”, se shoduje s L. Podobnou tivahu provedte pro systém Z” viech
koneénych funkef z L.

Cuvident 4. Bud Z systém viech lomenych &éar v {a, b); funkcionélu J definuj-
me podle 5. Ukaite, Ze systém Z’, definovany podle evié. 2, je pravé mnozina funkef,
které maji v {a, b> Riemannuv integral. (Funkcionalu J na mnoziné Z’ ze cvié. 2
bychom tedy mohli nazvat ,,abstraktnim Riemannovym integrdlem‘‘.)

Uvédomte si, %e Lebesgueiv integrél, odvozeny ze systému Z viech lomenych
éar, je zobecnénim Riemannova integrélu. Specmlnim piipadem véty 26 je pak
tato véta (Arzeldova):

Necht ¢ e Ey; necht funkce f,, f maji v {a, b)> Riemanniw integrdl; necht |f,| < ¢
(n=1,2,...), fn — . Pak J(f,) — J(f).

Viimnéte si, Ze se zde piedpoklédé existence Riemannova integralu funkce f
a uka?te na pifklad® funkce f, kterd v raciondlnich bodech nabyvé hodnoty 1
a jinde hodnoty 0, %e tento piedpoklad nelze vynechat. (Existence Lebesgueova
integrélu funkce f plyne oviem z ostatnich pfedpokladii podle 26.)
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Poznimka: Podle cvid. 4 je Lebesguetv integril zobecnénim
vlastniho Riemannova integrdlu; snadno vi8ak nahlédneme, %e neni
zobecnénim nevlastniho Riemannova integrdlu. Mé-li totiz funkce f
Lebesguetv integral, ma téZ funkce |f| Lebesguetv integrdl; vime viak,
Ze existuji nevlastni Riemannovy integrily, které nekonvergujf absolutné.
Z podobného divodu nemusi mit funkce Lebesgueiiv integral, ma-li
primitivni funkei. Na pf. funkce f, uréend v (— 1, 1> vztahy

f(0) = 0,
fle) = a2 sinwi2 pro xz %= 0,

ma v kazdém bodé x 5= O spojitou derivaci a v bodé 0 derivaci rovnou
nule. Funkce f mé tedy v (— 1, 1) primitivni funkei i nevlastni Rie-
mannitv integrdl, nemd vSak Lebesguetv integrdl; lze ukdzat, Ze

J(f') = J(f') = + 0.

29. Pomoci zdkladniho systému Z jsme tedy definovali pro nékteré
funkce na mnoZiné M integril; pomoci integrdlu budeme nyni definovat
miru. Napfed v3ak zavedeme jistd oznadeni.

n

Sjednoceni, resp. prinik mnoZin budeme znaéit 4 + B, £4;, AB,
n i=1
IT4; a pod.
ta=1

A — B znadf mnozinu prvki, které patii k 4, ale nepatii k B.

Systém mnoZin U # @ nazveme mnozinovym télesem, plati-li
implikace

A,BeUA=-A+ B, A— Be4.
Ziejmé
D=A4—4e%.

Ctenéf snadno dokéze, %e systém mnozin 9I;, pro ktery plati jednak
implikace 4, Be %; = 4 + B e ¥Y,, jednak implikace 4, Be%,, 4D
D B = A4 — Be ¥, je jiz mnoZinovym télesem.

Systém mnozin B nazveme mnoZinovym o-télesem, je-li télesem a
plati-li nadto

B,eB(n=12..)=3%B,¢3.

n=1
Je-li U t&leso, 4, B e U, pak téz AB = A — (4 — B) € U; jestlize
A, eU (n=1,2,...), 4 = XA, (nepfedpokliddme, Ze 4 € A), pak pro
Ha=]l
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T n ©
B,=3XA; plati ZB, = 4, BC B, C...; pro C; = B,,Cpy; = Byyy —

i=1 n=1

-]
— B, (n=1,2,...)plati ZC, = 4, C,,C,, = 0 pro m = n. Zfejmé

n=1
B, C,eUpron=12,... ]
Je-li U o-téleso, A, € U (n = 1,2, ...), pak té% [14, € U, jak &tenat

n=1
snadno zjisti.

Funkei @, definovanou na mnozinovém télese U, nazveme o-adi-
tivni, jestlize ze vztaht
A,eUAn=12,..), 4,,.4, =0 prom =+ n,
©
4,
n=1

-]
plyne, Ze soudet fady Zg(4,) existuje (ve smyslu limity v £, *) a rovnd se
n=1

0
PLZA,).
n=1
Abychom zjistili, Ze ¢ je o-aditivni, stadi zfejmé zjistit, Ze pro
A, Be%Y, AB = 0 plati ¢(4) + ¢(B) = ¢p(4 + B) a e pro

A, e, A,C4,C..., 24,
n=1

plati vidy
limgp(4,) = (2 4,).
n=1

n—>o

Cvitenf 5. Bud 9B systém &asti mnoZiny M, ktery mé tyto vlastnosti:
1) B;,Bye€®B => B, + ByeB, 2) BeB => M — B ¢B. Pak je B mnoZinové t8-
leso.

30. Je-li A C M, nazveme charakteristickou funkei mnoziny
A (vzhledem k mnoZiné M) funkei ¢4, pro niz plati

zeAd=cylz) =1,
xeM — A =>cy(x) =0.

Ztejmé c44p = max(cy, cg), cyp = min(cy, cg) = cycp; jestlize

. ]
AB =0, je cq4p=cy + cp; jestliZe A4, CA,C..., 24, =4, je
n=1
4, 7 c4; je-li AC B, je cp_4 = ¢ — c4.

31. Pro libovolnou mnoZinu 4 C M poloZzme
m(4) = J(ea), T4) = Ticy).
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' @ @©
Jestlize 4, C A, C ..., pak m(4,) A (Z ,,); vidy plati m(XB,) <
n=1 n=1
< Zm(B,). (Tato tvrzeni plynou sna,dno z pFislusnych vét o integralu
Th=1
a z 30.)

32. Bud ¥ systém téch A C M, pro néZ c4 € L neboli m(4) =
= m(4) < o0; pro A € Y piseme m(4) = m(4) = m(4) a &islo m(4)
nazveme mérou mno¥iny A. Cisla m(B), m(B) nazyvime téz dolni

(hornf) mérou mnoziny B. Cteni# se snadno presvéddi, Ze systém U je
mnoZinové téleso a m je na ném g-aditivni funkee. (Je U == @, protoze

jisté 0 € U.) Jestlize A, e ¥ (m =1, 2,...), pak pro 4 = Z4,, plati sice
n=1

m(4) = m(4), ale miZe nastat pf¥ipad m(4) = oco.

Ovicent 6, Zvolme A, e U. Pak systém viech 4 € A, 4 C 4, tvoii o-téleso.

Cvident 7. Bud U, systém viech 4 C M, pro néz je m(4) = 0. Pak je U,
o-téleso.

Cvidend 8. Bud 9, systém viech EA,,, kde 4, ¢ Y. Pro 4 ¢ U, plati m(4) =

= m(4). U, je o-t8leso a m je na ném o- a,dmvni funkce.

33. Rekneme, %e skoro vechny body z M maji vlastnost V
(nebo, Ze néjaky vztah plati v M skoro vsude a pod.), jestlize mno-
zina téch bodi, které vlastnost V nemaji (nebo kde piislusny vztah
neplati), m4 miru 0.

34. Necht ACM, f(x) =0 pro xe M — A, f(x) = o0 pro zed.
Je-li m(4) > 0, je J)f) = o0; je-li m(4) = m(d4) = 0, je J(f) = J(f) = 0.
Dtkaz: f = limn . ¢4, tedy podle 23 je

7>

J(f) = limJ(n . ¢ ) = limn . M(4).

n—>»o n—>w

35. Necht — o0 < J(f) < J(f) < 0. Pak |f(x)] < co skoro viude.
Dikaz: Bud g(x) = 0 je-li [flz) | < o0; jinak bud g(x) = co. Pak
plati
9(x) = f(x) — f(x),
kdekoh mé rozdil napravo smysl, tedy plati

@) < T + T~ f) = I — J(f) < 0.
Podle 34 m4 mnozina téch z, kde je g(x) = oo neboli |f(x)| = 0, miru 0.
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36. Necht j(z) = g(x) skoro viude. Pak J{f) = J(g).

Dikaz: Jeli f(x) = g(x), bud f(2) = f(z), fo(x) = 0. Je-li
f(®) =+ g(z), bud f,(x) = 00, fy(x) = 00. Pak plati podle 34 J(f;) = 0;
déle plati

h(@) = f(@) + fa),
kdekoli m4 soudet napravo smysl. Plati tedy (protoze g < f;)
J@) STt TN + I(f) = T(h)

Podobn? zjistime, %e té% J(f) < J(g).

Pozndmka: V daliim bude symbol E [z mé vlastnost V] znadit
vidy mnoZinu téch z, kterd maji vla,stnos: V. Na pf. E[f(x) > 0] zna-

z
mend mnozinu téch z, pro néz je f(x) > 0.

37. Bud f = 0. Pak plati J(f) = 0, kdyZ a jen kdyZ f(x) = 0 skoro
véude. : :

Dikaz: Je-li f(x) = 0 skoro v&ude, plati podle 36 J(f) = J(0) = 0. Bud

nyni f > 0, J(f) = 0. Zvolme p¥irozené &slo n. Bud 4, = E [f(xj > 71-»]
T
Pak

tedy
m(4,) = J(es,) < n.J(f) =0.

Protoe 4 = E[f(z) > 0] = £A4,, je také m(4) — 0.
z n=1

Poznédmka: Piedpokladu L,) jsme dosud ndleZité vyuili jen ve
vétd 27; jinak jsme potfebovali jen, aby max(z,, z,) € Z, max(r;, r,) e B
a pod. K tomu by byl postadil slabsi predpoklad

L)): . 2e€Z=-min(z,0) =z2_¢€Z,

ekvivalentni s poZadavkem z € Z = || € Z. Misto véty 27 bychom oviem
byli mohli dokézat jen slabsf vétu: f e L = f_ € L, ale ta by opét byla
postadila k dikazu véty 28. Piiklad systému funkei tvaru f(z) = ka
(k libovolné) v intervalu <0, 1> ukazuje, Ze pfedpoklad L,’) je opravdu
slabs{.

V podstaté vlecky véty tohoto &ldnku bychom mohli odvodit,
i kdybychom poZadovali platnost L) jen pro celd c¢. V tomto piipads
by oviem bylo mo#né nahradit L,) i L,) poZadavkem L,): f,, f, e F =
= fy — f3 € F'; L,) by pak bylo mozno vynechat.
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38. Necht fe L, b e Ey, b > 0. Pak plati
E[f(z) > b] € U.¥)
z

Dikaz: Budg, — min (f, b+ %) — min(, 8) (v = 1,2, ...). (Kla-

deme zde event. — 00 — (— 00) = 0.) Oznadme E[f(x) > b] = 4;. Pak
. z
n.Gn v cAb'
(Je-li totiZ f(x) < b, je gu(x) = f(x) — f(x) = O pro kazdé n; je-li f(x) > b,
je f(x) >b+ ')l—z pro viechna = od jistého indexu, tedy g,(r) = b +
+ 1 b= ! od jistého indexu.)
n n

ProtoZe g, € L, cqy < %, je téZ cyy € L.

39. Nechf fe L, beEy, b > 0. Pak plati
E[f(x) = 0], E[f(z) =b]e ¥%.
x z

Dukaz: .
By 2 5 = I E[I(x) > b i]

- n=12z

Elf(z) = b] = E[f(z) = b] - Blfz) > b].
40. Necht m(4) < 0. Pak existuje A, € U tak, e A, D A, m(A)
= m(4,).

Dikaz: Snadno zpstime, Ze existujf funkce r, € R, r, = ¢4, 7, N f
tak, Ze A

I(f) = J.ca)
(a oviem f > c4). Bud 4, = E[f(w) > 1]. Pak ¢4 < ¢4, < f, tedy
B(4) < m(4,) < J(f) = Ticy) = m(A).
41. Budiz 9B systém téch B C M, pro- nét platt implikace
AeU=>ABe .
Pak je B g-téleso a m je na B o-aditivnt funkce.

*) Systém Y je definovén v 32.
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© © . :
Dikaz: Ze vztahit 4AXB, = XAB,C A, A(B;,— B,) = 4B, —
n=1 n=1 "
— AB, plyne snadno, Ze B je o-téleso. Je-li B € B, m(B) < o0, existuje
AeU, AD B, tedy B= AB ¢ U, tedy m(B) = m(B). Je-li tedy m(B,) <
< o0, M(B,) < 0, B;B; =9, je jistd W(B,) + M(B;) = M(B, + By);
je-li na p¥. m(B,) = 0, je tato rovnost trividlni. o-aditivita funkce m
na systému B nyni plyne ze vztahu m(B,) ~ m(B), ktery plati, kdykoli
0
B,CB,C...,ZB, =
n=1
Poznimka: Prvktim systému 9B budeme iikat méfitelné mnoziny.
V&imnéme si, Ze zejména M € B. :
42. Funkci f na mnoziné M nazveme inéfibeinou, Ijestliie pro kazdé
b e E, je mnoZina
E[f(z) > 0]
z

méfitelnd.

43. KaZdd funkce ze systému L jé méfitelnd.

Dukaz: Zvolme feL, beE,. Jeli b >0, je podle 38 dokonce
iE[/(x) > b] € Y. Déle je i*][j(x) > 0] =’§1]‘ic} [f(x) > ;l-b] ; pro b < 0 pak
uzijeme vztahu R :
E[f(x) > b] = M ~ E[— f(x) =2 — b]

a vety 39. ’ O

Cvident 9. Zvolme M = El, budi% Z systém lomenych éar v (— oo‘ ©), ale

jen téch, které pro < 0 i pro # > 1 nabyvaji jen nulovych hodnot. Dokajte, %e

pro systém 2, ze cvid. 8 plati U, = . Déle ukaste, ¥e interval I = (0, 2) je méfi-
telné mnozina (patii do p¥isluiného systému 9B), ale m(I) = 1, m(I) = co.

Cvient 10. K oneénou méiitelrou funkcl,. kteréd nabyvé jen konetného podtu
- hodnot, nazveme jednoduchou. funkci. UkaZte, Ze kazdou jednoduchou funkei lze
psat prévé jednim zpusobem ve tvaru

zbicA Py
f=1

kde by % 0,4, % @ proi = 1,2,...,m, by =% by, 4gd; = P pro i £ 7.
(Pro nulovou funkei dostdvéme prézdny soudet.)
Cuvilent 11. Dokaite, %e ke kazdé méfitelné funkei f > 0 existuji jednoduché

funkee f, > 0 tek, Ze f, 7 f. (Ndvod: Rozdslte interval 0, n) body 0 = t, < t; <
<...<t,=n na p = 2" stejnych dilt; utvoite 4y = E[f(x) > t‘], By = A4;—
. : z
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. - . ? !

—Ajpproi=1,2,...,p—1, B, = 4, poloite f, = Et,-c,i. Nakreslete si ob-
' i=1 '

razek; postup je zcela nézorny.)

Cvident 12. Dokaite, ze soudin. dvou jednoduchych funkei je opét jednoduché
funkce. (PouZijte vztahu ¢, .cp = c p.)

Cuident 13. Je-li f ¢ L, g omezend métitelns funkee, je fg ¢ L. (Pouzijte cvideni
11, 12, véty 43 a 26.)

Cvident 14. BudiZ ¢ o-aditivni koneéné nezédpornéd funkce na mnoZinovém
télese Y. Pak lze funkei @ roziifit na jisté o-tdleso B D Y tak, %e na B je ¢ o-adi-
tivni a nezéporna. (Névod: Zvolte za M sjednoceni viech prvku télesa U, za Z
mnozinu viech funkei, které lze psét ve tvaru :

f= Zb,-cA o

i=1
kde b; e E,, Aje Y pro ¢ = 1, 2,..., n; definujte J(f) = Zb(¢(Ai) (je ovem tieba

ukézat, ze nezéleZi na vy;é.drem funkee f). Lg)—Lg) se ovén snadno. JestliZze nyni
2, \ 0, pak je o- ad1t1v1ty plyne, Ze pro libovolné 6 > 0je lim q)(E[zn(x) > §]) = 0;
n—>o

volime tedy & malé a pak n velké.

Pozndmka: Zvolime-li za systém Z mnoZinu vSech lomenych ¢ar
v '(— 00, 00), jsou prvky systému 9B t. zv. Lebesgueovsky méfitelné
mnoziny; system B se zde shoduje se systémem A,, definovanym ve
cvideni 8.

Vohme-h za Z systém viech funkei, které jsou spojité v metrickém
lokéné kompaktnim proestoru P a které jsou mimo jistou kompaktni
mnoZinu rovny nule, snadno zjistime, %e systém U obsahuje viecky
kompaktni 84sti P; je-li totiz A kompaktni ¢4st P, G, oteviend v P,
G, D A, pak existuje oteviend mnoZina 4, tak, Ze plati A C 4, C 4, C
CG@, a ze A, je kompaktni. Pak existuje podle zndmé véty spojitd
funkce f, > 0 tak, Ze f,(x) =1 pro z e 4, f,(x) =0 pro z e P — A,.

n
Volime-li &4, Gy, ..., aby IIG, = 4 a klademe-li g, = min(f,, fs, ..., fu)s

n=1
je gn N cyq, tedy cq e L, A € Y. v
Déle snadno nahlédneme, Ze systém 9B obsahuje viecky uzaviené
mno#iny. Jestlize totiz z, € Z, z, # r, pak existuji kompaktni 4, tak,
@
Yeprox e P — XA, je r(x) = 0. Je-li tedy 4 € U, existuji kompaktni 4,

n=1

0 ©
tak, Ze A C X4, Je-li nyni F uzaviend v P, je AF = A .F .24, =

n=1 =1

—EA F.A,. Protoze F.A, je kompaktm ]e A.F.A,¢e% pro

Ne=1

n=12, .., tedy téZ AF ¢ Y.
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Systém B obsahuje tedy i viecky borelovské mnoZiny prostoru P.*)
V&imnéme si jestd, %e ke kaidému 4 e ¥ a ke kaidému & >0
existuje oteviend mnoZina G tak, Ze m(G) < m(4) + e 4 CG. (Viz
dukaz véty 40; pro r € R je mnoZina E[r(z) > 1 — 8] oteviend.)
z

44. Podéme nyni abstraktni definici vicerozmérného integrilu
(vlastnd jen dvourozmérného; déle lze postupovat indukef). Pozname-
nejme, ze M, X M, (kartézsky soudin mnozin M,, M,) znamend mno-
zinu v8ech uspofddanych dvojic [z, y], kde = ¢ M,, y € M,; na pf. pro
rovinu B, plati B, = E,; X E,. Je-li f funkce na M, X M, a je-liy e M,,
znadf f, funkeci na mnoziné M, pro niz plati f,(x) = f(x, y).

45. Budte Z,, Z, zikladni systémy vzhledem k mnofindm M,, M,
a funkciondldm J,, J,. Bud f, posloupnost funkct na M, X M, o téchto
viastnostech: f, \ 0; pro katdé y € My je (f,)y € Z, a funkce @,, uréend
vetahem @,(y) = J1((fa)y), patFt do Z,. Pak Jy(gp,) — 0.

Dukaz: Zvolme y; pak (f,)y 0, tedy podle Lg) (pro systém Z,)
je J1((fn)y) X 0. To znamend, Ze @,(y) \ 0; opét podle L) (pro systém Z,)
pl&ti Jz(%») N 0.

Poznamka: V dalsim znadi Ju(J,(f)) = Jo(p), kde ¢(y) = Jy(fy)
a pod.

’ n
46. Je-li © systém mnozin, bud &, systém viech X4, kde 4, ¢ S,

‘.=1

: 0
A;4; =P proi = j. (Klademe XA, = §.) Reknéme, %e S m4 vlastnost «,

=1
jestlite 4, BeGS =>4 — BeG,
47. Ma-li © vlastnost «, je ©, mnofinové téleso.
Dtkaz: I. Jestlize 4, B e S,, AB = 0, zfejmé A 4 B € S,.
”
II. Jestlize A;,, Be©, A = £4,, A;4; = 0 pro i =+ j, pak podle I
=1

A—B=34,— B)e@,

f=1
II1. Jestlize A € &,, B; € S, pak
A—3B,=(...(A—B)— By) — ... — B,) €&,
t=1

1V. Jestlize A, B e S,, pak podle III. 4 — Be®,, podle I. téZ
A+ B=B+(A— B)eS,

*) Systém borelovskych mnoZin je definovén jako nejmensi o-téleso, které
obsahuje viecky uzaviené mnoziny.
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mn
48. Bud U mnoZinové téleso. Pak lze katdou funkei tvaru Ea,-cA‘, kde
il-_—l
n
a,e B, A; e Y, psdtvetvaru Zb,-cBi, kdeb;e E,,B;e U, B;B; = O proi == .
i=1 : ,
Dikaz: Ziejmé staci dokdzat, Ze soudet dvou funkei druhého tvaru
n »
je opét funkei druhého tvaru. Budte tedy f = Eb,-cB‘, g=2d;. cp, dvé
i=1 i=1
funkce druhého tvaru, t. j. B;B; = @ pro 4 = 7, D,,D, =@ pro k =1
Bud M — 3B, + >3D,, By= M — EBi, Dy=M — ZD,, by = dy = O.

t=1 i=
Pakf_Eb ZCBD,g—ZdIZOBD,tGdy
1=0 9= j=0 i=

f+9=3 Ebi+d)esp,

=0 j=0
kde B,D; . B,D; = 0 pro (3, j) == (&, 1).

49. Budte Z,, Z, zikladni systémy vzhledem k mmnoindm M,, M
a funkciondldm J,, J Predpoklddejme (viz cvié. 3), e Z,, Z, jsou systémy
véech omezenych funkci z L,, resp. 2 L,. Budte ¥,, Y, pFisludné systémy
méfitelnjch mnoZin s koneénou mérou; bud (Y,, W,) systém vdech A, X A,,
kde A, € 2[1, 2 € Yy. BudiZ Z systém v&‘ech funkci z na mnozmé' M, X M,
které lze psdt ve tvaru

n
2 = zbiCA,,
i=1

kde A; e (U, Uy), b€ B, 1 =1,2,...,0).

Pak je Z zdkladni systém na mnoginé M, X M, vzhledem k /unkcwnale
J, definované vztahem
J(2) = Jo(J4(2)) = J1(J5(2)).

Dukaz: Zfejmd plati Lg), Lg); z 45 plyne, Ze plati téZ Lg). Rovnéi
je snadno patrné, Ze J,(J4(2)) = J4(J4(2)). Abychom dokézali L),
uvaime, %¢ 4; X A, — B; X By =4, X (4; — B,) + (4, — B;) X
X A,B,; odtud plyne, %e (U;, ;) =S m4d vlastnost x. Podle 47 je S,

. n .
mnoZinové tdleso; podle 48 lze kaidou funkei 2z € Z psat ve tvaru Zb,cA )

kde 4; € S, 4,4; = @ pro ¢ = j, tedy téZ ve tvaru Zd iCB,> kde B; € S,

i=1

B,B; = 0 pro i = j; pak min(Zd; . ¢B, E(mm(d‘, )) . o, proc =0.
=1

=1
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50. Pro libovolnow funkci f na mnoZiné M, X M, plati
I S ) < T ol < TP
Dikaz: Jeli r e R (na M, X M,), je zfejmé J,(J4(r)) = J(r); pro
r>f je tedy

Tolf) < TyJalr) = J(r),
tedy téz o _
() < J().
Nerovnost pro dolni integrdly se dokdze obdobné.
51. Necht f e L (na M, X M,). Pak plati
J(f) = Jy(Ja(N) = S1(Jalf) = To () = JolJo(F)-
Diikaz: Z véty 50 plyne
I(f) < Ty Jolf) < o) < Ti(Jeh) < T (1),
tedy plati J,(J,(f)) = J1(J4(f)). Ostatni se dokéze obdobns.

Poznédmka: Podle vét 35 a 37 plati pro funkei f € L, Ze pro skoro
viecka y € M, je f, e L,; protoZe pak nezéleZi na hodnotdch funkce na
mno#iné miry nula, piSe se nékdy téz J(f) = J4(J1(f))-

Pouzijeme-li véty 50, resp. 51 na charakteristickou funkei néjaké
éasti A C M, X M,, dostaneme vétu o vyjadieni miry pomoci integralu.
Zsle#i oviem vice na tom, zda plati m(4) = m(4) neZ na tom, zda

mnoZina 4 je méfitelnd; vime, %e pfi m(A) = co miZe byt mnoZina
4 méfitelnd, i kdyZ m(4) < co. (Viz ovié. 9; srv. vak s cvid. 8.) Naopak
se oviem muiZe stdt, ze m(4) = m(4) = o0 a Ze A neni méfitelnd; stadéi
vzit mnoZinu A,, pro ni% m(4,) < m(4,) <.c0 a méfitelnou mnozZinu
A,, disjunktni s 4, a takovou, Ze m(d,) — @m(d,) = 0. Pak jistd
A = A, + A, neni mfitelns a jo m(4) = W(d) = oo.
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