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ﬁsopls pro pdstovani matematiky, rod. 77 (1952)

ZAKLADY THEORIE INTEGRALU
V EUKLIDOVYCH PROSTORECH

JAN MARIK, Praha. 517
"~ (Pokragovéni.)

74. Jestlite A C E,,, BC E,, pak A X B znamen4 podle definice
jistou mnozinu dvojic, z nichZ kazd4 m4 na prvnim misté m-tici a na dru-
hém misté n-tici éisel. Obydejné viadk budeme symbolem 4 X B v tomto
piipadé rozuméti mnozZinu &selnych m.—+ n-tic, z nichZ kazdé vznikne
tim, Ze za kazdou m-tici ddme pFislu§nou n-tici. Jsou-li pak 4, B inter-
valy, je A X B opét interval (m + n-rozmérny). Je-li naopak K m + n-
rozmérny interval, K = K; X K, X ... X K, +,, pak existuji m-roz-
mérny interval I a n-rozmérny interval J tak, Ze K = I X J; zfejmé

I=K X.. XK, J=Kp11 X ... XKpip.

76. Bud K (resp. L) m-rozmérny (resp. n-rozmérny) interval. Bud G
(resp. H) nezdpornd superaditivni funkce v K (resp. v L). Bud I" funkce
intervalu v K X L, uréend vztahem

(I x J)y=a) H(J)
pro ICK, JCL.
Pak je I' superaditivnt v K X L.

Dukaz: Necht (I; X J,) j- (I X Jy) = I3 X J,. Podle véty 6 je na
pt. I, + I, = I, J, = J, = J3; je oviem dokonce I, | I, = {5, takie
(I, x Jy) + I, X J,) = G(I) H(Jy) + G(Iy) H(J,) = (G(L,) + A1) -
- H(Jy) é G(I3) H(J,) =P(Is X J3).

Poznémka: Podobn4 véta oviem plati také pro nezdporné sub-
aditivni funkce a pro aditivni funkece libovolného znaménka. ’

76. Objemem intervalu nazveme soudin délek jeho hran. V jedno-
rozmérném piipads je ,,objem‘‘ oviem délkou; vime, Ze délka je aditivni
funkce. Z véty 75 a pozndmky k ni pak plyne indukei, Ze i pro vice roz-
méri je objem aditivni funkef. Znadi-li funkce G objem, pak integrél tva-
ru ff d@ nazveme integrilem objemovym nebo té% oby&ejnym.

77. (Ponechme oznadeni véty 75.) Bud f bodovd funkce v K X L;
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pro x € K bud |, bodovd funkce v L, uréend vztahem f.(y) = f(z, y). Bud p
funkee v K, pro ni platt p(z) = f f»dH . Pak je

fpdG< ffar.

KxL

Dikaz: Bud M majoranta funkce f (vzhledem ke I"). Kazdé dvopcl
z, J kde z € K a kde interval J je &isti L, ptifadime &islo D(z, J) takto:
Zvolime J a utvoifme funkei N, (superaditivni funkei v K) piedpisem

N,I)=MI x J)
a poloZime ‘
D(z,J) = _,(G' z, K).

Pro z € K bud D, funkce intervalu v L, uréend vztahem

Dy(J) = D(, J).
,(y) bude oviem znadit D,(H, y, L). DokéZeme nyni, Ze
D,(y) > M(z,y) (= M(T' [z, 9], K x L); (o)
odtud vyplyne, Ze plati -
— © * Dy(y) = f(2, y) = fa(y)- ®)

Pi-édpoklé.dejme na okamzik, Ze je D,(y) < M(z,y). Zvolme c,
D,(y) < ¢ < M(z, y). Pak existuji J,, -y, J,, C L tak, Ze plati
{Dy(Jn).: HJ,)} < ¢, tedy Dy(J,) <cH(J,) pro n =1,2, ...
Podle definice D,(J,) = D(z, J,) tedy existuje interval I,,, x e I,
1
dla) < -, Ze {M(I, X J,): @)} = {N,,(I.): GIa)} < ¢ H{J,),
M, x J,) <cGl,) HJ,), {M(I, ><J,,) ', x J,)} <c.Alel, X
X Iy > [2,9], tedy M(z, y) < c. To je spor, ktery dokazuje, Ze plati
(x) & tedy i (B).

Doké%eme nyni, Ze pro kazdé z je funkce D, superaditivni. Necht
tedy J, | Jg3 = J3 C L. Mdme dokézat, Ze plati

Da;(J:l) + D:c(JE) é Dz(Js): (Y)

mé-li soudet nalevo smysl. Piedpoklddejme tedy, %e D (J,) > — o0,
Dy(J3) > — 00, Dy(Jy) < 0. Zvolme I, C K, I, — x tak, aby

{M(I, x Jg): GI,)} - D(z, J,).
- Je-li od jistého indexu G(I,) > 0, pak ze vztahu
M, X Jy) + M, X J) < M(I, X Jg) 3

{M(I, x Jy): KI,)} + {M(I, X Jy): HI,)} <
S {M(I, X Jy) : (L)}

plyne
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vybereme nyn{ takovou posloupnost, aby oba élenové nalevo méli limitu
a dostaneme snadno ().

Za danych predpokladii nemiiZe viak platit G(I,,) = 0 pro nekonednd
mnoho #; vybrdnim bychom dosghli toho, %e by platilo G(I,) = 0 pro
ka%dé n a ze vztahi D,(J;) > — oo (¢ = 1, 2) by pak plynulo, Ze platiod
jistého indexu M(I, X J;) = 0 a podle (8) M, X J;) =0, tedy
M, x Jg) >0, tedy D (J,) =

Z (B) a (y) plyne, Ze je D, ma]orantou funkee f,; je tedy f fw dH =

i
= p(x) < Dm(L) = D(x, L). Vime (viz 32), %e D(z, L) > — oo pro ka%dé
x; pfi pevném L je D(z, L) dolni derivaci funkce Ny(I) = M(I x L)
v bod$ . Funkce N, je tedy majorantou funkce p a plati proto f pdG <

< NyK) = M(K x L).
Odtud véta snadno plyne.

78. Ponechdme-li oznadeni a piedpokléddme-li jedts, Ze fe
e P, K x L), pak z predeslé véty (a z véty kni ,,symetrické‘) snadno
plyne, Ze pro funkce p, g, uréené vztahy

P(z) = [f.dH, q(@) = [f,dH
L L

plati p, g e WG, K) a déle
fpdG = [qdG = [ fdI.
K K KExL

(Tyto vztahy lze napsat ve tvaru

f(ffz, )dH) d@ = f(ffx,y)dﬂ)dG [ (f(z, y) dI")
ExL

7 9. Bud F funkce intervalu v K, b e K. Utvotme mno¥inu viech
te E¥ tvaru - .
t =limF(1,), kde I,, b, I, C K.
Nejvétéi (resp. nejmensi) prvek mnoZiny viech takovych ¢ ozna-
. &ime

lim F(I) (resp. lim F(I);
EK)I-»b K )—I_:*b

pieme t6% limF(1) pro I — b a pod.

Je-li v bod® b imF(I) = limF(I) = 0, nazveme funkei F slabd spo-
jitou v bod¥ b.

Je-li f kone¥né bodové funkee v {a, b, je funkce intervalu f* slabd
spojitd v bods ¢ € {a, b, kdy% a jen kdy? je f spojitéd v bodé c.

Funkei intervalu F' nazveme spojitou v K, jestlie plati F(I,) — 0,
_ kdykoli objemy intervaléi I,, konvergujf k nule.
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Definice spoptbstl funkce intervalu je uvedena jen pro tiplnost; déle’
budeme mluvit jen o slabé spoptostl

80. Bud b € E,. Definujme v E, funkei intervalu Z, pfedplsem
Zy(I) =0 resp. } resp. 1

podle toho, le{-li bod b vnd I resp. na hranici I resp. uvnit¥ I. Snadno
nahlédneme, Ze je Z, aditivn{ funkce.

Je-li nyni
b =1[by, by, ..., bl € By,

necht Z, zna¥i funkei, urdenouprol = I, X I, X ... X I, vztahem
‘ Zb(I) = Zb;(Il) Zbg(IZ) cee me(Im).
Podle 75 (a pozndmky) je Z, aditivni funkee. Je-li b I, je

%gzb(-[)é 1;

jinak je Zy(I) = 0.

Viude déle opét pfedpokliddme, Ze je G konedné nezapornd aditivni,
v K.

81. Bud @G slabé& spojitd v bodé b € K. Bud f bodovd funkce v K takovd,

%e|Jf dG| < co. Pak pro P = [f platt v bodé b ‘
. hmP(I ) =0.

Dukaz Necht v bodd b je LmP(I) < — 2 < 0. Pak existuji

I,CK,I,—b tak, Ze plati
PI,)< —2epron=1,2,.
Zvolme majorantu M tak, aby platilo
M(K) < P(K) + e.

Protoze JLI (x) > — o0, existuje 4 € B, tak, %e od jistého indexu je
M(I,) > A Q(1,). ProtoZe viak G(I,) — 0, je pro velkd n M(I,) > —e,

tedy M(I,) — P(I,) > —e + 2 =¢, timspiée (M — P)(K) = M(K)—
—-P(K) > & — SpOr.

Necht naopak lLimP(I) > 2¢ > 0. Zvolme majorantu M tak, aby
platllo

A

M(K) < P(K) + 5.

Bud M, = M — ¢Z,. Dokéeme, %e i M, je majoranta. Protote pro
z+b je M(z)= M(z), stadf dokdzat, Ze M,(b) = co. Necht tedy
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I, —b. Od jistého indexu je pak P(I,) > 2¢, tim spide M(I,) > 2, tedy
M,(I,) = M(I,) — & Z,(I,) > 2¢ — & = & Protoke G(I,) >0, je
lim(M,(I,) : G(I,)) = co. Plati tedy '

P(K) < My(K) = M{K) — & Zy(K) < M(K) —
dostdvéme opét spor.

2'"’

Pozndmka: Pro dolni integrdl plati opét ,,symetrické.“ véta. Je-li
zejména f e P, je funkce [f slabd spojitd, kdekoli je G slabd spojitd. —
Je-li f libovolnd omezend funkce, jsou funkce f f f f slabé spojité, kdekoli
je G slabg spojitd, jak se snadno dokéze.

82. Bud M superaditivnt v K; bud f bodovd funkce v K Necht existuje
spoletnd mmozina A C K o téchto vlastnostech:

a) Pro x e A je G slabé spojitd a platt lim M(I) > 0.
. EYI->z
b) Proxe K — A4 je — 0 * -J!_l.(x)g/(x).
Pak je M(K)> [fdG.
K

\

Dukaz: Necht 4 = {ay, a,, a,, ...}. Zvolme ¢ > 0 a poloime Z =
= Z% Z,, - Z je oviem nezé.porhé. -aditivni funkce a plati
Z(K)< &
Snadno nahlédneme, %e funkce M, = M -+ Z sphiuje vztahy
J_l_l_l(a,,) =0,n=123,...
Je tedy M, majorantou k fa plati [f < M,(K) < M(K) + e. Odtud pak
véta snadno plyne. )

83. Funkci M, kterd spliiuje predpoklady vty 82, nazveme zobec-
nénou majorantou funkce f; podobné definujeme zobecnénou minorantu.

84. Rekneme, e funkce f mé Knichaliv (Knichal- Stieltjestiv) in-
tegré,l vzhledem k funkei @ v intervalu K, jestlize existuje funkce F, kterd
je v K zéroveti zobecnénou majorantou a zobecnénou minorantou funkce
f. Funkce F je pak zré]mé neurditym (Petron-Stieltjesovym) integrilem
funkee f; fkédme téz, %e je F zobecndnou primitivn{ funkef k' funkei f.
Snadno nahlédneme, Ze aditivnifunkce F je zobecn&nou primitivn{ funkef
k f (vzhledem k...), kdyZ a jen kdyZ existuje spodetnd mnoZina 4 C K ta-
kové, Ze " ~

a) v kazdém bods z € A je funkce F i funkee @ slabé spojité,
b) v kafdém bod$ z e K — A plati

fay~F@.
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- 88. Necht g e V(G K), g = 0, G, = [gdqQ. (Pak je G, koneénd nezd-
pornd aditivnt v K). Necht bodovd f'wnkce fmdv K Rzemannuv integrdl
R f f dG,. Pak existuje f fg dQ a rovnd se f f daG,.

(Diikaz je sna.dn}’f, podobé se dukaz_u véty 61.)

- 86. Funkei f nazveme funkef prvni t¥idy v intervalu K, jestlize je
limitou posloupnosti funkei v K spojitych. (Funkce prvni t¥idy oviem
nemusi byt spojitd; snadno se zjisti, e na p¥. funkce f, uréend v <0, 1>
vztahy f(0) = 1, f(x) = 0 pro  # 0, je funkef prvn{ t¥idy. Lze ukdzat, Ze
funkce prvnf tiidy nemusi{ mit Riemanntv integril, ani kdyZ je ome-
zend.)

87. Necht g € V(G, K); g bud koneénd nezdpornd funkce, G’ = [¢dG.
Bud f funkce pront tfidy v K; nechf f e Pa(Gy, K). Pak emstuye [fg d@
e

a rovnd se [ dG,.
K

Diukaz: Budte f, spojité funkce, f, — f. Pfedpoklddejme napred Ze
je funkce f omezend, — ¢ < f < c. Pak mizeme predpoklédat %e1ifunkce
fs jsou takto omezené; muZeme totiz volit 'f, = min(f,, c), "f, =
= max ('f,, — ¢), kde "f, jsou spojité, —c < "f, < ¢, a plati "f, — .
Misto "f, piSeme tedy opst f,,. ProtoZe spojité funkce mé vidy Riemanntv
integrél, existuje podle 85 [f,g d@ pron =1, 2, ... a plati

K

[fndGy = [fg dG. (=)
K K

Protofe — cg < 129 £ cg, kde cg € P(@, K), a plati f,g — fg, miZzeme po-
uZit v&ty 72 na obs strany («); tim dostdvdme
f fd@, = f fg dG. ®

Budi nyni f libovolnd funkce prvnf tfidy z P4. Pak jsou zfejms
i funkee f+, f-, & tedy i funkce

. f,, min(f;,n) (n =1,2,...)
funkee prvni tHdy. Z () nyni plyne, %e plati
rf,, da, = ff",,g d@ pro n =1,2,... ()

Protoge fu A fu, f..g A (f+)g, plyne z (y) podle véty 73, Ze (f+1g € P(G, K)
a e plati

[f+ 4Gy = [(f+)g dG.

K K

Stejny vztah plati ovlem i pro f_ a tedy i pro f. Tim je véta dokézéna.

Poznémka: Funkef druhé tidy rozumime limitu posloupnosti
funkoef prvai tHdy; podobng definujeme funkei tieti t¥éidy atd. Je patrné,
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%e véta 87 zlistane spravnou, nahradime-li v nislova ,,prvnf tHdy* slovy
,m-té tiidy*. Pozdéji dokdZeme, %o ke kaZdé funkei feP4 existujf
funkee f,, f; druhé t¥idy, pro n& plati /, X < fy & [fy = [f = [fa
(zfejmé pak f, f, € P 4); odtud Vyplyne, %e alova ,,prvni tHdy* ve v&té 87
Ize vitbec vynechat Uvidime té%, Ze predpokla,d o koneé&nosti funkce g ve
vété 87 rovnéz neni podstatny. (Ctené,r nechf si uvédomi, kde by pfi na-
Sem dikaze véty vadily hodnoty g(z) = 00.)

Lze také dokdazat, ze véta 87 plati pro libovolnou funkei f e P(G,, K),
je-li viak @, Knichalovym integrilem funkece g. (Je-li totiz v tomto p¥i-
padé M majorantou k f vzhledem ke Gy, je M zobecnénou majorantou
k fg vzhledem ke G, jak se celkem snadno zjisti.)

88. V&imli jsme si, Ze v jednorozmérném piipads, kdy K = <a, b),
1ze ptifadit ka%dé koneéné aditivni funkei intervalu F' bodovou funkei f,
pro niz plati f* = F a kterd je aZ naaditivni konstantu jednoznaénd
urdena. Je-li G = g*, kde g(z) = z, znamend horni (dolni) derivace
funkce F podle funkce @ prévé horni (dolnf) derivaci funkce f v obvyklém
slova smyslu. Funkce F je slabg spojitd v bod$ x, kdyZ a jen kdy% je f
spojitd v bod& x; funkce F je nezdpornd, kdyz a jen kdyZ je f neklesajici.

Bud nyni F koneéné superaditivni v intervalu {a, b>. Zvolme libo-
volné ¢ € E, a polozme

fla) =c¢,
f@) = F(I) + ¢,

I =<{a,z)C{a,b).
Snadno nahlédneme, Ze pro funkei f* plati pak
f*=F.

Je-li nyni G kone¥nd nezdporné aditivni v K = {a, b) a je-li M ko-
ne&né majoranta bodové funkce h, existuje tedy konedné aditivni funkce
M, tak, %o plati M, > M, M,(K) = M(K). Vidime, Ze M, je rovn&Z majo-
rantou k funkei % a %e tedy miZeme [k d@ definovat také jako infM(K),

K

kde

kde M je kone¥né aditivni majoranta k h. (Je-li [4 dG = o0, souhlasi to
: K

také, protoZe inf = o0.)

Rekneme, %e konetné bodové funkce M j ]e ma]orantou bodové funk-
, ce f (vintervalu K = {a, b)), jestliZe funkce intervalu M* je majorantou

- funkce f. Vidime, %e Tf d@ je infimem mnoZiny &isel tvaru M(b) — M(a),

kde M je konetnd bodové ma]oranta funkee f; podobné. poznimka plati
i pro doln{ integral.

Jsou-li f, g bodové funkee v {a, b), ze{a,b), pak f(g,z, {a, b)),
event. f(z) a pod. zna¥i oviem f*(g*, z, (a, b)) atd.
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Rekneme, %e kone&n4 bodové funkce F je neur&itym hornim (dolnim)
integrélem funkce f, je-li funkce mtervalu F* neuréltym hornim (dolnim)
integrdlem funkce f.

Je-li koneénd bodové funkce F neurditym hornim (dolnim)integré-
“lem funkee f v {a, b) podle funkce G = g*, pak v kazdém bodé ¢ ¢ (a, b),
v.némi je g spojitd, plat{ podle véty 81

lim F(z) = F(c) = lim F(x)

Z—>0— z>ct
(resp. lim F(x) = F(c) = lim F(z)).
Tro— z—>c+

Je-li zejména F integrilem podle spojité funkce g, je F rovnéz
gpojité.

89. Bud g koneénd neklesajici v <a, b> a spojitd zleva v bodé b. Pak
lc libovolné bodové funkci f v {a,b) bud existuje y e (a, b) tak, Ze plati

T
‘ffdg——ooqproxe(y, je [fdg = — oo nebo plati
a a

ffdy = lim ffdg

z—>b—a

b
Dikaz: Je-li [fdg e E,, plyne to z 81 (viz té% 88).
a

. b . .
Jeli [fdg = — o0, existuje ke kazdému c ¢ E, konetns bodové
a

majoranta M, pro niz plati M(a) = 0, M(b) < e. Kdyby bylo limM (z) >
. T—>b—

> byla by dolni derivace funkce M podle g v bodé b zleva rovita —oo;

je tedy Lim M(z)<ca tedy tim spiée lim ff dg < ¢; je tedy

z—+b— z-b— a

lim ffdy = —00 = ffdg

z—+b— a

Bud nynf f fdg = oo. Pi'edpokléde]me napied, e je f fdg e E, pro
ka.idé ze(a, b) Zvolme .
6 =bg<by <byg<.nby b \
Pron =1,2,... pdk existuje bodovd majoranta M, v intervalu (b, -, b,>
tak, Ze plati ' S 1
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Ml(bO) = Os ‘M‘n—l(bﬂ‘l) = -Mﬂ(b‘n-'l)’
b
n(bn) ('n1<ffdg+

=1

Piedpoklddejme nyni, Ze je lim f fdg < oo a definujme v {a, b) funkei

z—>b— a
M vztahem

M(z) = My(x) pro zelb,_, b,>, M(d) =
kde

l_ib_— fdg +1<¢ < o0
Pro z € (a, b)‘je .

M(x) = (M(x) — M(a) ~deg) + [fdg,

“'\.w

tedy M(z) < f fdg +1,a téz hmM(z) < ¢ = M(b). Vidime, %Ze derivace

z—>b—

" zleva funkece M v bodé b podle funkce g je 00; je tedy M majorantou
' b
funkee f v (a, b) a plati [fdg < M(b) — M(a) = ¢ < 00 — spor.
a

' z ¥

Je-li nyni pro nékteré z e (a, b) ff dg = 00, je podle 50 [fdg = c©
pro kazdé y e (x, b) a véta zre]me platl ‘

Je-li pro kaidé x € (a, b) ff dg < 0o, je-li v8ak pro nékteré y e (a, b)
z _ g
Jfdg = — o0, je podle 55 pro kazdé ze(y,b) [fdg = — 0 a vita jé
a a
dokézéna. -

Poznédmka: Obyéejny integral funkce

f@) = {w: (1 —a?)

v intervalu {(—1, 1> uka.zu]e, ,ie prvni pripad véty 89 opravdu muZe
nastat. '

90. Bud g koneénd neklesaﬂci v (a, b>a spo;zta 2leva v bod¥ b. Bud /
bodovd funkce v {a, b) takovd, Ze existuje f fdg pro kaide’ z € (a, b); nechtddle

existuje
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Pak plati )
b
= [fdg = [7dg.
a a

' b
Je-li zejména c € B, existuje té£ [f dg a rovnd se c.
. il

(Plyne z vty 89 a z véty ,,symetrické‘.)

91. Pro levy koncovy bod intervalu 1ze oviem také dokdzat vétu,
obdobnou vété 90. Dokdzali jsme, fe Perrontv. mtegrél je zobecnénim
" vlastniho Riemannova integrélu; nyni je patrne, Ze je zobecnénim i ne-
vlastnfho Rlema,m;ova, integrélu. (Rekneme, Ze ex1stu]e nevlastni Rie-

manniv integrél f f(x) dz, jestliZe ex1stuJe bud limR f f(x) dz € E; nebo
z—>b— a

hm Rf f(x) dz € B, nebo jestliZe lze interval {a, b) rozdélit na koneény
2>a+ Z

podet takovych intervali.)

92. Budte F, g, h, H bodové funkce v<{a, by, F, g koneéné neklesajict; H
bud neuréitym integrdlem funkce h podle funkce g. Budi H(z) > ¢ pro
kaZdé z € {a, b). Pak platt :

b
JFh dg < [FH], — o[F13.9)

Dikaz: Pro konstantni funkeci F véta zfejmé platf; také jisté plati
pro ¢ = — 00. Bud tedy ¢ >. — o0 (je oviem také ¢ < 00). Plati-li nyn{
‘véta 92 pfi danych %, g pro funkce F,, Fy, plati i pro F, + F,, protoZe
J(Fy + F) hdg < [F,hdg + [Fgh dg. Protoze F(z) = (F(xz) — F(a))+
+ F(a), stad{ dokdzat vétu pro funkei F, pro niZ plati F(a) = 0 (a tedy
také F > 0).

Bud tedy za tohoto pfedpokladu M, kone¥né bodové majoranta
funkce A; bud M(z) = Mo(x) — M(a) + H(a) — c. Protoze Mgy(x) —
— M) > H(z) — H(a), jo M(z) > H(x) — H() + H(a) — ¢ = H(2)—
— ¢ > 0. Doké%eme nyni, e funkce FM je majorantou funkce Fh. Zvol-
me y € {a, b); bud

F(y) = 4, P(x) = (F(z) — 4) M(z), Q) = AM(=).

Pak je FM =P + Q. Pro x >y je P(x) > 0, pro 2 < y je P(x) < 0;
odtud plyne snadno, Ze je P(y) 2 0 (derivujeme ovSem podle funkce g).

Dile je
— 0 * Qy) > 4 M(y) = F(y) h(y);*°)

%) Je-li f bodové funkee, pak [f]Y, znamens jako obvykle f(y) — f(2).
1) Pro 4 > 0 jo oviem Q(y) = A M(y); Pro A = 0 miite viak byt Q(y) =
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(je tedy
— oo + (FM)(y) = P(y) + Q) = F(y) h(y)-
Odtud plyne » ’

b
JFhdg < F(b) M(b) = F(O)(Mo(b) — Mo(a) + H(a) —o).

Protofe viak My(b) — My(a) miZeme volit libovolnd blizko k H(b) —
— H(a), plati téz

b
TFh dg < F(b)(H(®) — o) = [FHI} — c[Fl3

(protoZe F(a) = 0). Tim je v&ta dokézéna.

93. Budte F, g, b, H bodové funkce v {a, b), F, g koneéné neklesajict;
H bud neuréitym mtegmlem funkce b podle funkce g. N echt existuje Rieman-

b b
niwv integrdl [ HAF. Pak existuje také Perroniiv integrdl [ Fh dg a platt
a a

‘_:f’Fk dg +jH dF = [FHJ. . (x)

Je-li nadto funkce H spojitd, existuje & € {a, b) tak, %e
[Fhdg = F@UT + FO)H, ®)
Dikaz: Necht body ¢ =t,<t <...<t, =0b uréuji déleni

{a, b); bud c‘ =infH(z) v {¢;—4, ti> Podle 92 pla.'tl
th dg < [FHIF_, —c[FI¥_, proi=1,2,...,n,
tedy o . ’
b n
ath dg < [FHI} —'Zlci(F(t,.) — F(t;-4)),
=
b b
[Fhdg < [FH}2 — RfH dF.
a a
Prechodem k funkei (— h) zjistime, Ze plati
b . b
[Fhdg > [FH], — RfH dF;
a a
R .
existuje tedy [Fh dg a plati zde rovnost.
a
Bud nyni H spojitd funkce; bud ¢ jeji minimum, C jejf maximum.
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, » )
Protoze také funkece H(z). [F]} je spojitd a &slo [H dF leii mezi jejim

. a
minimem ¢[FJ? a jejim maximem C[FJ}, existuje podle zndmé véty
& e (a, b) tak, Ze plati

H(E)[F]; = f HdF.
Dosazenim do () dostaneme (f3). ]
Pozndmka: Pf‘edpokl&d o spojitosti funkce H a o existenci Rie-
mannova integralu fI}I dF muzZeme ovsem podle 88 nahradit piedpokla-

a
dem, Ze funkce g je spojitd. — Vzorec (B) plati, i kdyZ je F funkce neros-
touci (pfejdeme k funkci — F).

94. Budte f, g, b bodové funkce v {a, b), g spojitd neklesajici. Necht
heP(@), f € Pu(@), kde G = g*; budte H, F neurcité integrdly funkci h, f.
Pak platt

fIf’h dG@ + fo d@ = [FH].
Dikaz: Je-li f = 0, plyne véta snadno z vét 93 a 85; pro libovolnou

funkei fe P4(Q) doké,ieme vétu tim, e funkei f rozloZime na soudet
fo 1o

o 9b. Budte F, g bodové funkce v {c,d), ¢, h v {a,b), F,g, h budie
koneéné, g spojitd, c < ¢ < d. Bud't e (a, b). Necht . -
v~ F!(g, 9(t), {c, &),
w~ (g(p))'(k, 1, <a, b)).

Pak platt
- " ow~ (F(g)) (B t, (a, b)). ~ (@)
Dikaz: Méme dokézat, Ze plati '
Lm{(F(p(t.) — F(e®))) : (hlt,) — h )} =wek, ®

jestl.iié t,e<a, by, t, *+ t,t, —1t a jestlize limita v (8) existuje.

Mgjme tedy takové ¢, a necht limita v (8) existuje. Rozeznévejme
tyto piipady: -

a) 0d pstého indexu plati g( (ta)) = g(@(?)). Kdyby bylo v tomto
pipads F(e(t,) + F(gp(t )) ‘pro nekone¢éné mnoho 7, existovala by takové
posloupnost ky <ky<... % proz, = @(tx,), © = @(t) by bylo F(z,) +
+ F(z), tedy z, + 2, 2, >z (v dusledku SPO]ltOStl funkee @) a koneéné

hm{(F(x,,) - F(x)) (g(x,.) - g(x))} = nebo 00
e sporu ¢ vzt&hem vNVF'(g: x, <°! d))'
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Plat{ tedy v tomto pipads .
F(p(ta)) = F(e®)

pro viechna dostatetnd velks n a tedy je limita v (8) Tovna nule. Pro
velkd n je pak oviem A(t,). & h(t) a tedy je také

0 = w = lim{(g(p(t,)) —g(@(®)) : (h(ta) — A(t))}.
Vztah (8) je pro tento piipad dokézan.

b) Necht je pro nekonedné mnoho n g(@(t,)) + g(®(t)). Pak méZeme.
predpoklddat, Ze je g(p(t,) =+ g(@(t)). pro n =1,2,...; miZeme toti%
takovou posloupnost vybrat Potom vSak pla,ti '

{r (<P(t) } {9(p(tn) —g(@®)} = V,,
{g )} (h n)_‘h() Wn

Odtud nyni snadno plyne vzta,h (B).

kde

96. Je-li ¥ neuréltym integralem funkee f v (a, b}, je oviem f f=

= F(b) — F(a) = [F]t. Abychom zachovali platnost tohoto vzta,hu,
definujeme

f=Fa) —F@) =0
aproy<zx

z

y
Ji =F) —Fle) = — (F@) — ) = — J1

97. Budte f, g bodové funkce v (¢, d), @, h, k v {a, bD; g, h budte ko-
neéné neklesajict, @ spojitd, ¢ < ¢ < d. Bud F neurditym Newtonovym
integralem funkce f podle funkee g; g(gv) bud neuré‘ztym Newtonovym (Kni-
chalovym) integrdalem funkce k podle funkce h. Pak je F(p) neuréitym New-
tonovym (Knichalovm) mtegralem funkce f(®). k podle funkce h, zejména

= tedy plati

®(b)
ffdg—ff -k dh.

Dikaz: Je-li 9(®) Newtonovym integrilem, plyne v&ta 97 ihned
z véty 95. Bud nyni ¢() Knichalovym integrdlem funkce &; necht nenf
k(t) ~ (g(p))’ (t) Pak jsou h, g(g) spojité v bodé t; necht ¢(f) = . ProtoZe

je bud F(z) = F(x) € By nebo F(zx) = — o0, F(a:) 0, existuje ke kazdé
pqsloupnostl Ty —> % Taelc,d), 8slo A € EI tak, Ze .

1F(@) — F(@)| < Alg(en) — g(a)]-
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P;'o t, =t odtud plyne, Ze.F(p(t,)) = F(p(t)). Je tedy F(p) opravdu
Knichalovym integrélem.

Pozndmka: Na prvni pohled by se mohlo zd4t, Ze miZeme ve v&td
97 nahradit pfedpoklad, %e F je Newtonovym integrélem, pfedpokladem,
%e je F Knichalovym integrédlem, chceme-li pouze dokézat, Ze F(g) je
Knichalovym integrdlem. Tento vsudek by v8ak bylnesprdvny; neni-li
pro nékteré x f(z) ~ F'(x), miZe se stét, e pro nespoletnd mnohot je
@(t) = x a pro tato ¢ pak nemusi byt f(p(?)) . k() ~ (F(p))'(©)-

Lze na pf. v {a, b) sestrojit funkei ¢, kterd mé spojitou derivaci a pro

b

niz je 0 < @ < 1 tak, %e neexistuje ani Perrontv integrdl [(1 : V&'(B) .
a

. ¢'(t) d¢, a8 funkece 1: Vx mé v <0, 1) zfejm& Knichaliiv integrél. (Pro
srovnéni s vétou 97 bychom kladli f(z) =1 Vm, e, dy =<0, 1), g(z) =

= h(z) = =, k(z) = ¢'(x).) Tato funkce ¢ oviem nabyvé hodnoty 0 v ne-
spodetné mnoha bodech

Prece viak miZeme vétu 97 znaéné zobecnit.

Napted zavedeme nékterd oznadeni. Bud @ + 4 C E;. MnoZinu 4
miizeme rozdélit na disjunktni &ésti tak, %e dva jeji body «, y déme do
téze &4sti, kdyZ a jen kdyZ cely interval (z, ¥ (resp. (¥, 2)) je &dsti mno-
%iny A. (Podrobnéji fedeno: KaZdému x € A pfifadime mnoZinu 4, C 4,
obsahujici bod z & vBechna y uvedené vlastnosti. Snadno se zjisti, Ze kaZ-
dé dv8 mmnoZiny A4,, 4, jsou bud totoZné nebo disjunktni.) Takto
vzniklym g4stem F{kdme komponenty mnoZiny 4. Snadno nahléd-
neme, e ka%d4 komponenta je bud jednobodové mnoZina nebo interval
(zde musime ovSem pfipustit véechny druhy intervald).

Déle znadime
Jim ) = f(¢ +), lim fia) =t ).

98. Necht funkee f, g, b, k, ¢ majt tyZ vijznam jako ve vé&t& 97. Bud F
‘neurditym Knichalovym integrdlem funkce f podle funkce g; g(p) bud neuréi-
tym Knichalovgm integrdlem funkce k podle funkce h. Budte x, z,, ... ty -
body, kde neplatt f(x) ~ F'(x); bud A, mno¥ina téch ¢, pro né pla.ti (t) =
=z, (4 =1, 2, ...). Pfedpoklddejme, %e katdd z mnokin A, md jen spodetné
mnoho kompomnt a %e pro kadé t z mnofiny

Y| =ZA,,
i=1
pro e a <t<b, plati
bud h{t —) = h(t) = h(t.+) nebo h(t —) < h(t) < h(t +).

Pak je funkce F(qo) neurd'ctym chhalovym tntegrdlem funkce f(g) .k
podle funkce h.
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Dikaz: JestliZe plati '
Hp(®) ~ F'(p(t)) (@)

a zéroveti ) .
k(t) ~ (g(®))'(2), ®
plati podle 95 také :
‘ f(@(®)) k(t) ~ (F(g))'(t). ()

Mno¥ina 4 = 3 A, je prévé mnofinou t&ch ¢, pro n&% neplati (). Bud B
=1

(vesp. C) mnoZina téch ¢, kde neplati (8) (resp. (v)).

Pro ¢ e 4 jsou funkee F, g spojité v bod ¢(¢), tedy jsou funkee F(g),
g(p) spojité v bods .

Je-lit € 4 a neni-li funkce A spojitéd v bods ¢, plati tedy

iiﬂtl{(F (@) — F(p()) : (h(x) — h(t))} =
=0~ (F(@))(t).
Pak oviem plati (B)' pro funkei g(p) dostdvdme tak podobnd

hm{(g z)) —g(p())} : (h(z) — h(t)) =
=0 =kt~ (@@)®). -

Odtud plyne ihned, Ze v tomto bod8 ¢ plati (y). Vidime, Ze v ka?dém
bod8 t € AC je funkce kb spojité. .

Pro te B — A jsou funkce F(¢), h spojité podle dikazu v&ty 97.
Protoze CCA +B=A4 + (B—A4), CC AC + (B — 4), vidime, %e
v kazdém bod$ mnoziny C jsou obs funkce F(p), kb spojité.

Zvolme nyni n&kterou z mnoZin 4, a rozdélme ji na d4sti 4;, 47 tak,
%e do mnoziny 4; ddme ty body mnoimy A, kterd lezi uvnitt nékteré
z jejich komponent a do mnofiny 4;déme ostatni body mnoZiny 4,
tedy koncové body jejich lntervalovych komponent (ze spojitosti funkce
@ plyne, Ze takovy bod vidy k mnoZing 4, patif) a prvky jejich jedno-
bodovych komponent.

Mnotzina A; je oviem spodetnd. Doké.zeme, Yo v bodech mnoziny
4; — B plati (Y) neboli Ze

(4; —B)C =9
a tedy ,

(4; —B) C = ((4; — B) + (4] —B)0 = (4] —B)C.
Zvolime-li totiZ t ¢ A} — B, je v jistém okolf bodu t funkce @ konstantni,
tedy jsou tam i funkoe F(¢), 9(p) konstantni a platf tedy podle chovén{
funkce & bud F(p)(t) = F(@)t) = g()(t) = gl 9(@)(t) = k(t) =0 nebo

Flp)(t) = — oo, Flo)t) = 00; v obou p¥fpadech platf (y).
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Odtud plyne, %e i mnoZina
C=CB+C4—B)=CB+CZ (4, —B) =CB + % C(4] —B)C
=1 ’ i=1

0
CB+24]
i=1
je spodetné.
Tim je véta dokdzdna.
Pozndmka: P¥i pouZiti vét 97, resp. 98 lze snadno udélat chybu
i v jednoduchém piipadé. Pro obydejné Newtonovy integrily mé pii-
slusnd formule tvar

o(b)
f f(z) da = f/<P(t) ) @(t) dt

o(a)

Tato formule se snadno pamatuje takto: Zavedeme substituci z = @(t);

d¢

pak plati dz = ¢'(t) neboli dz = ¢'(t) dt; mezim ¢ = a, ¢ = b odpovidaji
meze ¥ = @(a), z = @(b); odtud Pak formuli snadno dostaneme.

Neni v8ak radno této ,,avahy‘ pouZivat; muze se totiZ snadno stdt,

%e piSeme, aniZ si to uvédomime, [/a? = a misto |/a? = |a| nebo e d&lame
substituci pomoci nespojité funkce a pod Podéme dva pifklady této
",y uvahy*.

- Substituci # = t? pfevedeme integrél libovolné funkce f proménné ¢
v intervalu (—1, 1) na integrdl od 1 do 1 (je p(—1) = ¢(1) = 1) a dosta-
neme tedy nulu.

Substituci z = tgjt prevedeme integral funkce R(sint, cost) v inter-

valu <0, 27) na integrél od 0 do 0 a dostanéme opé&t nulu; na p¥. f 1dt =
R 0
=21 = f e =0.
: 0
99.Bud ae El, funkce f, g budte definovény v <{a, o), g bud ko-

nednd neklesajici. Ex1stu]e li f f dg pro kazdé b > a a existuje-li-
lim f}‘dg =Aek,,
b>w a

Fekneme, Ze existuje integrél funkce f podle funkce g v mtervalu {a, ©
a piSeme

A%ym
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Podobnd definujeme -~
a
Jfdg.
- -0
Jsou-li f, g definovény v (—o0, 00) a existuji-li obé vlastnf limity
b 0
A1=hm ffdgs Al= lim ffdg’
b+ 0 ¢—>— ¢

fekneme, Ze existuje integrdl funkce f podle funkce g v intervalu (—co0, 0)
a piSeme '

% i s =_ffdg-
Cten4¥ snadno dokéZe véty, obdobné vétém 48, 66, 67, 68, 69, 72,
93, 94, 97, 98 i pro integrdly typu [ atd.
N . . a

Cvitent 1. Bud g neklesajici konednd v <0, a>. Zjistéte geometricky vyznam
a
[ dg(x). (Lze pouzit véty 93 pro F = g, h = 1.)
0

- Cwvilent 2. Necht g(x) = Oproz < 0, g(z) = 1 proz > 0, f,(x) = f,(z) = 1 pro
<0, ,(0) =0, f4(0)=1, f(z) = fa(x) = 0 pro = > 0. Doka’te, %e existuje

1
R [, dg, ale %e existuji libovolnd jemna d&lenf # intervalu {— 1, 1), pro né&% je
-1

. . 1
S(t, #) = 1, s8(f;, #) = 0. Déle ukaite, %e existuje (Perroniiv) [ f;dg = 1, ale ne-
-1
. 1
existuje R [ f, dg.
—1

Ovilent 3. Bud F(z) = sin%} bud £(0) = 0, f(z) = F’(z) pro = % 0. Vypoétét‘e
a
ff(x) dz, [f(x) dz na pf. pro a = ;z (Podle vty 89.)
o 0

Ovifent 4. Dokaite, Ze plati Kf 4@ = 0, kde K = {0, 1> x <0, 1D, (0, 0)=0,
pro [z, ¥] % [0, 0] je f(z, ¥y) = (z— ¥) : (x + ¥)% G je objem. (DokaZte, e funkce
intervalu F, uréenéd pro I = {a, b) X <{c,d)> vztahem F(I) = fb (? f(z, y) dy) dz, je
Knichalovym integrilem funkce f, a pouZijte véty 78.) ¢e

Cvident 5’ Dokaite, %o neexistuje Kf 1 d@, kde K = 0, 1> x <0, 1), /(0, 0) = 0,
pro [z, y] % [0, 0] je f(z,¥y) = (z— gg) d (z + )% @ je objem. (UkaZte, %e funkce

intervalu F, uréend vztahem F(I) = [ (f /(z, y) dy) dz pro I = {a, > X ¢, d), nenf
, . ac

. 11 11 .

slab& spojitéd v bodd [0, 0]; integrdly [ ([ f(z, y) dy) d=, [ ([ f(z, y) dx) dy sice exis-
00 00

tujf, ale maji ruzné hodnoty.)
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Cvident 6. Bud G konedné nezdporné aditivni funkce v intervalu K; bud &
slabd spojitd v kaZdém bod$ € K. Necht omezené bodovéa funkece f mé v K jen
spotetnd mnoho bodu nespojitosti. Pak mé f v K Knichaluv integral. Je-li funkce f
pouze zdola omezen4, pak f € Pr(G, K). — Jsou-li g, h bodové funkece v K takové, Ze

mnotina téch z ¢ K, kde g(z) + h(z), je spodetnd, pak j_'g d@ = f_h da.
K K

n
Cvibent 7. JestliZe existuje [ f(x) dz, miZeme utvotit fadu
—n

-]
1a, + 2 (a, cosnz -+ b, sinnz),
n=1
l t
kde a, = p [ H(z) cosnz dz (n = 0,1,...), b ff(x) sinngdz (n=1,2,...).
—_7 -—7

(Rada je utvotena jen formélng; nemluvime o je]i konvergencl.) Tato fada se nazyvé
Fourierovou fadou, piisluSnou k funkei f. Dokazte, %e v piipadé a, = 0 dostaneme
(pfi vhodné volbs ,,integraénich konstant‘‘) Fourierovu fadu piislusnou k neuréi-
tému integralu funkce f tak, e Fourierovu fadu funkce f integrujeme ¢len po élenu.
(Pouzijte vty 94.)

Cvident 8. Necht a, e E; (n=1,2,...); necht ke kaZdému & > 0 existuje,
takové p, Ze pro kazdou dvojici indexd m, n, "kde m > p,n > p,plati |, — a,| < e.
Pak je posloupnost {anky_y konvergentni. (Podle véty 11 existuje vybrané posloup-
nost 8 limitou; zjistime snadno, Ze tato limita je konedné a Ze je to limita i ptivodni
posloupnosti.)

Cuident 9. Bud funkee f definovéna v {a, c0). Pak existuje limf(z) ¢ E,, «) kdy%

X—>®o
a jen kdy% kazdé posloupnost { f(an)}, kde a, — 00, je konvergentni, B) kdyZ a jen
kdy? ke ka¥dému & > 0 exlstuje takové 4, ¥e pro z > A, y > A platf vidy |f(z) —
— )l < e

Cuvident 10. Budte f, g omezené v (— o0, ), g bud neklesajici. Necht existuje
b @
[ 1 dg pro kazdou dvojici a, b € E,. Pak existuje [ fdg.
a» . —®

Cvident 11. Budte funkee f, g, k definovény v {a, ©); f, g budte koneéné, f ome-
zené monotonni, g spojité neklesajici. Bud funkce H v {a, c0) neurditym integrélem
funkee % podle funkce g. JestliZe bud je funkce H omezen4 a limf(z) = 0 nebo exis-

T—>

tuje f h dg, pak existuje také f fh dg. (Poutzijte cviteni 9 a véty 93.)

@
Cvifeni 12. Dokazte, Ze existuje [ 51_1::_ dz, ale neexistuje [ _[_s_x_;:n_z_]_ dz. (Vprv-
' 0

0
. . L,
nfm pHpads lze uit cvié. 11, v druhém piipadd odhadu E‘zﬂ””_' > “‘_“xf_ =

_ 1— cos2z
2x

. Ovikent 13. Ukatte na piklads funkef f, g, kde f(0) = g(0) = 0,z % 0 => f(z)=

)

1 1
= in — = 3 -
2% gin p» g(x) = a? cos o 20 formule

b ]
{ f'(=) g(z) dz + { fz) g'(x) dz = [f() g(@)1}
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nemust mit smysl a.m kdy% v ka¥dém bodd exlstuji vlastn{ derivace. (Zde je f j'(z)
.g(z) dz = — o0, f flx) g’(x) = 0, jak se snadno z]lsti vhodnou substituei.)

Cvident 14. DokaZte, %e mnoZina viech posloupnosti, jejichZ &lenové jsou nuly
& jedni¢ky, neni spoéetnd. (Kdyby byla, sestavili bychom posloupnost P,, P,, ...
vech takovych posloupnosti; je-li viak P; — {a‘l", af{’, a,(,'), ...}, pak posloupnost
P = {by, by, by, ...}, kde b; = 1— af®, je rizné ode viech P,.) '

Cvident 15. Bud D, mnozina, vznikl4 z {0, 1> odstranénim oteviené prostiednf
tfetiny; D, je tedy sjednocenim dvou intervala <0, $)> & <}, 1>. Bud D, mnoZina,
které vznikne odstrandnim prostfednich tietin z obou intervalii mnoZiny D;; D, je
tedy sjednocenim &ty¥ intervali. Tak postupujme déle; obecnd bud D,, sjednoceni
systému 2% uzavienych intervalii, ktery vznikne tim, Ze z ka¥dého z 2" ~1intervala

0
mnoziny D, _, odstranfime otevienou prostfedni tfetinu. Bud D = II D,. MnoZina D

n=1
se nazyvé Cantorovo diskontinuum. DokaZte, e D neni spotetnd. (Intervaly z D,
otislujeme (0), (1); intervaly z D, (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1); intervaly z Dy oéislujeme
(0, 0, 0), (0,0,1),...,(1,1, 1) atd.1?) Kazdé posloupnosti {a,,}:_l, kde a,, = 0 nebo
a, = 1, miZeme tedy p¥ifadit poslampnost intervali s indexy (a,), (@, as), (a,, ay,
a,), ... & také prinik této posloupnosti. Tak je kazdé posloupnosti z nul & jednidek
prifazen jisty bod z D a ziejmé ruznym posloupnostem jsou pfifazeny rizné body.)

Cuident 16. Je-li A C E,, nazveme charakteristickou funkef mnoZiny A4
funkei cy, uréenou vztahy cy(z) = 0 pro « eEl—— A,cy(x)=lprozed. Jo-li A

omezend, a < < b pro z € 4, nazveme éisla f c4(x) dz, f c4(x) dz horni, resp.

" dolnf mérou mnoziny 4. Existuje-li f cy(x) dz, i‘ekneme, Ze mnoima. A je mé&Fitelné.

Existuje-li dokonce Riemanniv integrél R f c4(x) dz, fekneme, Ze mnoZina A je

a

jordanovsky méfitelnd (mé Jordanovu miru). Snadno se zjisti, Ze interval {u, v)> mé

Jordanovu miru v— u. DokaZte, %e Cantorovo diskontinuum D mé Jordanovu

miru 0. Déle uka¥te, Ze funkce ¢p nemé Knichaliiv integral pfes to, Ze m4 Rieman-
1

nav integrél. (Soudet délek viech intervalii z D, je roven (})", tedy R f_ cp(z)dz <
S@tpron=12,..) °

Cuident 17. Bud A mnozina viech racionélnich sel v intervalu <0, 1. Dokai-
te, %o funkce o4 mé v tomto intervalu Knichaltv integrél, ale nemé Riemannuv
integrél (vzhledem k funkei g(z) = z).

Cvident 18. Jsou-li A, D A3 D A, ... mdfitelné mnoziny v 0,1}, je béi I'I Ay,

méfitelns mnotina a jeji mira je rovna limitd posloupnosti mér mnozin 4,, 'l‘voﬂ-
me-li nyni mnoziny D, D,, ... podobn& jako ve cvideni 15, ale tak, Ze pi'l tvoreni
mnoziny D, odstra.n.ime z kaidého z interva.lﬁ mnoziny D, _, pouze prost¥edn{

t4st o délce 6" , mé mnoZina D = II D, miru §. Sestavme ,,vymazané‘* d4sti
=1
v posloupnost {I,, Iy, I5,...} & defmu;me v intervalu <0, 1) funkei f timto pfedpi-

sem:

11) P¥i islovani postupujeme vidy ,od leva do prava‘.
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Na mnoting D bud f(z) = 0. Je-li nyni I, = {ay, by>, 3dp="bp—ay,, ¢
€ (an, @y + dp>, bud f(z) = (¢—' ay)* Bin " pro z € b, — dy, by) bud f(z) =

= (b,— z)*sin o ! pol g intervalu <a,, + d,., b — dy> pak doplnime f tak aby
platilo ]:ro kaidé z € (@, b,) jednak [f'(z)|< 2, jednak |f(z)| £ min((z— a,)?,
(by —2)%).

* Dokazte, Ze funkce f mé v kadém bod$ intervalu <0, 1 derivaci (v krajnich
bodech zprava a zleva) a %e plati pro kazdé z €<0, 1> |f'(x)] <'2; pro z ¢ D jeo
F(x) = 0, ale hm/’(t) =1, lunf'(t) = — 1. Funkce f* mé tedy v <0, 1) Newtoniuv

integrél. Je-li véa.k mterval J d4sti €0, 1> a je-liJD % 0, jo supf’(:c) =1, mff’(x) <

£ — L Je-li nyni & hbovolné dalenf intervalu (0, 1), je souéet délek véech inter-
vali J €, pro nd% JD % 0, vidy aspoi } (jinak by byla mira D mensi ne¥ 3);
odtud plyne, Ze je S(f, #) = 1 4 s(f’, #) (viz 60) a tedy funkce /' nemé Riemannav

integral. ProtoZe f'(z) = Limn(f(z 4- %) — f(z)) (pro z < 1), méme zérovent piiklad
omezen§é funkce prvnf t¥idy, kter4d nemé Riemanniv integral.

Cvibent 19. Jedli f e’DA(G K), fekneme, %e funkce f mé. v K Lebesguetv in-
tegral (vzhledem k funkei @). Bud g(0) = 0, g(z) = 2* sm aproz % 0. Ukaite, Ze
viude existuje g’(x) (je g’(0) = 0) a Ze funkce g’ nemé v (0, 1> (obydejny) Lebes-
guelv integral (je filg’(z)[ dz = o0). Funkce g’ mé oviem v intervalu {0, 1) Newto-

niiv a nevlastni ﬁiemsnm‘xv integral. Je-li f funkece, sestrojend ve cvideni 18, pak
funkce /' -+ g’ nemé v intervalu {0, 1> ani Riemannuv (vlastni ani nevlastni) ani
Lebesguetv integral (& mé oviem Newtoniv integral).

Ovident 20. Bud g konedné neklesajici v {a, b); budte f, h koneéné nezdporné
bodové funkce v {a, b), h bud neklesajici. Pak plati (pi%eme f(x) misto {(g, =, <a, b))
atd.) (fh)(a:) = f(a;) h(x) pro kazdé z ¢ {a, b). (Viz ditkaz véty 92.)

Cvibent 21. Rekneme, Zo funkee f mé v intervalu {a, b> vlastnost V, je-li tam
konedné, existuje-li f(z+), f(x—) a plati-i f(z—) < f(x) < f(x +) pro kazdé
z € {a, b) (klademe f(a—) = f(a), /(b +) = f(b)). DokaZte: Je-li g konein4 neklesa-
jici v {a, b)> & maji-li nezdporné funkce hhv <a, b vlastnost ¥V, plati pro kazdé
z ¢ <{a, b) (f(x) adi opét {(g, =, {a, bD>) atd.)

(fW)(=) 2 H=) h(z) + f(z) h(z).
(Névod: DokaZte napied, Ze platf (fh)(g, z, {z, b)) = f(=) M=) + f(x) h(z). Rozezné-
vejte ptipad, kdy ndkters z funkei 7, h je spojité zprava a ptipad, kdy platf zéroveii
Hz) < f(z +), h(z) < h(x +). Srovnejte s vysledkem cvid. 20.)

Cvident 22. Bud g spojité neklesajicf v {a, b); necht f ¢ P(g, <a, b)). Bud M
bodové mnjora.nta. funkoe f vzhledem ke g. Pak mé M vlastnost V ze cvid. 21.

Ovidens 23. Bud g spojité neklesa.]ioi v {a, b) Necht £, h €P(g, {a, b>); budte
F, H jejich neurdité integraly. Pak je Fh 4+ Hf ¢ a plati

b
J @+ H) = (FHE,

Zejména je tedy soudin dvou (bodovych) neurditych integrili opdt neurditym
integrilem,

144



{N4vod: Predpoklédejme napted 0 < F < 1, 0 £ H < 1. Budte M, N majo-
ranty, m,n minoranty funke{ f, h; necht M(a) = m(a) = F(a), N(a) = n(a) =
— H(a). Budiz ® = MN + M(H— n) + N(F— m) + (M— m)(1— n) + (N —
— n)(1— m). Ze cvideni 20 a 22 plyne & > MN 4 M_l\_f + M(H—n) + NF—

— m) — n(M — m) — MmN — n) = (M — m)(N — n) + (N — n)(M — m) +
+ MH 4 NF > MH + NF 3 {H + hF; tedy je ® majorantouk Fh + Hf. Aviak
- - - b
inf(P(b) — B(a)) = [FHIS; plati tedy [FHIE > 7 (Fh + Hf). Funkeo F*=1— F
je neuréxtym integrélem funkce f* — — faje 0 < F" < 1; platf tedy také [F‘H],
> f (F*h + Hf*). Odtud plyne — [FH]; = —f h+ [H— [FH], = f (— k) +
a
b b b b
+ [F*H] > f(— h) + f (I”‘h+ Hf*) >f(— h+ (1—F)h—Hf) = [ (— Fh—
a
—Hf) = — I(Fh + Hf), tedy [FH]} < f( ), [FH]; = f (...). Pfedpoklad 0 <

<FLL,0 < H < 1 se nynf snadno odstra,ni —_ Srovne]te tento vysledek s vétou

94 a se cvié. 13.)
Pokradovdni.
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