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CGasopis pro péstovani matematiky, roé. 77 (1952)

. REFERATY O PREDNASKACH
V MATEMATICKE OBCI PRAZSKE
A V BRNE

UZITi TENSOROVE SYMBOLIKY V ELASTICITE
(Referat o prednasce M. Brdiéky, pfednesené dne 23. ledna 1952.)

V prednédce autor ukézal na prednosti a uZiti tensorového podtu
v klasické elasticité, hlavné pokud jde o obecné tivahy. Tensorovy potet
neni totiZ jen ,,tésnopisem* matematickych postupi, ale umoZiuje
i hlubsf proniknuti k fysikdlni podstaté theorie. Pro zjednoduseni dvah
byly v této piednésce uvazoviny pouze kartézské tensory, pro néz, jak
ie zndmo, odpadé rozdil mezi slozkami kontravariantnimi a kovariat-
nimi.

Tensory, jejichZ slozky se nezméni pfi libovolném otodeni os sou-
Fadné soustavy nazyvame isotropnimi. Tak Kroneckertv symbol d,
je (jednidkovy) isotropni tensor druhého f4du a Levi-Civitiv tensor
€41, antisymetricky ve v8ech tfech indexech, je (jedni¢kovy) isotropni
tensor tfetiho fddu. Lze ukédzati, e obecny isotropni tensor &tvrtého
fddu 7,5, lze vyjddiiti jako linedrni kombinaci vyrazit 8,0, 040
0;6 & Oy Ve tvaru

Ny = A0;001 + 1(0ix0se + 6:00) + ¥(0iadyse — 0i6052). O

Slozky vektoru elastického posunuti oznaéme u;; pak slozky symetric-
kého tensoru deformace e;; jsou definovény vztahem

' €ij = %(uf,/ + uj,i)r‘ (2)

kde ¢irkou je vyznadena parcidlni derivace podle soufadnice, na pf.

Uy 5= E"i Oznadime-li slofky tensoru napétf v;;(= 7;), je vztah mezi

ox;
napétim a deformaci ddn zobecnénym Hookovym zédkonem
Ty = Ciymuas ° (3

kde zavddime sumadni{ pravidlo, Ze se s¢it4 od 1 do 3 pfes kazdy index,
ktery se vyskytuje v jednom &lénku dvakrét. Elastické koeficienty C
ve vzorci (3) jsou materidlové konstanty; ovSem jsou to konstanty jen
pokud méme na mysli télesa homogenni.
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Nyninés zajima tensorovy charakter velitin Cyje1- Je-li orthogonalni
transformace soutadnic ddna vztahem

-
Ty = Qi Tp»

snadno dokéZeme, Ze C;;, se transformuji podle zékona

0;m == Qym Qjn Qger A5 Cmnrs’

t. j. jako slozky tensoru &tvrtého ¥ddu. Z rovnic (3) je zfejmé, Ze tento
tensor je symetricky v indexech ¢ a 4, k£ a I a z energetickych tvah plyne,
Ze je i symetricky ve dvojicich indext 4, j a k, [. Obecné mé tedy tento
tensor 21 nezévislych sloZek; stejny podet nezavislych slozek m4 i sy-
metricky tensor druhého Fddu v Sestirozmérném prostoru a tak leii
na snadé moznost zobrazeni tensoru &tvrtého f4du v trojrozmérném
prostoru Cy,; jako symetricky tensor druhého ¥adu v prostoru Sesti-
rozmérném ([1] str. 37). Timto zobrazenim (podobné jako v oznadeni
Voigtové pomoci jen dvou indexii) je oviem jeho ptirozeny tensorovy
charakter setien.

Pujde-li o téleso isotropm musi byt zrejme tensor Oy isotropm
t. j. Cijer = Nujer> kde 7y, je ddno rovnici (1). Dosadime-li do pravé
strany rovnice (3) za 7,4, Z (1), dostdvime

Tas = A8:,0 + 2pess, O = epum; @)

to je znéni Hookova zdkona pro isotropni téleso, vyjadiené pomoci
Laméovych konstant 1 a u.

NeuvaZujeme-li objemové sily, mizZeme psiat podminky rovnovahy
v tensorové symbolice takto:

i3 =0 (4)

a pti tivahach o elastické rovnovaze jde v podstaté o feeni téchto rovnic
s piisluSnymi krajovymi podminkami. Jsou-li krajové podminky dany
v elastickych posunutich u;, vyjadfujeme zpravidla v téchto posunutich
pomoci Hookova zdkona (4) i slozky napéti 7, t. j. vychdzime z rovnic

pdp; + A+ p) 9, =0, (6)
kde 4 je Laplaceiiv symbol v kartézskych soufadnicich.

Jsou-li krajové podminky dé,ny v napétich 7, snazime se pochopi-
telné rovnici (5) integrovati pfimo. Funkce 7,; nejsou viak navzdjem
nez4vislé, nebot prostiednictvim Hookova zdkona (4) jsou spo]eny
8 funkcemi e;;; maji-li pak tato e vy;adrovatl deformaci, t. j. maji-li
mit tvar (2), musi byt splnéno "Sest rovnic kompatibility deformaci
{rovnice Saint-Venantovy), které lze tensorové pséti takto:

Eqxm €51n Cktmn = 0. (7)
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Z nich miZeme po dosazeni ze (4) a Gpravach odvoditi rovnice kompati-
bility napéti (rovnice B eltramiho) ve tvaru

1
A7+ m 0,;=0, (8)
kde @ = 7,, a ¢ je Poissonova konstanta. Mdme tedy nalézti Sest
funkef 7;;, které by splilovaly rovnice (5) a (8), a pochopitelnd i dané
krajové podminky.

Méme-li integrovati dvé soustavy rovnic (v naSem piipad$ jedna
soustava sestava ze t¥i a druhd ze Sesti rovnic), zpravidla se snaZime
nalézti takové funkce, pomoci kterych by jedna soustava byla splnéna
identicky, takZze pak druhé soustava slouzi k urdeni téchto novych funkei.
V elasticité pii integraci vySe uvedeného problému nazyvime tyto
funkce funkcemi napéti. Polozme na pf.

Tii = €iki Esmn Viem,ins 9)
kde funkce napéti y;, jsou slozkami symetrického tensoru; rovnice (5)
je splnéna identicky a dosazeni (9) do rovnice (8) vede po tpravich
na rovnici (kterd ovSem representuje Sest rovnic)

1
€ikl Ejmn (A}’km T 1¥e Okm @)’h = 0. (10)

Rovnice (10) mé vSak stejny vzhled jako rovnice kompatibility defor-
maci (7), z SehoZ usuzujeme, Ze vyraz v kulaté zdvorce mé charakter
deformace, t. j. mZeme jej vyjadfiti pomoci libovolného vektoru v,
takto: .

. : 1

Ay m — T_:i-—f; Oxm O = 3 (i + vg0)
To je feSeni, ke kterému jinym postupem (a nikoliv s pouzitim tensorové
symboliky) dospél Krutkov ([2] str. 17—24), v jehoZ pravé citované
knize je té% toto FeSeni podrobné diskutovédno. V tomto Fefeni je jako
specidlni piipad zahrnuto feSeni Maxwellovo (yy = Y5 = ¥ = 0)
a FeSeni Morerovo (y;; = Ya2 = Y33 = 0).

Pripomenime z4vérem, Ze pied podobnou tilohou, jakou byla integra-
ce rovnic (5) a (8), stojime na pi. v theorii elektromagnetického pole p¥i
integraci rovnic Maxwellovych. Ve &tyfrozmérném prostoru specielni
theorie relativnosti mtZeme Maxwellovy rovnice pro vakuum psati
takto (x, = ict, ¢ rychlost svétla):

Fiurp=0, (11)
Eikim Fkl,m =0,

kde F,; jsou slozky antisymetrického tensoru druhého iddu, které
odpovidajf slozkdm intensity elektrického a magnetického pole, a kde
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Egeim J& Levi-Civithv tensor ve tyfrozmérném prostoru. Kazd4 z tenso-
rovych rovnic (11) ptedstavuje soustavu &ty¥ rovnic; jsou to oviem
parciélni diferencidlni rovnice prvého fadu, zatim co v (8) méme parcidlni
diferencidlni rovnice druhého Fa4du. Zavedeme-li &tyfpotencidl ¢; tak,
aby platilo
. Fi = Eikim Pe,m>
je prvni rovnice z (11) splnéna identicky. zatim co druhd ddvé rovnici
pro @,

O @i — Pres = 0, :
kde [] je Laplacefiv symbol v &tyfrozmérném pseudoeuklidovském
prostoru. Bez omezeni obecnosti veliin Fy, lze vidy zvoliti ¢, tak, aby
platilo ¢, , = 0, takZe rovnice pro ¢, se zjednodusi na tvar

O¢i=0.
Zobecnéni uvedenych vysledkii na obecné orthogonalni soutadnice
bude podéno na jiném misté.
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DYNAMICKE UCINKY NA ZELEZNICNI MOSTY
(Referat o pfednésce Vi. Kolouska, proslovené 21. kvétna 1952.)

V dvodé pfedndsky byl poddn prehled o vyzkumu dynamickych
Géinkd v mezindrodnich organisacich a u Zelezni¢nich sprév raznych
stdti. Rozsahlé méfeni byla konédna v SSSR, Velké Britanii a USA.
PonévadZ poméry na Zeleznicich téchto zemi jsou odlisné od nasich,
nebylo moZno vysledky prosté pfevziti. Zkouméni v ostatnich zemich,
kde jsou poméry podobné jako u nés, nebylo dosti soustavné, a proto
musely CSD provésti méfeni vlastni.

Dals{ ¥ist prednéiky pojedndvala o povaze dynamickych vlivi
na Zelezni¢ni mosty. Jsou to pfedev8im rdzy, vliv pohybu biemen po
mostd a harmonicky proménné sfly, vznikajici pfi rotaci hnacich kol
lokomotivy. Podle toho, jak tyto vlivy na mosty pasobi, miZeme mosty
rozdéliti do t¥f skupin, na mosty s malym, sttednim a velkym rozp&tim.
V pfedndsce bylo analysovino pouze kmitdni mosti velkého rozpétf
a to ocelovych mosti nejobvyklej’i konstrukce s hlavnimi nosniky
prostymi.

Pfi theoretickém vySetfovdni vychdzime z pohybovych rovnic
délkového elementu nosniku o délce dz, které maji pfi kmiténi vlastni
tvar
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