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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 79 (1954) 

POZNÁMKA K JEDNOMU &EŠENÍ BIHARMONICKÉHO PROBLÉMU 

IVO BABUSKA, Praha. 

(Došlo dne 19. května 1953.) D T : 517.946 

O. A. Orinberg upozornil v [1] a společně s N. N. Lebedévem a Ja. 
S. Ufljandem v [2] na jednu methodu řešení biharmonického problému 
v rovině pomocí orthonormálních řad. V této poznámce bude učiněno 
několik připomínek k této methodě a bude ukázána jedna modifikace 
Grinbergova postupu. 

1. Řešení rovinného biharmonického problému orthonormálními řadami 
podle G. A. Grinberga. 

V tomto odstavci vyložím stručně hlavní myšlenku Grinbergova postupu. 
Ukáži ji pouze pro řešení homogenního biharmonického problému A Au = 0. 
Při řešení nehomogenního problému je základní myšlenka stejná. 

Problém formulujme takto: Buď Q rovinná jednoduše souvislá oblast, ohra
ničená jednoduchou dostatečně hladkou křivkou C. Jest nalézti řešení rovnice 

du 
A Au = 0, když na C nabývají funkce u& — (v je vnější normála) předepsaných 

hodnot. 

Předpokládejme, že řešení existuje a že 

ff(AufáQ < oo . 
Q 

Hlavní myšlenkou Grinbergovou jest rozvinutí funkce Au pomocí orthonormál
ních funkcí. 

Buď un (n = 1,2,...) uzavřený orthonormální systém harmonických funkcí. 
Podle předpokladu jest funkce Au integrovatelná s kvadrátem na Q. Lze ji 
tedy vyjádřit řadou 

oo 

Au = ^ocnun , 
« = i 

kde 
ocn — ff(Au) un d_Q . 
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du 

Koeficienty ocn můžeme vyjádřit pomocí u a — na O. Skutečně z Greenovy 

věty plyne relace 
J J (Au) un dQ =J J u(Aun) dQ +J íun-£ — u -TA ds . 
a « Q c 

Poněvadž un je podle předpokladu harmonická funkce, je prvý integrál na pra
vé straně roven nule, takže platí 

-j[un-£-n^jds. 

du 
Na G známe u a — jako okrajové podmínky. Můžeme tedy určit všechny koefi
cienty <xn a tím i funkci Au. 

Známe-li funkci Au, určíme podle Grinberga hledanou funkci u jako řešení 
Dirichletova nebo Neumannova problému. 

K methodě, jak ji navrhl G. A. Grinberg, váže se řada otázek. Jde především 
o problém uzavřenosti (úplnosti) systémů harmonických funkcí a o některé 
otázky konvergencní. Při numerickém počítání je dále nevýhodné, že je ve 
druhé fázi nutno provádět řešení Dirichletova neb Neumannova problému. 
Naznačené obtíže lze však překonati, jak bude ukázáno v této poznámce, ale
spoň pro oblasti s dostatečně hladkou hranicí. 

K oblastem s hranicí po částech hladkou, které jsou v aplikacích nejdůleži
tější, se vrátím někdy později. 

P o z n á m k a . Biharmonický rovinný problém má velkou důležitost v aplika
cích. Tak řešení rovinného problému pružnosti jest vlastně řešení biharmonic-
kého problému. Na biharmonický problém se také snadno převede řešení na
pjatosti v deskách. 

2. Některé pomocné věty. 

Definice 1. Bud C jednoduchá orientovaná hladká křivka. Bud ů(s) úhel klad
ného směru tečny s osou x, kde s je délka oblouku. NecM ů(s) jest totálně spojitá 

a —-— € Ln, p > l.t.j. necht \ —-— ds < oo. Potom budeme říkat, še křivka C ds v J J \ ds \ 
c 

jest dostatečně hladká. Orientaci předpokládejme tak, ze vnitřek je po levé straně. 
Věta 1. Buď G dostatečně hladká křivka a Q její vnitřek. Bud co(C) holomorfní 

funkce, která konformně zobrazuje jednotkový kruh P = E[£, |f| < 1] na Q. 
Potom funkce a/(í) jest v uzavřeném jednotkovém kruhu P = E[£, \ C\ ži 1] spojitá 
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a totálně spojitá na hranici y = E[£, |C| = 1]. Při tom |«>'(C)| má kladné mini
mum.1) 

D ů k a z : Viz [3], str. 322, Satz 1. 

Definice 2. Bud Q omezená oblast. Budeme značit L*Q lineami prostor všech 
harmonických funkcí definovaných na Q a integrovatelných s kvadrátem. Při tom 
budeme v L*Q předpokládat běžný skalární součin a metriku. 

Věta 2. Prostor L*Q jest úplný. Mimo to platí: Jestliže fn e L*Q a fn~~> f 
v prostoru L*°9 potom fn konverguje bodově skoro stejnoměrně, t. j . stejnoměrně 
na každé uzavřené množině F C Q-1) 

D ů k a z : Buď fneL*Q (n = l929 ...) cauchyovská posloupnost. Dokažme 
nejprve, že ta to posloupnost konverguje bodově skoro stejnoměrné na Q9t. j . že 
konverguje stejnoměrně na každé uzavřené množině F C Q. Bud CQ komple-
ment množiny Q a necht g(F, GQ) > Srj (rj > 0). Poněvadž F je kompaktní, 
existuje konečné pokrytí množiny F sférickými okolími 8(zK9 rj) o středech 
zEeF a poloměru rj. 

Poněvadž fn e L*Q
9 jest fn harmonická funkce a tedy platí 

i r j?2 r2 
tn{*k + reí&) = — I fn(zk + Re1*) m . , ^ m r d<p , 
J n v InJ R2 + r2 — 2iír cos (0 — q>) 

o 
pokud r < R < Srj. 

Budiž nyní r <Lrj. Vynásobme obě strany veličinou R a integrujme podle R 
od 2r] do 3rl. Dostaneme 

i?2 + f 2 _ 2Rr cos (0 — <p) 
2rj 0 

±f fшЩr, ,z)ăQ, 

kde 
Ek = E[z9 2v£Jz-~ zk\ £ 3rj] . 

Jestliže je r <Lrj9 jest K(r9 09 z) omezená spojitá funkce. 

Poněvadž posloupnost fn (n = 1, 2, ...)*jest cauchyovská, jest fn(zk + re i@) 
při pevném zkj r, 0 cauchyovská číselná posloupnost. Existuje tedy funkce /, že 
fn -> / bodově stejnoměrně na 8(zk9 rj). Poněvadž pokrytí jest konečné, je kon
vergence skoro stejnoměrná na Q. 

Dokažme nyní, že / je harmonická funkce. 

x) Mluvíme-li o funkci (*)'(£) na hranici, míníme tím její spojité prodloužení z F. 
2) y e v gtš stačí předpokládat, že fn -> / v Lt. Poněvadž vsak dále se budeme zabývat 

jen prostory L2, vyslovujeme větu ve výše uvedené formulaci. 
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Skutečně 

f„{zk + re>«) = i - ffn(zk + i?e<*) ^ ~ ** 
O 

2лJ'nУk ' ' Д2 + r2 —- 2Дr cos (o — <p) àq> ' 

f(zk + re») = І - / / Í - , + R^)m , „2 ^ Ц ^ ^ d y . (1) 

Poněvadž /n konverguje stejnoměrně bodově k /, platí 

^ 2 — r 2 

2nJ,^k ' " " 'iž2 + r2 — 2Br cos (0 — <pY 
o 

Z toho však plyne, že / je harmonická funkce, neboť (1) je Poissonův integrál. 

Definice 3# J3mř Q omezená oblast. Budeme značit L**Q lineární prostor všech 
holomorfních funkcí definovaných na Q s integrovatelným kvadrátem absolutní 
hodnoty. Při tom budeme v L**Q předpokládat běžnou kvadratickou metriku. 

Věta 3. Jestliže jest <p € L**Q, potom platí, ze Re <p c L*° a Im <p c L*Q. 

Důkaz: Platí \<p\2 = (Re <pf + (Im <pf. 

Věta 4. Bud C dostatečně hladká křivka, Q její vnitřek. Bud <pholomorfní funkce 
definovaná na Q taková, & Re <pe L*Q. Potom jest ^JTC-L**12. Dále budz0 e Q. Jest
liže v L*Q jest ||Re <p\\ <I 1 a jestliže Im <p(z0) = 0, potom v L**Q platí \\<p\\ <I A> 
kde A závisí jen naC anazQ (nikoliv na <p). 

D ů k a z : Buď co(£) konformní zobrazení jednotkového kruhu r=E[£, 
|f| < 1] na Q takové, že a>(0) = z0. Buď #(£) = <pMC))« Označme dále u = 
= Re <p a u*(£) = w(ft>(<;)). Zřejmě jest Re x = ^*. Poněvadž jest Im 9?(č0) = 0, 
platí, že Im #(0) = 0. 

Snadno se dále nahlédne, že 

ffu*dQ= / / ^ * V | 2 d r , 
Q r 

pokud jen integrál na jedné straně má smysl. Poněvadž podle předpokladu jest 
u e L*Q, jest také u* € L*r, neboť podle věty 1 má \co'(C)\ kladné minimum. 

Funkci x(C) rozviňme v Taylorovu řadu. Je pak 

%(r^) = 2 W * • 
o 

Tato řada konverguje absolutně a stejnoměrně pro r <^rQ < 1. Tedy platí 
00 00 

Re x(rei<p) = u*(rel<p) = ^ak r* cos k<p + %bkr* sin k<p , (1) 
o i 

kde 
<** = «& — î fc . 

Obě řady konvergují absolutně a stejnoměrně pro r <̂  r0 < \t 
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Dokážeme, že řada 1 konverguje v prostoru JL*P. Skutečně platí pro každé 
T < 1 

/ /«* 2 d E£ ffa*2dr = x>< oo . 
|í|<r. r 

Tedy 
2TT f o oo oo 

ffu*2 d/1 = / f(^akr
k cos ,%) ~f 2b&rfc s i n ^ ) 2 r dr dqp = 

\C\<r9 0 0 0 1 

TT T-S r2*+2 S Í«2Í:+2 1 

-fL?-*sVT + ?6-s^-i+-**J- m 

Poněvadž relace (2) platí pro každé r0 < 1, je zřejmo, že řady 

S a2 £+ h2 

l i f r - ?FTT
 (3> 

konvergují. Z toho již snadno plyne, že řada (1) konverguje v prostoru L*r. 

Imaginární část funkce %(£) lze rozepsat ve tvaru 
co 

Imx(rei<p) = ]>(-— bk cos k<p + a& sin %) rfe . (4) 
i 

Tato řada konverguje absolutně a stejnoměrně pro r <I r0 < 1. Vzhledem ke 
konvergenci řad (3) je zřejmo, že řada (4) konverguje i v prostoru L* r . Odtud 
plyne, že jest x * L**r a že 

//Wadr^2//^dE. 
r r 

Podle věty 1 jest funkce a)'(C) spojitá na uzavřeném kruhu r a tedy jest ome
zená. Při tom její maximum záleží jen na C a poloze bodu z0. 

Poněvadž jest 
//M-dfl = //|z|-|«,'|-dr, 
a r 

jest naše tvrzení dokázáno. 
Definice 4- Bud u harmonická funkce v jednotkovém kruhu F = E[£, |£| < 1]. 

Budeme říkat, ze funkce u je typu H, jestliže 
2n 

sup f(u(rel,P))2 á<p < oo . 
r<i o 

P o z n á m k a . Lze ukázat, že pro každou harmonickou funkci u platí 
2n 2n 

1 > rx > r2 => f(u(rxe
i(p))2d<p 2> f(u(r2e

{fp)f d<p 
o o 

a proto místo suprema bychom mohli uvažovat limitu. 
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Definice 5. Buď xp holomorfní funkce v jednotkovém kruhu F. Budeme říkat, ze 
funkce \p je typu H2, jestliže 

sup j\xp(rti(p)\2 dep < co . 
r < l 0 

P o z n á m k a . Opět bychom místo suprema mohli uvažovat limitu. 

Definice 6. Buď C dostatečně hladká křivka a Q její vnitřek. Buď u harmonická 
funkce definovaná na Q. Budeme říkat, ze funkce u je typu E, jestliže existuje 
konformní zobrazení co(£) jednotkového kruhu Fna Q takové, ze u(co(C)) je typu H. 

P o z n á m k a . Konformní zobrazení Fna Q není zřejmě jediné. Lze však uká
zat, že vlastnost „býti typu H " je nezávislá na tom, které konformní zobra
zení r na Q uvažujeme. Tak jestliže jsou a>x(C) a w2(Q dvě různá konformní 
zobrazení jednotkového kruhu na oblast Q, potom z toho, že w(a>i(C)) je typu H, 
plyne, že i u(co2(C)) je typu H. Nám však bude stačit definice v uvedeném tvaru 
a proto nebudeme musit dokazovat tuto nezávislost. 

Definice 7. Buď C dostatečně hladká křivka a Q její vnitřek. Buď (p holomorfní 
funkce definovaná na Q. Budeme říkat, ze funkce <p je typu E2, jestliže existuje 
konformní zobrazení &>(£) jednotkového kruhu F na Q takové, ze q>(co(£)) je typu 
Ht. 

Věta 5. Bud C dostatečně hladká křivka a Q její vnitřek. Buď cp holomorfní 
funkce na Q taková, ze Re cp je typu E. Potom je (p typu E2. 

D ů k a z : Označme Re cp = u. Podle předpokladu existuje konformní zobra
zení a>('Q jednotkového kruhu jTna Q takové, že u*(C) = u((o(Q) jest typu H. 
Položme dále x(0 = g?(a)(f)). Zřejmě jest u* = Re %, 

Rozviňme funkci % v Taylorovu řadu. Jest 

x(reì ) = Şлjr-e1*® 
* - 0 

a tedy 

Re xЫ ) = u*(reІ ) = 5a Ä r* cos k + Jbkf* sin k , 
&-=o *=-i 

kde 
&k = % ~ ibk . 

Podle předpokladu jest u* typu H. Tedy jest 
2n 2ÍT CO oo 

f(u*(ré0)f do = /(2/v* cos k0 + J>btf* sin kOf do = 
O 0 0 1 

= -,(&.» + f «§-» + §6fr2*) <D<ao 
1 1 

pro každé r < 1. 
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Z toho však plyne, že řady 

1 1 
jsou konvergentní. 

Dále však, jak se snadno nahlédne, platí 

O o 

Poněvadž řady (1) jsou konvergentní, jest %(C) typu H 2 . Podle definice jest 
tedy cp typu E2. 

Věta 6. Buď C dostatečné hladká křivka a Q její vnitřek. Bud y) holomorfní 
funkce definovaná na Q a nechť y) je typu E2. Potom funkce Re y) a I m \p jsou 
typu E. 

D ů k a z : Zřejmé. 

Věta 7. Bud yj holomorfní funkce definovaná na jednotkovém kruhu F = 
= E[£, |C| < l]anechť je y) typu H2. Potom yj jest skoro všude úhlově prodluzitelná 
na hranici y = E[£, j£| = 1]. 

D ů k a z : Viz [4], str. 82. 

Věta 8. Bud C dostatečně hladká křivka a Q její vnitřek. Bud y) holomorfní 
funkce definovaná na Q a necht \p jest typu E2. Potom \p je skoro všude úhlově 
prodluzitelná na hranici C. 

D ů k a z : Podle předpokladu jest y> typu E2. Existuje proto funkce co(í), která 
konformně zobrazuje jednotkový kruh f n a Q taková, že y)(a>(£)) jest typu H2. 
Podle předešlé věty jest ip(co(C)) skoro všude úhlově prodluzitelná na hranici. 
Poněvadž úhlové prodloužení na r zůstane úhlovým prodloužením i po kon
formním zobrazení na Í3, jest y> úhlově prodluzitelná na hranici C. 

Věta 9. Bud C dostatečně hladká křivka a Q její vnitřek. Bud yj holomorfní 
funkce definovaná na Q taková, ze Re y) jest typu E. Potom jsou funkce Re y> a 
I m y> skoro všude úhlově prodluzitelné na hranici. 

D ů k a z : Tvrzení jest důsledkem vět 5 a 8. 

Věta 10. Budy) holomorfní funkce definovaná na jednotkovém kruhu Fa nechty) 
je typu H2. Jestliže y)(elq>) jest úhlové prodloužení funkce y> na hranici kruhu (to 
existuje pro skoro všechna cp e <0, 2.TT)> (viz větu 7)), potom platí 

lim f\y)(qe^) — y)(el*)\2 dep = 0 . 
<P~+I— o 

D ů k a z : Rozviňme funkci y> v Taylorovu řadu. Bude 

v(í) -= 2*-C* • 
* = 0 • 
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2яJ 

2JT 

i - f\1p(Qé*) _ 
O 

Pro Q < 1 platí Parsevalova rovnost 

Mee^pd^fklV*-
&=0 

Protože ip je typu JEř2, platí tedy 
co 

]>K| 2 < 00 . 
A?=0 

Buď nyní O < A < 1. Dostáváme vztah 

00 

») — vKApe*)!*dy = 2 K | 2 e*( l — Afc)2. 

Přejdeme-li k limitě pro £ -> 1, plyne z Fatouovy nerovnosti 

_L /|v(eM-) - v(.te»*)|- dtp < 2 |«,p(l - A*)2 , 

O 

z čehož dále plyne naše tvrzení. 
Věta 11. Bud C dostatečně hladká křivka a Q její vnitřek. Bud ip holomorfní 

funkce definovaná na Q taková, že Re ip' e L*Q. Potom jest \p typu E2. Dále budiž 
z0€ Q. Jestliže v L*° jest ||Rey>'|| <I 1 a jestliže ip(z0) = Im ip'(z0) = O, potom 
platí j\ip\2 As <I A, kde A závisí pouze naC az0 (nikoliv na ip). 

o 
D ů k a z : Buď co(C) konformní zobrazení jednotkového kruhu I 7 na Q. Nechť 

při tom jest oo(0) = z0. Položme %(C) = ip'(w(^)). Podle předpokladu bude 
Im #(0) = 0. Poněvadž podle věty 1 má |co'(f)| kladné minimum, platí 

//(Re ip'f dQ = //(Re %f |o/|* d r ^ Dff(Re %f d F . 
a r r 

Z věty 4 dále plyne, že 
IM2 dE £ -V/|Re Xl1 dE £ -V/(»« y>'f dQ . 
r r Q 

Buď nyní «(f) holomorfní funkce na jednotkovém kruhu taková, že x(0) = 0 
a *'(£) = Zit) e»'(f)- Katí 

//|*'|- dT ^ Z>J/lzl* dT ^ -V/(Re V')2 di3 . 
r r r 

Rozviňme funkci # v Taylorovu řadu. Jest 

*'(0 = i*.:*. 
Jfc-0 

Dále platí 

U\A^r = nl^-
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z čehož plyne, že řada ]T y • je konvergentní a 
jc^ok + 1 

^ Í r ^ ^ £ , 4 / / ( R e V » T d i Q . 
&=0 * + 1 0 

Poněvadž jest 

fc=0 * + 1 
platí, že 

lim fx(Лe1*) åcp = 2n 2 K ľ 
a - 1 - 0 *-0 (* + l ) 2 * 

°o ] |2 

Poněvadž řada 2 J f v je konvergentní, jest tím spíše konvergentní řada 
jfc=0 k + 1 

0 0 I | 2 

2 ' , xa* Z toho plyne, že funkce ^ je typu Lř2. Dále pak podle věty 10 jest 
Ar=0 (k + 1) 

2TC 27C oo | j2 

f\K(el<?)\* á(p = lim /|»(Ae-*)|ž = 2n 2 '"*' 
O M O jfetb (k + l ) 2 

a tedy 
2-T: 

/|«(e i9,)|2 d^ <I D5ff(Re xp'f áQ . 
o o 

Snadno se již nahlédne naše tvrzení, uvážíme-li jen, že x(C) = y>(ct)(C)) a že podle 
větyr 1 jest |o/(í)| omezené. 

Definice 8. Buď C dostatečně hladká křivka a Q její vnitřek. Posloupnost har
monických funkcí une L*Q (n = 1, 2, ...) nazveme uzavřenou v L*Q, jestliže pro 
každé e > O a každou funkci u e L*Q existují reálné koeficienty an (n = 1, 2, ..., 
N) tak, ze platí 

N 

ff(U - 2^n^n)2 dQ<8. 
£} n » l 

Definice 9. Buď C dostatečně hladká křivka a Q její vnitřek. Posloupnost holo-
morfních funkcí ipn e L**Q (n = 1,2,...) nazveme uzavřenou v L**Q, jestliže pro 
každé s > O a každou funkci fe L**Q existují koeficienty an (n = 1, 2, ..., N) 
tak, ze platí 

N 
ff(y-~][anipn)*dQ<e. 
Q n = l 

Věta 12. Buď C dostatečně hladká křivka a Q její vnitřek* Buďtpn (n = 1, 2, ...) 
uzavřená posloupnost holomorfních funkcí v L**Q. Potom posloupnost harmonic
kých funkcí uzn = Re ipn, u2n„t = ITO ipn (n = 1,2,...) je uzavřená v L*Q. 

D ů k a z : Buď ip holomorfní funkce definovaná na Q a nechť T&eipcL**3. 
Potom podle věty 4 jest \p e L**Q. Tedy podle předpokladu pro každé e > O 
existují koeficienty an (n = 1, 2, .... N), že 
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N 

ff\f~^nWn\2dQ<e. 

Z toho však plyne, že posloupnost funkcí uk jest uzavřená. 

Poznámka. Věta 12 umožňuje nám konstruovati uzavřené posloupnosti 
v L$°, neboť v L\*° se uzavřenost verifikuje snadněji než v L%Q. Lze se na př. 
přesvědčit, že posloupnost zn jest uzavřená. Srv. také [5], kap. V., § 4, zvláště 
pak str. 429. 

3. Biharmonický problém. 

Věta 13, Bud Q jednoduše souvislá oblast a g biharmonická funkce definovaná 
na Q. Potom funkci g lze vyjádřit ve tvaru 

g = Re \ž<p + %\ 

kde cp, x jsou holomorfní funkce definované na Q. Dále platí 

dg , .dg , __ , _ 
•é + ̂ - v + w + ť 

a 
Ag = 4Re q>' . 

Při tom y' je určeno až na ryze imaginární konstantu. 

D ů k a z : Viz [6], str. 108. 

Věta 14. Bud C dostatečné hladká křivka, Q její vnitřek; nechť za e Q. Buď 
y>n (n = 1, 2, ...) posloupnost celistvých1) funkcí splňující tyto předpoklady: 

1. Posloupnost funkcí vn = Re tpn je uzavřená v L*Q. 
2. Posloupnost funkcí vn = Re ipn je orthonormalisovaná, t. j . platí 

ffvnvm AQ = i 0 
pro n = m 
pro n 4= m 

3. Necht platí Im y«(20) = 0 j?ro ^ = 1, 2, ... Bud dále g biharmonická funkce 
na Q mající tyto vlastnosti: 

4. Obě prvé derivace funkce g jsou spojité na Q. 

5. Ag*L%Q. 

Potom je-li g = Re \z<p + #],2) platí 
00 

»«1 

*) Předpoklad, že funkce y>n jsou celistvé, není podstatný. Poněvadž vsak při skutečném 
výpočtu budou pravidelně funkce %pn celistvé, vyslovujeme větu 14 v uvedeném tvaru. 

2) Označení je míněno jako ve větě 13. 
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tato rada konverguje v prostoru L**Q a tedy i bodově skoro stejnoměrně na Q. 
Při tom 

ocn = I m fF.ipndt} 

kde 

*-i+i|--+*+ř 
D ů k a z : Položme vn = Re ipn, wn = Im tpn. Podle předpokladu jest posloup

nost funkcí vn uzavřená v prostoru L*Q. Poněvadž dále jest podle vety 2 
prostor L*Q úplný, máme 

00 

Ag = u = %<xnvn , 
n=l 

kde 
ocn = ffvnu áQ . 

Q 

Poněvadž podle věty 13 jest Ag = 4Re <p', platí 
co 

4t<p' = ][ocny)n , 

kde řada podle věty 4 konverguje v prostoru L**Q
t 

Z Greenovy věty dále plyne 

*-Sfa dQ=fh» - {(•>%-•%)*• 
Q 'Q C 

kde v jest vnější normála. 
Dále pak platí 

dvn __ dwn 

dv ds 
jak se nahlédne z Cauchy-Riemannových podmínek. 

Tedy jest 

/.£*-/»£* —/*-.*• 
c c c 

Proto jest 

— /(*..?-•*)*-/(*!+-ŽK 
c c ' 

Dále platí 
| d , = g c o s ( * , -) d, + I siní , , v) d* = 2 d ž , _ | d , f 

£d,_|řd*+£*,,. 
ds č# dy & > 
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takže 

(Ь+bM.Ь+Ы*+(-.S*+ЬK 
Položme 

дx^ дy' 

Jest 

g^+g^Reíi^); | W я - | ,„=I Ю (^J 

Bude tedy 

ocn = ffvn Ag d_Q = /Re (F>M) dy + Im (Ffyw) do; = Im fFy>n át, 
i> c c 

kde 
ř = x + \y . 

Uvážíme-li tvrzení věty 2, jest naše věta úplně dokázána. 
Známe-li nyní parciální derivace na hranici O, potom podle dokázané věty 

můžeme určit s libovolnou přesností funkci 92''. Ve větě je podstatný předpo
klad existence biharmonické funkce. Postup pro určení funkce 9/ by totiž měl 
formální význam i tehdy, kdyby biharmonická funkce neexistovala. Tedy jest
liže chceme ze známých okrajových hodnot funkcí -—, —• vyjádřit funkci 9/, 

musí být zaručena existence biharmonické funkce. Pro křivku dostatečně 
hladkou ve smyslu tohoto článku jest existenční věta dokázána pomocí variač
ních principů; nelze však obecně zaručit, že parciální derivace jsou spojité na Q, 
jak předpokládá naše věta. Ukážeme však, že předpoklad spojitosti funkcí 

•—-, — na Q není podstatný a že jej lze nahradit předpokladem slabším, který 

již bude splněn. * 
Nejprve si však dokážeme pomocné věty. 

Věta 15. Bud JP jednotkový kruh. Bud reálná f spojitá funkce na F taková, ze 
obé parciální derivace jsou na JT spojité a integrovatelné s kvadrátem. Potom 

1. pro kaídí Q Z intervctlu (J, 1) ~platí 

frv* d.á D[fff «> + //[(!)V (f] *,], 
o s r 

kde jest D konstanta nezávislá nafa kde 

8 = E\z, \z\ < i] ; 
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2. existuje funkce f(eiq>), ze 

lim f(f(ee^) — /(e1*))2 d<p = O . 
Q-+1— O 

Důkaz provedeme na základě myšlenky, které užil S. L. SOBOLEV (srv. [6]) 
při důkazu jedné obecné věty. Naše tvrzení jest sice důsledkem této věty, přesto 
však budeme hlavní myšlenku reprodukovat v našem speciálním případě. 

1. Dokážeme nejprve první část našeho tvrzení. 
Buď 

S = E\z, \z\ < l] 
a položme 

v(z) - í e " ^ P r° W < * ' V(Z) - \Ó pro H ^ 1 , 

v(z1; r, 0) = v(z1 + reie) , 

f(Zl, r, 0) = f(Zl + ré&) , 
co 

y>(zl9 r,&) = — fv(zl9 Q, 0 ) Q dg 
r 

Pro zx 4= z2 bud dále 

^(Zi> H) = V>(zi> r> @) > 
kde 

z2 = z1 + rei&
 f r > 0 , 0 <: 0 < 2?* 

a předpokládejme vždy dále, že \zx\ > i. 
Snadno se nahlédne, že funkce ip(zl9 z2) při pevném zt jest různá od nuly 

pouze na oblasti QM, která je ohraničena částí kruhu |z| = i a tečnami k 8 
z bodu Zt (viz obr.). 

Definujme dále pomocnou funkci 
oo 

V(Zl, r, 0) =- f(Zl, r, 0) y>(Zl, r, 0) = — f(Zl, r, 0) . /?(-.., e , 6>) e dQ 
r 

pro 
z, + rele e r , 

Ffo, r, 0) = o 
pro 

Jв % + r e n o n * Г, 
Položíme-li r = 0, bude 

a dále 

Ғ(z, o, o) =- /&, o, ø). (Zv o, ø) = —/(2l) /г^, ç, ) Q de 
0 

7 ( ^ , 0 0 , 0 ) ^ 0 . 
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Derivujme funkci V(zlt r, 0) podle r. Dostaneme 

0 (z^r, 0) = 9- (zít r, 0) y,(Zl, r, 0) + fa, r, 0) v (zly r, 0) r (5) 

pro 
Zl + reieeT, 

% fe, r,0) = O 

pro 
zx + rei@ non € T . 

Tuto funkci nyní integrujme podle r od 0 do oo. Vzhledem k (3) a (4) bude 
platit • 

oo oo 

f(zt) J v(zl9 r, 0) r dr = J f(zl9 r, 0) rv(zl9 r, 0) dr + 
o o 

oo 

+ f^(z1,r,0)W(z1,r,0)dr. (6) 
0 

Integrujme nyní rovnici (6) v mezích od O do 2n podle (9. Dostaneme 
2n oo 2"t co 

/(%) I d<9 / tJfe, r90)rdr= I d0 l f(zl9 r, 0) £(%, r, <9) r dr + 
0 0 0 0 

2JT oo 

+fd0Jfr (Zl'r' 0) 7 ^(Zl'r'0) r dr • 
0 0 

Tuto rovnici můžeme napsat ještě ve tvaru 

f{zi)ífv{Zi) dQ*=S ít{z%) v(zz) dQzt + 

E E 
+//lí*"í')^dfi- m 

E 
F)f 

kde -£---— značí derivaci funkce / ve směru spojnice bodů ž^ v bodě z2 a 
QV»uzt 

Q(ZV Z%) =- 1^ — z2| značí vzdálenost bodů. Dále píšeme dí?^ abychom vy
jádřili, že při integraci je proměnný pouze bod z% zatím co bod zx jest pevný. 
Všechny integrály v (6') jsou míněny po C3lé rovině E9 ale ve skutečnosti jde 
ovšem pouze o integrály na £?(*-). 

Označme dále 
ffv(z2) dQZt = ffv(z2) dÚSt = x , 
E 8 
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takže potom bude 

/w = ~fSm v{z*] dQ"+ iflW; f{Zi>zú «£z> dQ°- (7) 
E E 

Odhadneme každý sčítanec zvláště. Jest 

[///(-.) »(-.) d ^ , ] 2 £ ffPM dQjfv^z,) dížZt £ CjfftzJ dQlt. 
a s s 

Abychom odhadli také druhý integrál na pravé straně (7), uvažme, že platí 

8/(ga) dfiz^r.e) df „ . df . „ • M 8/ = ' — - == -L cos 0 + -+ sin 0 . 

Máme tedy 
e/(g»> , v 1 - £ři te + \v ) cos 0 y ( g l g > ) 4-

a/(a?8 + i y a ) s i n 0 y(gi,g2) 
% e(gi, g2) * 

Jest však 

f//l~e |- ••--j- [ffí - •ýp"*-!-
á 0 ' //(s)? d e »//? d i 3 «-°-//(s)? dfi~i 

.0 .0 fl 

podobný vztah dostaneme také pro druhý sčítanec. Platí tudíž 

2я 

/[///(*,) »(г.) < Ю j i d? £ C4 / / / • d ß , 
0 Q 

při tom 

neboť je 

Rffffl-^^h^Mh-
Q Q 

fÜf^&7ia-h^fMh-
Q 

zt = Rei9 , i? < 1 , 

27t 

J cj* (Re*, *,) ^ 

0 ß 
2я 

0 .Q 

omezená funkce. 



Z toho však již snadno plyne prvá část našeho tvrzení, užijeme-li jen Cau-
ehyovy nerovnosti a uvážíme-li, že platí pro každá reálná čísla relace 

a2 + 62 

—r->-*« 
2. Dokážeme nyní druhou část. Položme 

™=Ш?-iH'đű-
Snadno se ukáže, že F(X) je spojitá funkce reálného argumentu 0 < X <I 1-

OJ 

Mimo to -F(l) = 0. Totéž platí pro — a / na s. Dále platí podle první části 
*J 

tvrzení 
2 * 

J(/(í?e»*) — f{Цé*)Y d<p^D [ff(M ~ t(Щг dÜ 

' ffm-M+k->ÏП 
o 

+ 

Vzhledem k tomu, co jsme řekli o F, jest pravá strana předešlé rovnice libo

volně malá, jen když A jest dostatečně blízké 1. Položíme-li nyní Qn = 1 > 
n 

potom funkce f(Qne
l<p) tvoří cauchyovskou posloupnost v prostoru všech funkcí 

s integrovatelným kvadrátem na intervalu 0, 2%. Poněvadž tento prostor je 
úplný, platí 

/(«?.«") -> /(«*). 

Snadno se nyní také nahlédne, že f(Qne
iq>) -> f(eiq>) pro každou posloupnost 

Qn -> 1. Tím. jest naše tvrzení úplně dokázáno. 

Definice 10. Bud C dostatečné hladká křivka a Q její vnitřek. Bud f spojitá 
funkce na Q. Budeme říkat, ze f je typu E*, jestliže existuje funkce-f(t)(te C) 
taková, ze pro každé konformní zobrazení co(C) jednotkového kruhu F na Q platí 

2 * 

lim f(f(o)(Qe^)) — f(<o(ei<P))f d<p = 0 .*) 

Funkci f(t), pro teC budeme říkat prodloužení funkce f(z), ze Q na hranici C. 

Věta 16. Bud'C dostatečné hladká křivka a Q její vnitřek. Budf reálná funkce na 
Q se spojitými druhými derivacemi taková, ze 

1) eo(ei?) jest spojité prodloužení funkce et>( £) na hranici. Lze snadno ukázat, že m(eW) € C. 



//((SHiH^FW < 00 . 

Potom jsou funkce — a~- typu E*. 

Důkaz. Buď co(C) konformní zobrazení jednotkového kruhu jTna Q. Položme 
dále 

g==zdx9 Č(£ + ty) = 0 M f + ty)) • 

Poněvadž g má na Q derivace integrovatelné s kvadrátem a poněvadž platí 
věta 1, má g spojité prvé derivace, které jsou integrovatelné s kvadrátem 
na r. Podle věty 15 tedy existuje funkce g(e1*), která jest prodloužením funkce 
g na hranici. Nechť nyní jest co^Q konformní zobrazení jednotkového kruhu r 
na sebe. Ukážeme, že platí 

2* 

lim f(g(co1(Q1é'P)) ~ ff toteme**)))" d<p = 0 . (1) 
e-*l— o 
Q-~>1 

yftgicOiiQ^V-gicoAQ^Wdy £ ]/hg(co1(Q1e^))-g(h}l(Q1e^Wd<p + 

+ ^/(i7(a)i(e^))—í7(^>i(í?*e,'))r,<i9' + ]/Ug{toi(Qi&))—g(to>i(Q**))r&p. 
(2) 

Poněvadž dále platí 

%-fM <«-#<«'),dr- "• ir-J/d <»-Š 4 " 1 - °-
nahlédne se snadno z věty 1 a 15, že prvé dvě odmocniny na pravé straně (2) 
možno učinit libovolně malé, když bude X dostatečně blízké 1. Poněvadž dále 
jest g(Xz) omezená funkce, platí 

2JT S 

lim f(g(Xtox(Qxé*)) — g (to^Q***)))* dep = 0 . 
Qt-^l- 0 
c ? , - * l -

Z toho však již plyne relace (1). Proto také platí 
2* 

lim /(čKíe*)) — g(oyt(Qxe^))f dep = 0 . 
e^i— o 

Položíme-li nyní pro t c C 
0(0 = 0(a>-*(*)), 
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kde o)-%(t) jest inversní zobrazení k o)(C), snadno ukážeme, že 

l im f (g(<D*(qex*)) — g(o)*(ei(p))f d<p = 0 
<?-*i—o 

pro každé konformní zobrazení eo*(£) jednotkového kruhu T na Q. Skutečně 
je-li o)*(Q konformní zobrazení P n a Q, bude 

g(z) = g(o)-\z)) = ff(co-1(co*(OeÍ9'))) . 

Jest však a)-1(o)*(Qeiip)) konformní zobrazení jednotkového kruhu na sebe. 

Z toho nyní již plyne tvrzení naší věty pro --- . 
C/X 

pil 

Úplně stejně lze dokázat tvrzení pro funkci — . 

Věta 17. Bud C dostatečně hladká křivka a Q její vnitřek. Budte na G definovány 
funkce h, k takové, ze 

fh2 ds < oo ; fk2 ds < oo 
c c 

kde s je délka oblouku. 

Necht dále existuje spojitá na Q funkce f se dvěma spojitými derivacemi taková, 

(prodloužení existuje, viz větu 16). Potom existuje biharmonická funkce g taková, ze 

Q 

2. prodloužení funkcí — resp. ~ je na hranici skoro všude rovno h resp. k. 

D ů k a z : Viz [6], § 14, str. 111 a další. 

P o z n á m k a . Existence funkce / při dostatečně hladkých funkcích h resp. k 
při splnění nutné Neumannovy podmínky (podmínky momentové)1) se snadno 
dokáže tím, že se tato funkce přímo sestrojí. 

l) Neumannova podmínka pro biharmonický problém jest 

fí^ + %áy =fhdx + kdv -°• 
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Věta 18, Veta 14 plati i v tom případe, ze ve 4. předpokladu se místo spojitých 
derivací na Q žádá, aby 

/M+(3M.£}> < co 
/ [_\<)xů] \&y"l \cx oy ] j 

Q 

Při tom na hranici C uvazuje se prodloužení obou parciálních derivací. 
D ů k a z : Buď co konformní zobrazení jednotkového kruhu r na Q. Buď Ok 

obraz kružnice yk = E I £, ]£| = 1— — I a Qk vnitřek Ofc. Poněvadž funkce vn je 

podle předpokladu celistvá, je tedy omezená a tudíž, poněvadž jest Ag e L%Q, 
platí 

lim ffvn Ag áQ = ffvn Ag áQ . 

Jest však 
ffvnAgdQ = ImfFyndt. 

Dále platí 

/*>„ dť = / ( g (a,(C)) - i g («,(?))) y.,Mf)) »'(f) df • 
0* y* 

Poněvadž yn jest celistvá, jest \pn(co{£)) na _Fomezená. Podle věty 1 jest omezená 

i |a>'|. Poněvadž podle věty 16 jsou funkce ~ a -~- typu U*, platí 

lim / F ^ n dč = fFxpn át. 
ib-*oo Ck C 

Z toho plyne již snadno tvrzení naší věty. 

Věta 19. Bud G dostatečně hladká křivka a Q její vnitřek. Bud \pn posloupnost 
funkcí podle věty 14. Bud g = Re [žcp + %\ biharmonická funkce splňující přeď 
poklady věty 14 neb 18. Buď dále 

F ^ ^ + i% = <P + zlP' + %' > a ^ o ) = I m ^ 0 ) = 0 . 

Nechť dále jest 
N jy 

9>; = i2«„v„; y, = 2*.-*,.; K = v*> YJM = Q\ 
w=»l n - 1 

«.=im /JV. d*, UM=_L r,-^)-y^)-«>;(j d ř. c 2m J t — z 
c 

Potom 

1. ?'*-+?' v L**°; 
2. XN _ > %' skoro stejnoměrně bodově na Q. 
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D ů k a z : Buď co(C) konformní zobrazení jednotkového kruhu Pna Q. Bud Ch 

konformní obraz kružnice yk = E I f, |£| = 1 •—-r1 a nechť Qk jest vnitřek Ck* 

Potom zřejmě platí pro z c Q] k 

x { z ) ~ ш ) T=г-Z

 dł=шJ-t. 
c* ct 

F{t) ät~ 

_ _1_ ( <p(t) 1_ f<p(t) t dt J _ (f(t)df 
2mJ t — z 2ri\ J (t — zf + 2mJ i 

Užili jsme relace 

t-
ck ck ck 

/

t <p'(t) _ f<p(ť) t dt _ f<p(t) dt 
t — z~~ + J џ — zf J 7 ^ 7 5 

c* ck ck 

kterou snadno získáme z věty o integraci per partes. 
Avšak 

i i mj_ r____ _ j _ r____ 
jfe-̂oo 2TTÍ J Č — z 2m J ť—• z ' 

neboť^a^jsoutypul?*a^ = ̂  + i ^ . &r čjT ^F a dx~r dy 

Podle předpokladu a věty 13 jest Ag = Re <p' e i*^- Proto podle věty 11 jest <p 
typu E%. Platí proto 

lim J L (AíH = A f ^ ) d f . um J - (<P^Tát __ J _ (<p(0dt. 
k^oo2m J t — z 2TIÍ J t—z 9 jc^oo 2m J (t — z)* 2TÚ J (t — z)* ' 

ck c ck c 

lim J_ ftffíE __ J_ />(*) diT 
*->oo 2LTTÍ J t —•z 2m J t — z 

ck c 
Tedy _ _ __ 

„*•/.> __ J _ fF(t)-<p(t) á J L />(*)* d* J _ fyffl dž 
* 1 ' 2 m J č — z 2m J (í—-z)2 "^ 2m J t — z ' 

c c c 
Z věty 14 (resp. 18) dále však plyne, že Re <ps = Re <p'. Proto podle věty 11 
<ps konverguje na C v průměru. Protože jest Re <ps-> Re <p' v L*Q

9 je podle 
vety 11 f(<ps — <pfds^~> 0, tedy též / l ^ — <p\ ds -> 0. Odtud plyne, že 

c c 
XN ~* X'• Tíni je dokázána naše věta, neboť prvá její část je věta 18. 

3. Závěr* 

Věty odstavce 2 a 3 vysvětlují řadu otázek spojených s postupem, jak jej 
navrhl G. A. Grinberg. 
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Při výpočtu zvolíme nejprve uzavřenou posloupnost harmonických funkcí. 
Nejlépe je volíme podle věty 12. Tento uzavřený systém orthonormalisujeme 
na př. známou Gramm-Schmidtovou methodou. Při numerickém řešení proces 
orthonormalisace různým způsobem modifikujeme, aby byl co nejméně pracný 
výpočet. Tato část výpočtu jest totiž většinou nejpracnější. Jde v podstatě 
o vhodné uspořádání řešení soustavy lineárních rovnic. 

Orthonormalisací získáme basi prostoru L%Q. Tyto prvky volíme tak, aby 
se k nim snadno určili příslušné holomorfní funkce a jejich funkce primitivní. 
Volíme-li na př. ve větě 12 posloupnost funkcí zn, splníme tím všechny uvedené 
požadavky. Při volbě těchto funkcí musíme dále dbáti na to, aby byl snadný 
numerický výpočet skalárních součinů v 1%°. Tyto součiny totiž musíme před 
orthonormalisací vypočítat. Určujeme tím prvky Grammovy matice. Je-li nyní 
dána na hranici G biharmonická funkce a její normální derivace určíme snadno 

na O i obě parciální derivace •—, -~. Budeme tím znát na C hodnoty funkce F. 

Nyní můžeme podle věty 14 resp. 18 určiti již funkci qf resp. q> pomocí neko
nečné řady. Aproximativní výsledek dostaneme, když vezmeme pouze konečný 
počet členů řady. Abychom mohli užít věty 18 musí řešení existovat. O exis
tenci se pak přesvědčíme pomocí věty 17. Podle věty 19 pak určíme aproxima
tivní funkci %' resp. %. Věta 19 podstatně zjednodušuje Grinbergův postup. Tím 
bude problém aproximativně řešen. 

Přesnost aproximace závisí na rychlosti konvergence řady Ttocny)n. Je proto 
třeba voliti funce rpn tak, aby konvergence byla pokud možno nejrychlejší. Ve 
většině případů se počítá speciální případ s určitými okrajovými podmínkami. 
Jest vhodné, abychom odhadli nějakým způsobem charakter řešení biharmo-
nického problému a uvážili jej při volbě uzavřeného systému harmonických 
funkcí. 

Biharmonický problém má důležitý význam v aplikacích, zejména pak v theo-
rii rovinné pružnosti. Při tom jest důležité znáti charakter hraničního chování 
funkcí (p a %. Věta 11 jej do jisté míry určuje. V některých případech toho lze 
dobře využíti. 

Naše úvahy se týkaly pouze oblastí jednoduše souvislých s dostatečně hlad
kou hranicí. Celkem bez velkých obtíží lze provést stejné úvahy pro oblasti 
konečné, vícenásobně souvislé, s dostatečně hladkou hranicí. V praxi jsou však 
nejdůležitější případy, kdy hranice má úhlové body. V jednom z příštích čísel 
ukáži, že postup zůstane skoro stejný i v tomto případě, i když na př. tvrzení 
věty 11 nebude správné. V některém z příštích čísel také ukáži konkrétní 
numerické řešení pro případ, že oblast jest pravoúhlý trojúhelník. 

Tento článek řešil některé theoretické otázky. Rada jich však zůstává ote
vřená. Zmíním se zde o některých, které se bezprostředně týkají otázek souvi
sících s tímto článkem. 

1. Vzniká otázka, zda lze říci něco speciálnějšího o chování funkcí q>n} %n 
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v okolí hranice a na hranici, když je na př. známo, že druhé parciální derivace 
hledané biharmonické funkce jsou spojité na _Q. 

2. Numerický postup je možný i v případě, že na př. na hranici není —9 — 

spojité. Potom však integrál ve větě 18 nemusí být konečný, a tedy uvedené 
věty nelze užít. Vzniká otázka, zda stejný formální postup nám zaručí aproxi-
mativní výsledek. 

3. Velmi důležitou otázkou jest odhad chyby. 
4. Důležitý význam pro aplikace má také studium vlivu volby systému 

harmonických funkcí na rychlost konvergence aproximativního řešení. 
Při problémech s úhlovými body vznikají další otázky. 0 nich se zmíním 

v článku pojednávajícím o některých těchto problémech. 
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Резюме. 

ЗАМЕТКА К ОДНОМУ РЕШЕНИЮ БИГАРМОНИЧЕСКОЙ 
ПРОБЛЕМЫ 

ИВО БАБУШКА (Ьч> ВаЪивка), Прага. 

(Поступило в редакцию 19. V. 1953 г.) 

Б работе содержится доказательство сходимости одного приближен
ного метода решения бигармоническсй проблемы для случая плоских об
ластей с достаточно гладкой границей, предположенного Г. А. Грин
бергом [1], [2]. Также здесь показано одно из возможных упрощений 
способа, данного Гринбергом. 
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Zusammenfassung . 

BEMERKUNG ZUR GEWISSEN LÖSUNG DES BIHARMONISCHEN 
PROBLEMS 

IVO BABUSKA, Prag. 

(Eigelangt 19. V. 1953.) 

Die Arbeit enthält einen Konvergenzbeweis einer Methode für die Lösung 
eines ebenen biharmonischen Problems, welche G. A. GRINBERG [1], [2] vorge
schlagen hat. Wir geben auch eine Vereinfachung des Grinbergschen Verfahrens. 
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