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Časopis pro pěstování matematiky, rol.. 79 (1954) 

POZNÁMKA O POUŽITÍ WEYROVY THEORIE MATIC K INTEGRACI 
SYSTÉMŮ DIFERENCIÁLNÍCH LINEÁRNÍCH ROVNIC 

S KONSTANTNÍMI KOEFICIENTY 

OTAKAR BORŮVKA, Brno. 
(Došlo dne 20. října 1953.) DT: 517.941.92 

1. K integraci systémů diferenciálních lineárních rovnic s konstantními 
koeficienty se obvykle používá klasické metody Weierstrassovy, spočívající 
na redukci matice koeficientů systému na kanonický tvar. Tento způsob umož
ňuje zejména poznání funkční struktury hledaných integrálů. Při numeric
kých výpočtech se tato metoda zpravidla kombinuje s metodou neurčitých 
koeficientů za účelem snadnějšího docílení numerické náplně příslušných 
vzorců.1) Podstatně jiná je metoda Peano-Bakerova, založená na postupných 
kvadraturách a vedoucí k vyjádření integrálů systému hodnotou exponenciální 
funkce matice koeficientů a počátečními podmínkami.2) 

Ve svých přednáškách o diferenciálních rovnicích, které jsem konal ve stud. 
roce 1948/49 na přírodovědecké fakultě M. U. v Brně, vyložil jsem integrační 
metodu založenou na Weyrově theorii matic. Tato metoda se vyznačuje tím, 
že vede k přehledným explicitním vzorcům pro integrály, vyjadřujícím algebraic
kou povahu problému. Nedávno uveřejnil M. KTJMOBOVITZ práci o integraci 
systémů diferenciálních lineárních rovnic s konstantními koeficienty, která 
je s Weyrovou theorii matic v úzké souvislosti.3) Autor odvodil explicitní 
vzorec pro obecné řešení daného systému, avšak jeho metoda je zaměřena 
jiným směrem než k využití možností daných onou theorii. Níže popsanou 
metodu lze přenésti i na řešení jiných problémů, na př. na řešení analogického 
problému o rovnicích diferenčních.4) 

x) Viz na př. F. V. Štěpánov, Kurs diferenciálních rovnic (Praha, 1950), 324 a n. 
2) Giovanni Šansone, Equazioni differenziali nel campo reále. Parte prima (Bologna, 

1941), 80 a n. 
8) Michal Kumorovitz, Une solution du systéme linéaire homogěne ďéquations diffé-

rentielles du premiér ordre á coefficients constants, Annales de la Société Polonaise de 
mathématique, T. X X I I I (1950). Viz též: Lothar Collatz, Eigenwertaufgaben mit těch-
nischen Anwendungen (Leipzig, 1949), 315 a n. 

4) Jiří Čermák, O použití Weyrovy theorie matic k řešení homogenních systémů li
neárních diferenciálních a diferenčních rovnic, Práce Moravskoslezské akademie přírod
ních, sv. XXV (1953), 337 a n. 
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2. Znamenitý Český matematik E D U A R D W E Y R uveřejnil v r. 1889 ve 
Spisech poctěných jubilejní cenou Král. české společnosti nauk v Praze práci 
nazvanou: ,,0 theorii forem bilinearných". V ní vyvinul originálním a důmysl
ným způsobem novou theorii matic, která se co do obsažnosti vyrovná proslulé 
Weierstrassově theorii elementárních dělitelů a co do jednoduchosti a prů
hlednosti ji předci. Prof. F R . STUDNIČKA ve svém posudku Weyrovy práce 
napsal: „Obsahem řadí se spis tento k nejmodernějším vymoženostem vědy 
mathematické a jest hoden vším právem plného uznání, jakéhož se mu zajisté 
dostane, až bude uveřejněn. íC Weyr uveřejnil svoji práci také německy v ná
sledujícím roce 1890 v časopise Monatshefte fur Mathematik und Physik pod 
názvem: „Zur Theorie der bilinearen Formen". Nicméně se mně zdá, že Weyrova 
práce nenalezla ve světové literatuře ono místo, které jí přináleží. Na př. v ob
sáhlé Wedderburnově knize o maticích z r. 1934 jsou sice v seznamu literatury 
obě Weyrovy práce uvedeny, avšak v textu není o jejich obsahu zmínky. 
Poznamenejme, že v poslední kapitole své práce aplikuje Weyr svoji theorii 
n a studium integrálů diferenciální lineární homogenní rovnice n-tého řádu 
v okolí singulárního bodu. 

3. Uvedu v přehledu výsledky Weyrovy theorie, pokud jsou potřebné v dal
ším výkladu. 

Budiž A libovolná čtvercová matice (1 <1) n-tého řádu v tělese komplex
ních čísel. Připomeňme, že nulitou matice A se rozumí rozdíl čísla n a hod
nosti matice A. Charakteristickou rovnici matice A se rozumí algebraická rov
nice, která vznikne anulováním determinantu \A — XE\\ přitom K značí pro
měnnou a E jednotkovou matici 7i-tého řádu. Kořeny charakteristické rovnice 
matice A se nazývají kořeny matice A. 

Budiž a libovolný kořen matice A a oc (̂ > 1) jeho násobnost. 
Uvažujme o posloupnosti matic: 

(j£?==) (A— aE)Q, (A—aEf, (A —aEf, ..., (A —aE)r, (A — aEy*1, ... 

a označme jejich nulity: 
( 0 = ) v0, vx, v%, ..., vr, vr+1,.... 

Tyto nulity z počátku rostou, až při určité mocnině (A — aE)r dosáhnou 
hodnoty oc, načež další jsou vesměs rovny oc; platí tedy vztahy: 

( 0 = ) v0 < vx <v2 < . . . < vr = vr+1 = . . . ( = oc) . 
Čísla 

at == vt, oct = ?>2 — vx. ocz = vz — v2, ...,ocr=vr — vr„t 

jsou t . zv. charakteristická Sísla matice A příslušná ke kořenu a. Vyznačují se 
zejména tím, že nerostou, takže platí nerovnosti: 

a í £= a2 2ž <*a' ÍS • • • ^ <*r • 

- Dále existuje t . zv. normální soustava vektorů příslušná ke kořenu a, která 
se skládá z ocr + & r-i + ••• + <*i = * nezávislých vektorů o n složkách. 

152 



Taková soustava je charakterisována těmito vlastnostmi: a) Její vektory jsou 
rozloženy do r skupin a systém těchto skupin a též systém vektorů v každé 
skupině jsou uspořádány, b) g-ta skupina obsahuje ar-Q+1 vektorů aQl)... 
• • •> ae,ar_ +1>

 c ) maticí A — aE se transformuje <r-tý vektor aQ(T v ,o-té skupině 
buď v 0-tý vektor aQ+1>ď v následující skupině nebo ve vektor nulový, podle 
toho, zda je g <_ r — 1 nebo Q = r (Q = 1, ..., r; a = 1,..., <%r_e+1). Normální 
soustavu vektorů příslušnou ke kořenu a můžeme tedy vyjádřit schématem: 

a l l > • ••> °l,a r > 

°21> •••> a 2,a r >
 a 2 , a r + l > •••> a2,ar_t> 

a 31> •••> a 3,a r ? °3,a r + l> •••> aZ,ar_ti
 a 3 , a r _ j + l> • • •> a 3 , a r _ s > 

(1) 
arl, •••> ar,arч

 a r , a ř + l > •••> ar,a r_j> a r , a r _ 1 + i> •••> ar,ar_tУ • • •> ar,aг 

a vzorci: 
(A — aE) aQ(r = aQ+1)(r pro 1 <_ Q <_ r — 1, a = 1, ..., ocr„Q+1 , (2) 

= 0 pro Q = r . 

Poznamenejme, že vektory tvořící g-tou skupinu, 1 <1 Q __. r, se transfor
mují maticí (A — aE)r~-Q v (nezávislé) vektory r-té skupiny a maticí 
(A—aE)r-Q+1 ve vektor nulový. Toho používáme k určení normální sou
stavy vektorů v konkrétních případech: Za vektory první skupiny zvolíme 
libovolné nezávislé vektory all9 ..., ali0Lr, které se maticí (A —aE)1"- 1 trans
formují ve vektory nezávislé a maticí (A — aE)r ve vektor nulový. Jsou-li 
již určeny vektory aQl, ..., aQfCLr_Q+í, 1 <I Q <L r— 1, obdržíme vektory aQ+ltl 

•••> a
e+i,a r_ e + 1 podle vzorců: aQ+1>(r = (A—aE)aQ(T, a = 1,..., ocr-Q+l9 a v pří

padě ocr_Q > <%r_e+1 dále tím, že za vektory a
e + i , a r _ e + 1 + i , •••, aQ+ltCLrq zvolí

me libovolné, na vektorech af3+1><rnezávislé vektory, které se maticí (A—aE)r~e~1 

transformují ve vektory nezávislé a maticí (A—aE)r~Q ve vektor nulový. 
Když ke každému kořenu matice A přiřadíme příslušnou normální soustavu 

vektorů, obdržíme celkem n (= součet násobností jednotlivých kořenů) vek
torů. Tyto vektory jsou nezávislé a tvoří t. zv. normální soustavu vektorů pří
slušnou k matici A. 

Když matice A je reálná, pak ke každému reálnému kořenu matice A existuje 
příslušná normální soustava vektorů reálných. Ke každým dvěma komplexně 
sdruženým kořenům matice A existují příslušné normální soustavy vektorů, 
které jsou komplexně sdružené; z každé soustavy obdržíme druhou tím, že 
její vektory nahradíme vektory komplexně sdruženými. 

4. Budiž dán systém n (_> l) diferenciálních lineárních rovnic s konstantními 
koeficienty: 

yt = a11y1 + ... + alnyn , 
•; (») 

y'n = O n . i y i + ••• + ®nnyn> 
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Ve vektorovém označeni jej můžeme vyjádřit vzorcem: 

Y' =AY , (a) 
v němž A znaěí matici (aik). Nezávisle proměnná budiž x. 

Budil a oc-násobný kořen meftice A s charakteristickými čísly ocx 2> oc2 _^ ... 
... 2> ocr, a necht vektory (1) tvoři k němu přislušnou normální soustavu vektorů. 
Pak vektory y^ (q = 1,..., r; a = 1,..., ocr„Q+1), v poctu oc, definované vzorcem: 

Ye« = e«* . laQ(r + f. aQ+h(r + ... + j~^)T arA , (3) 

jsou nezávislé a každý z nich jest integrálem systému (a). 
Vskutku, každý minor #-tého řádu matice (typu njoc) 

(Yrlf • • •> Ylll Yr2> • • •> Yl2> • • •> ŷ ô ) ' 
v libovolném čísle x, se rovná, jak je patrno, součinu čísla exp ocax a stejno
lehlého minoru matice 

(arl, ..., o1 1; o, r2,..., o1 2; ..., <frai) . 

Z toho soudíme, že vektory yco. jsou nezávislé. 
Dále platí rovnice, pro 1 ^ £ ^ r, <r = 1,. . . , <%f_e+1: 

* — < ř X* r~Q xk~x 

při ěemž v případě q = r značí druhý výraz na pravé straně vektor nulový. 
Odtud plynou s ohledem na vzorce (2) vztahy: 

r—Q qjc r—e + 1 xk—1 

Ýt„ = a . e<>* ̂  XT "»+*,* + e«* £ /jfc _ ni í-4 —o i ?K+--i .» = 
Jb==-0 * &-=-l V / • 

Z nich vidíme, že vektor ye<r jest integrálem systému (a). 

Necht a,b,..., / znaěí jednotlivé kořeny matice A a #, /S,..., q> jejich násob
nosti. Když ke každému kořenu přiřadíme podle vzorců (3) soustavu integrálů 
systému (a), obdržíme celkem oc + fí + ... + q? =n integrálů systému (a). 
Tyto integrály jsou nezávislé, neboť determinant jejich matice v libovolném 
6Me x se rovná, jak je patrno, součinu čísla exp (oca + fíb + ... + <pf)% a de
terminantu normální soustavy vektorů příslušné k matici A, takže je různý 
od nuly. Tím jest určen fundamentální systém integrálů systému (a). 

Všimněme si zejméria případu, kdy matice A a rovněž nezávisle proměnná 
x jsou reálné. Pak ke každému reálnému kořenu matice A existuje příslušná 
normální soustava vektorů reálných a k němu podle vzorců (3) přiřazené in
tegrály systému (a) jsou rovněž reálné. Ke dvěma komplexně sdruženým ko
řenům a = at + iaE, a = at — ia2 matice A existují příslušné normální sou-
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stavy vektorů aQ(r = aQ<rl + iaQ(r2, aQ<F = aQ(rl —iaQ<r2 komplexně sdružených 
a k nim podle vzorců (3) přiřazené integrály y0<r, yQ<r systému (a) jsou komplexně 
sdružené. Vektory ym = (yQ<r + yQ(r): 2, yQ(r2 = (yQ(r — yQ<T): 2i, vyjádřené 
vzorci: 

r-Q xk 

Xccrl = V™ 2 M ( C 0 S a& °Q + *><n •— S Í n aZX QQ^t^) , 

r—a xJc 
Ygcn = ®aiX y TT (sin a%x aQ+k)(rl + cos a2x aQ+k)tJ2) , (4) 

jsou reálné, nezávislé a jsou ovšem integrály systému (a). Vidíme, že když 
matice A je reálná, existuje fundamentální systém integrálů systému (a), 
které jsou tvaru (3) nebo vždy po dvou tvaru (4). Poznamenejme, že vzorce 
(3) a (4) vyjadřují integrály systému (a) ovšem i pro komplexní hodnoty pro
měnné x. 
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