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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY 
Vydává Matematický ústav ČSAV 

SVAZEK 79 * PRAHA, 30. XII. 1 9 5 4 * ČÍSLO 4 

ČLÁNKY 

GEOMETRIE SIMPLEXU V En 

(první část) 

MIROSLAV F I E D L E R , Praha. 

(Došlo dne 25. listopadu 1953.) OT 513.821.2 

V této první části práce, která užívá barycentrických souřadnic ke 
studiu simplexů v En, jsou jednak studovány geometrické vlastností 
simplexů (jejich existence a unícita aŽ na shodnost pří daných veli
kostech hran nebo vnitřních úhlů), jednak jsou uvedeny vzorce v bary
centrických souřadnicích, kterých bude třeba v dalších částech. Mimo to 
jsou uvedeny věty o niininiálním poctu ostrých vnitřních úhlů, jejích 
rozložení v simplexů, a definuje se pojem pravoúhlého simplexů. 

1. Úvod. Eukleidovským ^-rozměrným prostorem En9 kde n je přirozené 
číslo, rozumíme metrický prostor, isometrický s prostorem JS* všech uspořá
daných w-tie reálných čísel (prvkům prostoru říkáme body a značíme je velkými 
latinskými písmeny) tvaru A == (al9 a2, ..., an), se vzdáleností definovanou 
vztahem 

Q(A, B) .= M - axf + (b2 - a,f + ... + (bn - anf . ' (1,1) 

Budeme dále užívat pojmů přímka, nadrovina, m-rozměrný lineární pod-
prostor, úhel, koule a j . , zaváděných v učebnicích geometrie (na př. E.ČECH, 
Základy analytické geometrie, zkráceně AG). 

Simplexem v En rozumíme útvar složený z n + 1 Hnfeárně nezávislých bodů 
v En (t. j . bodů, které neleží v nadrovině), kterým říkáme vrcholy simplexů,* 
a pro n > 1 ze všech m-rozměrných lineárních prostorů, 0 < m <1 n— 1, 
spojujících vždy m + l z těchto bodů; těmto Hneárním prostorům říkáme pro 
m = 1 hrany simplexů, pro m = n — 1 (&n> 2) stěny simplexů. » 

2. Barycentrické souřadnice; vyjádření vzdálenosti v těchto souřadnicích. 
Shodnost simplexů. Nechť v En je dáno n + 1 lineárně nezávislých bodů 
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Ot, O2, ..., On+1, jejichž vzájemné vzdálenosti označme ]/eť/, t . j . pro i, j = \y 

..., n + 1 platí 
e w = [Q(OÍ9 O,)? . (2,1) 

Nechť v pevně zvoleném E*, isometrickém s En, mají body Of, odpovídá -
* i i i 

jící bodům Oi, t var Of = (ax, a2, . . . , an) pro ť = 1, 2, . . . n + 1, takže . 

Vzhledem k lineární nezávislosti bodů Ot platí, že matice 

1 1 i 
ai9 a2, . . ., a n , 1 
2 2 2 
a x, a2, .••, a n , l 

(2,2) 

л + 1 л + 1 л + 1 

aL, a2, . . . , a r t, 1 

je regulární. Definujme an+l = 1 pro i = 1, 2 . . . , n + 1, takže lze psát 

J. = ||tf*||- ť, & = 1, .., n + 1. Označme ještě o, doplněk prvku a, v matici ^4. 
Potom platí 

(2,3) 

(2,4) 

n + 1. . n + 1 . 

; « 1 / - I 

kde \A\ je determinant matice A, takže 

M| * 0, 

{0 Tjro i ~\~ k 
1 • i je Kroneckerovo delta, kterého budeme často užívat. 

1 pro % = k * 
Nyní budiž X bod v En, X* = (Xl9 X2, ..., Xn) odpovídající mu bod v £* . 

Bodu X přiřadíme bod (xx,x2, .... # n + 1 ) projektivního prostoru Pn vztahem 
( i = 1,2, . . . , n + 1) 

XІ ~ * i ^ i + л 2 X 2 + . . . + a Д n + л n + 1 . (2,5) 

Soustava x1,x2,,..,xn+1 skutečně není pro žádný bod X z En nulová (t. j . 
není xx = xt = . . . = xn+1 = 0), neboť podle (2,3) je (položíme-li Xnn = 1) 

n ± x
 ť » + l . 

2 ^ = 2 a n + ^ = 2 » « + i « A = Ml2^,n+ 1^ = ^ + i M í - Ml * o, 
t a a : - * t, j fc=i ,% 

л + l 

2 *. * ° i = l 

Obdobně se snadno zjistí, že pro k = 1, ..., n je 

я+i , 
2 w = 1-41. xfc. 

(2,6) 

(2,7) 

293 



Poněvadž ]>#t = Ml> plyn© ~ (2,6) a (2,7), že naopak každému bodu (xx, 
i 

#2> . • •> ^n+i) z -^ní P ^ který platí (2,6), lze přiřadit bod Z * = (Xx, ..., Xn) pro
storu i?*, a tedy i bod X prostoru En, vztahem (k = 1, ..., n) 

n + l . 

2 «*&*-
X , = i = l 

* n + l 

ѓ = l 

(2,8) 

J e tedy (2,5) a (2,8) jednojednoznaéné přiřazení En (a tedy i En) a Pn — N> 
n + l 

označíme-li N množinu těeh bodů (xx,x2, ..., xn + 1) z Pn, pro něž je 2 %i = 0. 
ť=»i 

V tomto přiřazení odpovídají bodům 0{ z En body (da, di2, ..., di>n+1)~Pn — N, 
lineárním prostorům v En lineární prostory v Pn — N. 

Než odvodíme další vlastnosti tohoto přiřazení, dokážeme tuto větu: 

Věta 1. NechtX resp. 7 jsou body v Ena nechtjim uvedeným přiřazením odpo
vídají body (xx, x2, ..., xn + 1) resp. (yx, y2, ..., yn+1) v Pn~N. Potom platí, Se 

. čtverec vzdálenosti bodů X a 7 je roven 

(exx) (exy) (eyy) 

čili 

[Q(X,Y)Y=-

[Q(X, Y)Y = 

2(Sx,.)2 -xtVyt 2(Lyt)'' 

1 
2(-Ľx(ПXУi)* 

0, ~г„ ЪУi 

Ћx(, (exx), (exy) 
Ъyt, (eyx), (eyy) 

(2,9) 

(2,9') 

+ l 

(exy) = ^ eiixiVi Q&p. a eu = eH jsou dány vztahy (2,1). 
i, 7 = 1 

D ů k a z . Jsou-li X* = ( I - , X%, ..., Xn) resp. 7 * = (Y1} 7 2 , ..., Yn) body v En 

odpovídající bodům X resp. 7 , platí podle (2,8) a (2,2) postupně 

» n+ifeakXi Hakyt' 
[Q(X, F)]» = [e(X*, 7*)? = 2 (X, - Yh\* = 2 -V i v ~ 

* = i ic~\\ 2±Xi Hyi 
\ i i 

(Ľx,)ш(ЪУiГ *• І 
i 

ӣ ZЦfl&i • ZУm - IPkУm • Z * . ) 2 •= 
m m 

, i m j l i - ^ i m i i 

aiSči-W \AJ(at - a*)(a* ~ a*] ***** = 
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1 Г ÏC* z 1 m 

^ 9/T» \1/T«, ï l ' [ " " 2 ( ^ - % ) 2 a ; Л W ^ 2 («* - % ) 2 ?&iУlУm + 
2(;ьaíí)*(2iÿf-г U*Лm І,Ї,*ЛW t 4 

+ 2 (#* - «*)2 xixiУlУm — ]£(<**— ^*)2 xixiУlУmì = 
i,j,]Џ,m i,j,kџl,m 

í— (вyy)(Sa?<)2 + 2(ea?ÿ)Sa?ť Sy, — (eж#)(S#t;
2] 

2(S*,)2(2^.)*' 

Tím je dokázán vztah (2,9) i (2,9'). 

Již jsme ukázali, že bodu Ox v 2?n odpovídá bod (1, 0, .... 0) v P n — N, 
bodu O2 bod (0, 1,0, ..., 0) atd., a to nezávisle na tom, pomocí kterého E* 
provádíme přiřazení (2,5) a (2,8). Tento výsledek zobecníme v této vétě: 

Věta 2. Popsané přiřazení bode v Enav Pn — N nezávisí na volbě E*. 

. Důkaz. Nejprve dokážeme, že platí tato pomocná věta: 

Bod v En je jednoznačně určen vzdálenostmi od bodů O0 i = 1, 2,..,, n + 1. 
Nechť totiž jsou P a Q dva body v En takové, že pro h = 1, 2, ..., n + 1 

platí Q(P} Ok) = Q(Q, Ok). Bodu P resp. # nechť odpovídají v Pn- N 
(prostřednictvím #*) body (pl9..., p n + 1 ) resp. (ql9 ..., # n + 1 ) , takže podle (2,9) 

*e*P< (em}) 
platí [ 6 ( P f O f c ) ] i « J _ - ^ ^ L , a obdobně pro Q. Z e (P, O,) = 

i % 

Q(Q> Ok) plyne pro fc == 1, 2, ..., rc + 1 

fikPi (epp) . T 4 ' ^ , ««) 
S P i 2(2pť)* S 7 ť 2(S ř ť) 
ť i I i 

Násobíme-li &-tou rovnici ~- a sečteme-li, dostaneme 
Si* 
i 

(epp) (epg) (eqq) 
2(S^) 2 ' E f t S g , 2(Sg, 

; » i i i 

t. j . pocite (2,9) Q(P9 Q) =±= 0, takže oba body P a Q splývají. 
Nyní snadno dokážeme větu 2. Nechť E* a ~Ě* jsou prostory uspořádaných 

tt-tie a nechť bodu X z En je pomocí $* přiřazen bod (xt,..., a?n+ x) z P w JV, 
pomocí E* bod fo, ..., i n + 1 J v prostoru Pn — N. Bodu v P n -— N o souřadni
cích (x1} ..., xn+1) (je totiž Sa?< 4= 0) odpovídá v En (pomocí E*) bod X. Z (2,9) 
však ihned plyne, že Q(X, Ok) == e(X, 0fc) pro fc_-=l, 2,..., n + i, jestliže 
Q(X3 Ok) počítáme pomocí souřadnic v Pn — N, Q(X, Ok) pomocí souřadnic 
v P n — N. Odtud vyplývá, že body X a X jsou totožné, t. j . také body.(a?!, ..., 
xn+1)B, (x1} ..., xn+t) v Pn—~N resp. vPn — N mají (až příp. na faktor) tytéž 
souřadnice, které tedy nezávisí na volbě E*. 
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Tím jsme přiřadili každé soustavě n + 1 lineárně nezávislých bodů v En 

určitou význačnou soustavu souřadnic. Tyto souřadnice se nazývají bary-
centrické souřadnice vzhledem k simplexů, určenému těmito body. 

Definujme nyní, že simplex s vrcholy 0l9 O2, ..., 0n+1 (v tomto pořadí) 
v prostoru En je shodný se simplexem 0'l9 0'29\.., 0'n+1 (v tomto pořadí) v pro
storu E'n9 existuje-li isometrické jednojednoznačné přiřazení bodů v En a E'n 

tak, že bodům 0{ odpovídají body 0{ pro i = 1, 2, . <., n + 1. Prostory En a E'n 

mohou ovšem splývat; protože jsou isometrické, lze to dokonce předpokládat. 
Potom je zřejmé, že shodnost dvou simplexů v En je relace ekvivalence, takže 
množina všech simplexů v En se rozpadá ve třídy navzájem shodných sim
plexů. 

Platí věta: 
Věta 3. Simplexy s vrcholy Ol9 02, ..., On+1 resp. 0'l9 0'29 ..., On+1 v En jsou 

shodné praví tehdy9 platí-li Q(OÍ9 OJ) = Q(0'{9 O]) pro i, j = 1, 2, ..., n + 1, 
t. j . 9 jsou-li velikosti odpovídajících si hran*) stejné. 

Důkaz. Zaveďme jako .v (2,1) čísla ei5 resp. e'{i. 
i Jsou-li simplexy shodné, platí zřejmě Q(OÍ9 OJ) = Q(0'{9 0'$)9 t. j . e{j = e'{i pro 

i, j = 1,2, ..., n + 1. 
Nechť obráceně platí, že ea = e{j pro i, j = 1, 2, ..., n + 1. Přiřaďme každé

mu bodu X z En bod X' v En tímto předpisem: odpovídá-li bodu X bod z P n — 
— No barycentrických souřadnicích (xl9 ..., xn+1) vzhledem k prvnímu sim
plexů, pak bod X' nechť je ten bod z En9 jehož barycentrickě souřadnice vzhle
dem k druhému simplexů jsou opět (xl9 ..., xn+1). Snadno se zjistí, že toto při
řazení je vzájemně jednoznačné, a že bodům 0{ odpovídají body 0'{. Z (2,9) pak 
plyne, že přiřazení zachovává vzdálenost, t. j . , že je isometrické. Oba simplexy 
jsou tedy shodné. 

Tím jsme dokázali, že čísly e{j (e{{ = 0, e{j = eH) je určen (až na simplexy 
shodné) nejvýše jeden simplex. V další větě uvedeme nutnou a postačující 
podmínku pro existenci takového simplexů, která nám bude velmi užitečná. 

Věta 4. Budiž dána soustava reálných čísel ei}, i,j= 1, 2,..., n + 1, tak, ze 
e„ = 0, eiS = eH. (2,10) 

Nutná a postačující podmínka, aby existoval alespoň jeden simplex v En 

s vrcholy Ol9 029 ..., On+1 tak9 ze pro i9 j = 1, 2,..., n + 1 

eu = [Q(Oi9 0;)f , (2,11) 
n+l 

je9 aby kvadratická forma (exx) -= T e^Xj mMa tuto vlastnost: 
" - ' ' n+l 
i je4i 2 $i = 0 pro nenulovou soustavu reálných čísel xi9 potom je (exx) < 0. 

*) Velikosti hrany simplexů, spojujícíjehovrcholy0t iaO^proi 4. /, rozumíme vzdále
nost bodů 0{ a Oj. 
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Důkaz. Nechť předně v En existuje simplex s vrcholy 0l3 0%, ..., O n + 1 tak, 
že platí (2,11) a nechť pro nenulovou soustavu reálných čísel rt, r2, ..., r n + 1 je 
»4-l 
V r€ -= 0. Zvolme v En hbovolný pevný bod P, jehož barycentrické souřadnice 

< - i 
vzhledem k danému simplexu necht jsou (plf ..., j>n+1), takže 2p t 4= 0. Bod Q, 
jehož barycentrické souřadnice jsou q{ = p{ + r{ pro i = 1, 2, ..., n + 1, 
existuje (je Sgť = Sp t 4= 0) a je různý od P (kdyby q{ = qpt, pak rt = 
= (Q — 1) pi, z Erť == 0 by plynulo Q = 1, rť = 0 pro ť == 1, 2, ..., n + 1, 
oož je spor). Vzdálenost g(P, Q) je tedy kladná a podle (2,9) platí 

0 <[Q(P, Q)f =. — 1 ^ [ - (epp) + 2(epp) + 2(epr) -
i 

— (epp) — 2(epr) — (err)] = •— 
2(2p,)« ' 

takže vskutku (err) < 0. Uvedená podmínka je tedy nutná. 
Nechť obráceně pro kvadratickou formu (exx) platí (2,10) a podmínka věty. 

Snadno se přesvěděíme, že tato podmínka je ekvivalentní s podmínkou: je-li 
(xu x2, ..., xn) nenulová soustava, pak platí 

n n n 

2* X* ZH ei> n + lxi i 2< eiixixi > 0 • 
i-=i i = i i,;-=-l 

Podle známé věty z algebry*) existuje k matici M = ||£(e.-,n+1 + e,.n+1 — 
— ěiS)\\ této positivně definitní kvadratické formy regulární čtvercová matice 
s reálnými prvky A = ||ať í | |, i, j = 1,2,..., n, tak, že M = A . A', kde A' je 
matice transponovaná k matici A, t. j . platí 

n 

i(«Wi + e,,n+1 — e„) = 2 a^ife • (2>12) 
* = i 

Budiž nyní E* prostor n-tie z odst. 1, isometrický s daným En. Označme pro 
i = 1 , 2 , ..., n O? body (aiX, ai2, ..., ain), O*+1 bod (0, 0, ..., 0). Je pak 

k(°i> 0*+ 1)] 2 = f <4 ""= e«.*+i P ° d l e (2>12> P r o < < » + ! ; P r o » ' , / < » + 1 
*-«l 

je dále 

[Q(of, o*)j =-= 2 («.- - «.-)• = 2 < - 2 i a<*a« + 2 «* = 
* = l j fe- i * = l fc = l 

= = : e/,n + l 2 • f (et,n + l + fy,n + l eW + ei,n + l = % • 

Tudíž pro body O* v Em odpovídající bodům Of v En, platí (2,11), a přitom 
body Of, a tedy i O*, jsou lineárně nezávislé, jak plyne odtud, že determinant 
|a#| 4= 0. Je proto podmínka věty 4 také postačující. 

*) Na příklad Gelfand: Lineární algebra, Praha 1953, str. 201. 
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Vrátíme se teď ke studiu pevného simplexu v l n s vrcholy 0t, O2,..., 0„ 41-
Opět definujme pro i , ; = 1, 2, ..., n + 1 čísla eu vztahy (2,1), dále definujme 

0 , e0< = e,0 = 1 (2,13) 

pro i = - l , 2 , . . . , n + l a umluvme se, že indexy i, /, k, l označují sčítání resp. 
jiné operace mezi indexy 1, 2, ..., n + 1, indexy r, s, t mezi indexy 0, 1, 2, ..., 
n + 1. Tak nía př. matici (kde ovšem e t i = 0 a e t i = eíť) 

0, 1, 1, 1 
1> e l l > Є12> •••> 

e l , n + l 

1> Є 21> e 2 2 > *••' 
Є 2 , n + 1 

1> e n^l , ' l > Є П 4 1,2> ' * •> 
e n + l,n 1-1 

0, 1 

1, e ť í 

nebo /г = ||e„|!. budeme psát stručně ju, 

Věta 5. Matice ^ = |lerJ| i matice ~jl = ||el?j| ?8o^ regulární. 

Důkaz. Kdyby totiž |e r s | = 0, pak by existovalo n + 2 čísel p0, p x , . . . , pn+1 

ne vesměs rovných nule tak, že ^j>{ = 0 (z prvého řádku) a že p0 + ^eikpk = 0 

pro i = l , 2 , . . . , n + l . Násobením posledních rovnic vždy £>t a sečtením plyne 
^e^p^ = 0, takže podle věty 4 je px = p 2 = ... = pn, 1 = 0, a tedy i p0 = 0, 

což je spor. 
Kdyby pak \ea\ = 0, existovalo by n + 1 čísel i?!, 2>2,..., pn + 1 ne vesměs nulo

vých tak, že 2 e * # i == 0 pro i = 1, 2, ..., n + 1. Je ̂ p( + 0 (neboť (epp) = 0) 
3 i 

podle věty 4, takže existuje bod P v En tak, že jeho barycentrické souřadnice 
jsou (PÍ). Avšak z (2,9) se snadno zjistí, že pak P splyne se všemi Oř (že totiž 
Q(P, O Í) = 0) pro i = 1, 2, ..., n + 1, což je spor, neboť w ^ l a body O, jsou 
navzájem různé. 

Označme nyní dopMky prvků e r s v matici /u = |jers|j (t. j . determinanty 
(n + l)-ho stupně) znaky gr8, takže na př. g00 = \eu\, dále determinant matice p 
znakem A, takže podle věty 5 je 

Platí tedy 

podrobněji 

A = |e r s | + 0 , g00 ф 0 , 

Øoo + 2 e ^ o г = 0 , 

i 

ØOfc + 2 Є * ^ = àðjk , 

(2,14) 

(2,15) 

(2,15a) 

(2Д5b) 
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v ^ o ť = J . (2,15c) 

2 t 7 ť * = 0 . (2,15d) 

Význ&m čísel grů objasníme později. Závěrem tohoto odstavce dokážeme 
jeStě tuto pomocnou větu: 

Pro libovolnou (n + l)4ici reálných Ušel xl9 xz,..., xn+1 plati 

(exx)£ -^(^Xi)*, (2,16) 

a přitom rovnost nastane právě tehdy 9 je4i x{ = Qgoi pro $ = = 1 , . . . , » + 1 . 
Důkaz. Že pro x{ = qgm platí (2,16) se znamením rovnosti, plyne z (2,15a) 

a (2,15o). 
Necht tedy (xl9 x2i ...,xn+1) je taková soustava, že xt = Qg0i neplatí současně 

pro žádné g; potom čísla yk = gok ^x{ — Axk nejsou vesměs rovna nule, dále 
i 

2^* ^ ®> takže podle věty 4 je (eyy) < 0: 
i 

& ) 2 2 % ^ ^ — 2-^ 2** 26«flW*V + A\exx) = A*(exx) + 0W-(2^) 2 < 0 > 
* hí i hi i 

a odtud 

(exxX-if^f. 
Tím je pomocná věta dokázána. 

3. Vyjádření úhlu. Eukleidovský prostor En se doplňuje v geometrii v pro
stor En, složený jednak ze všech bodů En9 které se pak nazývají vlastní body 
a mezi nimiž existuje pojem vzdálenosti ve shodě se vzdáleností v En9 jednak ze 
v|ech směrů En9 přiřazených třídám nenulových a navzájem rovnoběžných 
vektorů (nebo, což je totéž, třídám rovnoběžných přímek). Těmto směrům se 
pak říká nevlastní body En. Mezi dvěma nevlastními body (čili směry) nebo 
ní̂ ezi bodem vlastním a nevlastním není pojem vzdálenosti definován, avšak 
mezi dvěma nevlastními body čili směry je definován pojem úhlu. Dále se 
zavádí pojem orientovaného směru, který odpovídá třídám nenulových a sou
hlasně rovnoběžných vektorů v En (nebo třídám souhlasně rovnoběžných polo-
přímek). 

! Lze bez obtíží ukázat, že konstrukce doplnění En v En odpovídá pro bary-
eentrieké souřadnice doplnění Pn — N v Pn, t. j . , že směrům v En odpovídají 
jednojednoznaěně takové homogenní nenulové (n + l)-tice (xl9 xZ9..., xn+1)9 
{ " * »4*1 

pro něž je 2 ®i ̂  0> tedy body N. V Pn jsou tedy jednak body vlastní, které 
..- • < a s l 

neleží v N9 jednak body nevlastní, které leží v N. N je nadrovina prostoru Pn 

304 



a nazývá se nevlastnil nadrovina, zatím co každá jmi ^drovina se nazývá 
vlastní. Dále orientovaným směrům odpovídají kladně homogenní ^nulové 

n+l 
(n + l)-tice (xl9 x2,..., xn+1), pro něž je 2 xi = 0> považujeme-li totiž za totožné 

*-=i 
nenulové (n + l)-tice (xl9..., xn+1) a (yl9..., yn+1) (Ss, = E ^ = 0), jestliže 
existuje Q > 0 tak, že pro i = 1, ..., n + 1 je #* = qy^ Body (o?!,..., xn+1), 
n+l 
2 #* = 0 a (— xly..., — aĵ +j) pak odpovídají opaěnýjn směrům. 

t = i 

Jsou-H v barycentrických souřadnicích A = (al9 ..., an+i)> -8 = (&i> •••> 
^n+i) dva různé vlastní body, pak body (uzavřené) úšeěky AB mají (až na ne
nulový faktor) tvar X = (xl9..., xn+1) 

. 2a< \5>. 2«./ 
« i i 

kde 0 <1 X <1 1. Body polopřímky AB (s počátkem ^á) mají tvar (3,1), kde 
n + l 

X ̂ > 0, t. j . tvar (až na nenulový faktor) #* = =—- + Xpk, kde X I> 0 a 2 VÍ = 
2aai i = i 

= 0 (a ne všechna pi jsou rovna nule). Bod (pl9 ..., 2?n+i) tedy je nevlastní, je 
to (orientovaný) směr polopřímky AB. 

Úhlem dvou orientovaných směrů P = (pv ..., pn+1), Q = (qv ..., gv+i), 
^^j = J í * ^ 0 J e P a ^ ^hel V> 0 ̂  ^ ž^ ^ P r o který je 

^V^,—Zl6^=^ (3,2) 

(pravá strana (3,2) je skutečně v absolutní hodnotě nejvýše rovna jedné: kdyby 
totiž (epqf > (epp)(eqq), pak body P, Q jsou různé, takže pro bod B = 
= (ri, • • ., r n + 1 ) , rk = (epg) pfc — (epp) qk) je ]>V. = 0, t. j . (err) < 0 podle věty 4; 

i 

avšak je (err) = (epp)[(epp)(eqq) — (epqf] > 0, neboí (epp) < 0 a (epp) . 
• (eqq) — iePqf < 0 podle předpokladu, což je spor). 

Úhel (p neorientovaných směrů P, Q je pak dán vztahy 

C O S 2 9 _ (*y • 0 < < ̂  ( 3 3 ) 
(epp)(eqq) - ^ — ¥ 

Odtud plyne, že směry P = (px, ...., p w + 1 ) a Q = (qly ..., qn+1), ]£p« = ^qt = 
i i 

= 0, jsou kolmé právě tehdy, je-M (epq) = 0, Lze dále ukázat, že směr P, 
»+i 

kolmý k dané vlastní ňadro vině oc o rovnici ^ a^ = 0 (který existuje a je je-
i = l 

diny) má barycentrické souřadnice 
n + l 

Pi — ŽtoPi' (>>*) 
y-i 
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(podle (2,15d) je skutečně 2^* = 0)*)* Je~** obráceně P = (pti ..., p« + 1 ) , 
i 

2J?Í = 0 daný směr, pak nadrovina <x je kolmá ke směru P právě tehdy, exis-

tuje-li reálné číslo A tak, že <x je (až na nenulový faktor) tvaru . 

' (epx) + A 2*i: = 0 (3,5) 
i 

(přitom všechny nadroviny tvaru (3,5) existují a jsou vlastní, neboť pro bod P 
je (epp) + A 2ř< = (W) * °)« 

Poněvadž úhel <p dvou vlastních ňadro vin a = 2^^* = 0 a /J ==E 2 ^ * ^ ° 
t i 

lze definovat jako úhel k nim kolmých směrů, je po snadném výpočtu 

^*=wm> °-̂ **' (3'6) 

kde je psáno stručně (gafí) = 2 ^ * A' a t p . 
ij 

To plyne ihned ze (3,3) a ze vztahu 

(epq) = á(gafi) , . (3,7) 
kde 

n + l « + l 
Pk = ^9ik*i, <lk = Ž9%*Pi 

t = i ť-=i 

n + l * + l n + 1 

(je (epj) == 2 eki9aSn^Si = — 2 eoi9n9oi*iP3 + A 2 dn9n*iPi = ^(gap)); 
k,l,i,j = 1 M*,ř = 1 i,;*,/, * 1 

přitom nejsou všechna pfc rovna nule, neboť podle vět o minorech adjungova-
w+i 

ného determinantu má matice \\gH\\ hodnost právě n, t. j . soustava 2 9ikxk = 0, 
* = i 

i = 1, ..., n + l*má (až na faktor) jediné řešení xk = 1, k = 1, ..., n + 1. 

Z (3,7) dále plyne: definujeme-li 
y = = — signzl, (3,8) 

n + l 
potom pro každou vlastní nadrovinu a == 2 a^ť = 0 je 

í = i 

y(g<*c*) > o . (3,9) 

Je-li totiž směr P = (p x , . . . , pn+i) dán vztahem (3,4), potom je podle věty 4 
(epp) < 0, takže vzhledem k (2,14), (3,7) a (3,8) platí (3,9). 

*) Můžeme ted najít význam čísel g^. Protože bod P je podle (3,4) polárně sdružen 
s nadrovinou a (lépe se všemi směry v a, neboť P je sdružen i s nadrovinou HOLJXÍ + 
+ A HXÍ as- 0, která obsahuje tytéž směry jako a) vzhledem ke kvadrice v nadrovinných 
souřadnicích P ss Sgr^f & = 0, je kolmost konjugovaností dle F, t . j . F je absolutní kvad
rikou prostoru En ( Á G I I , str. 160). , 
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Zavedeme-li ješté pojem úhlu q> dvou vlastních nadrovin oc == T * ^ ^ »̂ 
i 

j8 = ^ Í ^ Í = 0 vzhledem k vlastnímu bodu C = (cl9 c2, ..., cn t j), který neleží 

na žádné z nich, jako úhel výplňkový (úhly cp a y> jsou výplňkové, je-li <p + 
+ yj == TI) k úhlu orientovaných kolmic z bodu C k ňadro vinám a a $; oriento
vaná kolmice z bodu k nadrovině je polopřímka s počátkem v tomto bodě, 
kolmá k dané nadrovině a protínající tuto nadrovinu. Snadno se zjistí, že směr 
orientované kolmice z C k <x je (až na kladný faktor) 

Pk = « 2^fc*i > 
i 

kde e = — sign (y 2<x<c« - ]>cť). 

Najdeme-li obdobně směr orientované kolmice z (7 k /?, dostaneme ze (3,2), 
(3,7) a (3,8), že úhel /? je dán vztahem 

COS (f •= 
v(я*ß) 

kde 17 

У{gя*){gßß) 

sign (y ^ c , • Ißfit)-

0 < i>- 99 ^ тe. (3,10) 

Budeme ještě potřebovat, jak se vyjádří v barycentrických souřadnicích 
(pro n > 2) (n — 1)-dimensionální obsah stěny simplexu. To však vyplyne 
jako speciální případ tohoto vztahu, který lze bez obtíží dokázat ze známých 
vzorců z analytické geometrie v En*): 

1 2 m + l <x 

Jsou-li P, P, . . ., P vlastní body o barycentrických souřadnicích P = 
a <x <x 

= (Pi> Pz> • • •> Pn+i), a =-= 1, ..., m + 1, které jsou lineárně nezávislé, potom 
m-dimensionální obsah simplexu (v Em, obsahujícím t y t o body), který je má 

1 2 m + l 
za vrcholy, je roven nezápornému Q(P, P, ..., P), jehož čtverec je 

1 2 

ІQ(P, P, 
m + 1 

,P)f 
1 

1 2 m + l 

Є[p,p, ...,p ] 
2 m (m') 2 ^ 2 m+1 

e[p] . e[p] ...e[p] 

(3,11) 

kde je označeno 

e[p,q, ..., v] = 

0, 2P.' 
i 

ІД" • 
i 

.., ^Vt 

XPІ, (epp), (epq), . .., (epv) 

2«.> 
i 

(чp), (eqq), . .., (eqv) 

2-*.. (evp), (evq), . .., (evv) 

*) K. Borsuk: Geometria analityczna, 1950, str. 105. 
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takže e[p] = — (z,P*)2- Vzorec (2,9') je skutečně speciálním případem (3,11) 

pro m = 1. 
Snadno se také najde vyjádřeni vzdálenosti vlastního bodu -4 = (at, ..., 

• n + l 
a»+i) °d vlastní nadroviny ťx == 2 *<#< ̂  ^ : čtverec této vzdálenosti je 

< - i 

[Q(A, oc)f = - T . ' v . (3,12) 
z (0**) • ( Z A ) 2 

i 

4. Vnitřní úhly simplexu. Další věty o shodnosti simplexů. Y našem zá
kladním simplexu o vrcholech Ol9 02,..., 0n+1 a o stranách velikosti ]/e4j naj
deme teď velikost t. zv, vnitřních úhlů. Nejprve nazveme jako obvykle vnitř
ním bodem simplexu každý vlastní bod A% který neleží v žádné ze stěn a>t- -= 
== x{r = 0 simplexu, který však leží ve všech poloprostorech*) co/^ pro i = 
= l , . . . , w + l . Snadno se zjistí, že v barycentrických souřadnicích je bod 
A = (at, a2,..., «n+i) vnitřní bod simplexu právě tehdy, exístuje-li číslo 
£ = ± 1 tak, že pro i = 1, ..., n + 1 je 

ea,. > 0 . (4,1) 

Vnitřními úhly <pii9 i 4= ?, i, j == 1, .*.., n -f 1, n > 1, našeho simplexu pak 
rozumíme úhly nadrovin eot, coj vzhledem k pevnému vnitřnímu bodu A. 
Z vyjádření (3,10) je zřejmé, že <pu nezávisí na volbě vnitřního bodu A a že 
platí 

cos <pti = ~yj-JL=- , 0 < <pu < n , (4,2) 
U9«U9u 

kdé y je definováno v (3,8) a přitom podle (3,9) je 

79a > 0 . (4,3) 

Nemůže být ovšem tpu = 0 nebo yu = 7u, t. j . cos2 9^ = 1, neboť pak by 
í í j — 0**flto a existovala by nenulová reálná dvojice ci9 c, tak, že jf<ťcj + 2g%jcici + 
+ gr̂ e* = 0, t. j . pro vlastní nadrovinu c ^ t + cfCj = 0 (je n > 1) by platilo 
y(grcc) = 0 (kde c* = 0 pro k =j= i, ?, fc = 1, *..., n + 1) ve sporu s (3,9). 

Podle (3,11) je žtverec n-dimensionálního obsahu daného simplexu roven 
(__ n » + i A 

V2 = - --- - (4 4) 

takže pro každý simplex v En je 
y = (— i) n • (4,5) 

*) Poloprostor <xA9 kde <x s £<**#,• = 0 j e vlastní nadrovina a A = (ax, . . . , a n + 1 ) 
vlastní bod, který neleží v a, je innoŽina všech vlastních bodů X takových, že úseSka 
AX nemá s <x společný žádný vnitřní bod. Je-li X = (x%f . . . , a?n+1), leží X v <xA právě 
tehdy, je-li SÍB, 4- 0 a je-li e Síx.a?ť £#* *_ 0, kde e = sign Saja,- Sa t . 

i i i i i 
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Abychom mohli snáze formulovat větu 0, zavedeme si tuto úmluvu: definu* 
jeme pro i = 1,...,n + 1 vnitřní úhel 

<Pu = ™ > (4>6) 

takže pak na př. platí (4,2) i pro i = j . 

Věta 6. Jsou-li <pa, i,j= 1,..., n + 1 vnitřni úhly simplexu, potom pro libo
volná reálná čísla i1} ..., I n + 1 platí 

n + i 

2 šiŠj cos <pd <1 0 ; (4,7) 
ij-l 

přitom rovnost nastane právě tehdy, je-li s 

ii = QOi, (4,8) 

kde ax, a2, ..., an+x je pevná soustava kladných čísel, 

<JÍ>0. (4,9) 

Nechi obráceně je dána soustava reálných čísel a{j, i, j = 1,..., n + 1, tak, ze 

1. a'u = — 1 , aH = aH , (4,10) 

2. pro každou soustavu (gl9 ..., fn + 1) je 

nJL*iMi£0, , . (4,11) 

3. existuje soustava kladných čísel (ax, ..., o"n+1), c ť > 0, tak, ze ve (4,11) na
stane rovnost právě tehdy, je-li d = Qat pro i = l , . . . , n + l . 

Potom existuje simplex v En, jehož vnitřní úhly <p{í vyhovují vztahům (i, j = 1, 
. . . , n + l ) 

coS9?ť/ = a ^ . , (4,12) 

D ů k a z . Ze vztahů (3,9), (2,15d), (4,2) a (4,3) plyne ihned první část věty 
pro Gi = Yyg^i. 

Nechť tedy pro soustavu čísel au platí 1, 2, 3. Definujme čísla ei$, i, j = 1, 
..., n + 1, vztahy 

4 = 1 + atí . (4,13) 

Snadno se přesvědčíme, že tato čísla vyhovují předpokladům věty 4, ta^žp 
existuje simplex v En s vrcholy 0[,..., O n + 1 tak, že [Q(0[, O^f = e^. Oznam
me (Ú4 nadroviny, jejichž rovnice v baryeentrických souřadnicích vzhledem 
k simplexu 0\,..., O n + 1 jsou 

(ÚÍ == eaxx + e f > a + ... + e^+ 1ajn = 0 . 

Jestliže zavedeme opět čísla g'w gQi, gQQ, ár jako v 2, platí podle věty 5, že 
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Kil * ®> *» J- -Proviny <yť jsou lineárně nezávislé. Snadno se podle (2,15) dosa
zením přesvědčíme, že průsečík Ot nadrovin coj, j =# i, má souřadnice 

Oi = (gotán — gfQig'oi,..•> í?io&,»+i — 0Í,«+iffi<) • 

Body Dá, ..., 0 n +i tvoří vrcholy simplexu. Dokážeme, že tento simplex má 
vnitřní úhly <pij9 pro něž platí (4,12). 

Podle pomocné věty z 2 (vztah (2,16)) platí 

(e'xx) £ - & « ) - , 

a přitom rovnost nastane právě tehdy, je-li x{ = Qg'oi. Dosazením z (4,13) je 

tedy pro c = - 1 - & 

2 « ^ ; ^ c ( ^ ) 2 , (4,14) 

a přitom rovnost nastane právě pro xt = qg'm. Dokážeme, že c = 0: kdyby 
c > 0, pak by Ja^g^ = cíSgr^)2 = czl'2 > 0, což je spor s (4,11); kdyby 

i,i 
c < 0, potom by pro čísla o*, z 3 Ja^or^ <£ cí^a,)2 < 0, což je spor s 3. Odtud 

i,j i 
c = 0, takže 

rie+ J ' = 0 ; (4,15) 

srovnáním obou případů, kdy nastane ve (4,11) a (4,14) rovnost, dostáváme, že 

g'oi = Q°i > ( 4 > 1 6 ) 
kde 

A'g>0, (4,17) 
jak plyne sečtením rovnic (4,16). 

Jednoduchým výpočtem se přesvědčíme, že vlastní bod s = (g'01) ..., g0>n+1) 
je vnitřním bodem simplexu Ol9..., On+1. Vnitrní úhel q>ii9 i 4= j> nadrovin 
o>ť, coj tohoto simplexu je tedy podle (3,10) vyjádřen vztahem 

- WgJo + á'e'u) __ *!«*'(*'« ~ l) _ n a s i m A' = a~ 
Ti ~~ Izť 

COS <Pi, = 

neboť *?,,• = sign (A'. 2>í»flto • 2eWok) = sig11 (^Vio) = mn ň'- T í m Í e v ě t a 

k k 

dokázána, neboť jsme takový simplex zkonstruovali. 

Z rovnice (2,15d) plyne, že je pro čísla gu v simplexu 
\Qii\ =-. 0 . (4,18) 

Vzhledem ke (4,2) a úmluvě (4,6) proto platí 
|ooBp,,|-=0, (4,19) 
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Vnitřní úhly <pu = <Pa, i + h j s° u tedy vázány rovnicí (4,19). Je-li N počet 
těchto úhlů, t. j . 

N = ln + *) , (4,20) 

pak platí tato věta: 

Věta 7. Libovolnými N •— 1 vnitřními úhly simplexu je zbylý vnitřní úhel 
jednoznačně určen. 

D ů k a z . Předpokládejme totiž, že pro dva simplexy (čárkovaný a nečárko
vaný) v En s vnitřnííni úhly q>iS, q>'iS platí (s úmluvou <pu = <pu = 7t) 

<Pu = <f'u P r o i + 1 > 3, i , ; = 1, ..., n 4- 1, avšak <p12 + <p'12 • 

Potom je podle věty 6 pro každou soustavu (fj, ..., | n i) Uših °°s <pa <1 0, 

a přitom ^o^i c o s 9^ = 0> a» > ^ rovněž 2 l ť f * c o s 9^ = >̂ Hata'i °° s ^o ^ 0> 
ij iJ hf 

o'. > 0. Platí proto také ^f f f ,(eos 9?̂  4- cos 9^) <̂  0. Speciálně 

^ ^ ^ ( c o s 9?̂  4- COB <Pa) ^ 2(cos 9?12 — cos 9P12) Gxa2 <̂  0, 
iJ 

t. j . cos 9?12 I> cos 9?12. a obdobně 2c//o*/(eos 9?̂  4- cos q>'tj) = 2(cos 9?12 — 
iJ 

— cos <p'n) vWz ^ 0, t. j . cos 9?12 ^ cos <p12, <p12 = 9?12, což je spor. Plyne tedy 
z 9?ťi = <p'.. pro i 4- ; > 3, že také 9?12 = 9?12. Protože přečíslováním vždy mů
žeme dosáhnout toho, že zbylý úhel je 9?12, je tím věta dokázána. 

Věta 8. Dva simplexy v En, n^>2, jsou shodné, shodují-li se ve velikosti jedné 
hrany*) a ve velikostech N — 1 vnitřních úhlů. 

Důkaz. Podle věty 7 jsou všechny odpovídající si vnitřní úhly obou sim
plexu rovny, t. j . 

<Pu = <P'H> i>? = 1, 2, . . . , n + 1 ; 

nechť dále e12 = e12. 

Vzhledem k (4,2) a (4,5) platí 

9u = 9ÍÍ 

)!y<hi Vřen V W « ]/r9ii 
Poněvadž podle (4,3) a (4,5) jsou gu a gu téhož znamení, existují kladná čísla 
o^ i = 1, ..., n 4- 1, tak, že gH = o*gi€. Vzhledem k předchozímu vztahu je 
pro i, j = 1, ..., n 4- 1 

9ti = <7i<*j9ii • 

*) V© formulacích vět 8,9,10 vynecháváme pro stručnost označení simplexu a rčenf 
,,které si odpovídají". 
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Avšak podle (2,15d) je %gH = 0, tedy ]?&>, = 0 pro i = 1, .•., n + 1; 
? • i 

»+i 
proto je 2 (fac^i = 0. Vzhledem k (3,9) nemůže v baryeentriekýeh souřadnicích 

ťJ=i 
čárkovaného simplexu existovat vlastní nadrovina %o{x{ = 0, je tedy a{ = a 
pro i = 1,..., n + 1, t. j . 

9« = °%9u* (4,21) 
Užijeme teď této věty z theorie determinantů*): 

Je-li \au\ nenulový deterininant n-tého řádu, \A{i\ determinant vytvořený 
z doplňků jeho prvků, pak každý subdeterminant m-tého řádu, 1 <£ m <£ n 
determinantu \AiS\ je až na nenulový faktor (na volbě tohoto subdeterminantu 
nezávislý) roven doplňku stejnolehlého subdeterminantu v determinantu 
K/l-

V našem případě je \grs\ skutečně determinant doplňků nenulového determi
nantu \erB\, takže (pro m = n — 1) platí pro i + j a X + 0 (podle 2,13) 

ЄQQÌ ЄQІ> ЄQJ 

ЄQЦ Єцt Єtf = 2Xeц 

e0j> eф eи 

h eoi, eu, e{i = 2Xeij = ^ J ^ o , * , / = |0* i | *H/ • (4,22) 

p M p M *4-<MJ M=U 
> eH> Cjí I 

Obdobně pro X' 4. 0 
2 A % = | g r ; ř | m , , (4,22') 

takže vzhledem k (4,21) a (4,22) 

2 ^ , = * * - » \gf
kl\^ = 2 A ' ^ - % . 

Poněvadž podle předpokladu je e12 = ei2, je 2A = 2A'o*2<n-1> a eť í = e^ pro 
i, j = 1, ..., n + 1. Podlé věty 3 jsou tedy oba simplexy shodné. 

Věta 9. Dva simplexy v En, n^>2, jsou shodné, shoduji-li se ve velikostech všech 
hran s jedním společným vrcholem a ve vzájemných vnitřních úhlech všech stěn, 
které procházejí tímto vrcholem* 

Důkaz. Nechť uvedený vrchol je On+1, takže platí e^ n + 1 = e^n+3L, <pa = f{i, 
i, 7 = 1,2,..., n. Potom podle (4,22) a (4,2) je pro l + 0 a i < n + 1 

n 

a obdobný pro ěárkovaný simplex; srovnáním plyne pro i = 1, 

? « = <39u > <s > ° t 
takže ze (4,2) pro i, j = 1,..., n 

n 

*) B. Bydíovshý: Úvod do theorie determinantů, Praha 1947, str. 129. 

312 



Vzhledem k (2,15d) však platí také 

fl^n+l = <*9itn+l a 9n + ltn+l = 0V« + l,i» + l • 

Podle (4,2) je tedy q>iS = tp^ pro i, j = 1,..., n + 1, a protože e1 > n + 1 = ehn^f 

jsou podle věty 9 oba simplexy shodné. 

Věta 10. Dva simplexy v JE?n, n I> 2, jsou shodné, shoduji-li se ve velikostech 
víech hran v jedné stěně a ve všech vnitřních úhlech k této stěně přilehlých. 

Důkaz. Je-li uvedená sténá <yw+i> platí tedy 
ea = eu> <Pi,n+i = <Pi,n+i> i> 1 = 1, 2, ..•, n • 

Je předně 
9n + l, n + l = |ers|r=£n+l ^ p r s l r ^ + 1 = Ž7n+l,n + l > 

srfcn + l ŝ rn + l 

takže z (4,2) 

9i* n + l 9j,n+l 

ywu yMi' 
Pro i = 1, ..., n existují kladná čísla o{ tak, že 

9u = <fy'« ; (4,23) 
podle předchozí rovnice je. tedy 

flWi = *<0Í.»+i. . (M4) 

Užijeme-M opět uvedené věty z theorie determinantů, platí pro i, / = 
=-= 1, ..., w a H O 

9Ф 9І,*+I 

9І,П+V 9n+i,n+i 
( - l ) i + ' A | e Г ä | r ф ť ) f . + 1 , (4,25) 

Sфi, n + l 

a obdobně pro čárkovaný simplex. Podle (4,23), (4,24) a (4,25) pro i = / 

*|ers|rфť.n + l — °i 
sфť, n +1 

9w 9itn + l 
I t 

9І,П+I> 9n+ifn+i 
A aijers|r4.:ť,n + l — * ai|ers|r-$=i,n + l • 

srj-i, n + l ŝ rť, n + l 

J e (jako za rovnicí (4,2)) flr«flrn+lfW+1 — flrJfW+1 # 0, tedy \er8\r&,n+i * 0, a 
sd£i,n+l 

2 n + l 

Proto crf = -Ty = o2, o{ -==- <r. Podle (2,15d) a (4,24) však platí 0 = £ gr* w+1 = 
n 

^ ^ Sfl^n+i + 0n+i,n+i = (1 — <r) flrn+lf n+1, takže or = 1, celkem pro i = 
Í tmi 

^ 1 , . . . , flr 

crť = 1 a A = A'. 

Vzhledem k těmto vztahům plyne z (4,25) a analogické rovnice pro čárkova
ný simplex, že i pro i, / = 1, 2,..., n platí 

9 a = 9«; 
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oba simplexy se tedy shodují ve všech vnitřních úhlech a alespoň v jedné hraně, 
a proto jsou podle věty 8 shodné. 

V dalších větách ještě najdeme minimální počet a rozložení ostrých vnitřních 
úhlů v simplexu. Nejprve nazveme dva simplexy v En (stručnš w-simplexy) úhlové 
ekvivalentní, jsou-li odpovídající si úhly 9^ a 9?̂  vždy současně ostré, pravé nebo 
ttipé. Vzhledem k této ekvivalenci se všechny ^-simplexy rozpadají na konečně 

mnoho tříd, a to méně než 3FÍN = I I! ; není totiž na př. možné, aby 

simplex měl všechny vnitřní úhly pravé (plyne z věty 6). V následující větě je 
(v terminologii theořie grafů)*) uvedena nutná a postačující podmínka pro to, 
aby taková třída simplexu byla neprázdná. 

Věta 11. Nutná a postačující podmínka, aby existoval nsimplex, je-li o všech 
jeho vnitřních úhlech předepsáno, které jsou ostré, které pravé a které tupé, je: 
graf, který má n -f- 1 uzlů — označíme je 1, 2, ..., n + 1 — a právě ty hrany ij, 
pro které je předepsáno, ze úhly fH jsou ostré, je souvislý.**) 

Důkaz. Nechť je předně dán n-simplex a předpokládejme, že příslušný grai 
není souvislý. To znamená, že množinu indexů {1, 2, ..., n + 1} lze rozdělit 
na dvě disjunktní neprázdné množiny indexů M± a M2 tak, že v příslušném 
grafu žádná hrana nespojuje uzel s číslem z Mx s uzlem s číslem z M2, t. j . 
<P*fi *~ hn P r o <* c Ml9 fi e M2. Je tedy podle (4.2) v obvyklém označení 
ygafi 2> 0 pro oc € Ml9 fi e M2, a proto 

Avšak podle (2,15d) je 

takže 

(xtMi 
fi*M% 

Žygafi = —Žy9*t > 
aeMx a^óeMi 
0*Ma 

y l9as£0. (4,26) 
ettdeMx 

Označíme-li však x nadrovinu o rovnici x == 2 xi = 0 v barycentrických sou-
ieM% 

radnicích, je to (Mt i M2 jsou neprázdné) vlastní nadrovina, takže podle (3,9) 
platí y 2 9a8 > 0> °°ž je spor s (4,26). 

Nechť obráceně je předepsáno, že z dvojic indexů D = {(1, 2), (1, 3), ..., 
(n, n + 1)} mají být ty úhly simplexu, které mají indexy z D0, ostré, úhly 
s indexy z Dx pravé a s indexy z D2 tupé, kde D0, D 2 a D2 tvoří disjunktní roz
klad množiny D; nechť je přitom pro příslušný graf splněna podmínka věty. 

*) Na př. D.König: Theorie der endliehen und unendlichen Graphen, Leipzig 1936. 
**) Nesmí tedy také být žádný uzel isolován. 
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Potom kvadratická forma 

/==2 (f. —W 
(iJ)eD-

je nezáporná a nabývá hodnoty nula jen pro £i = l2 = . . . = ln+i> oož snadno 
plyne ze souvislosti grafu. Hlavní minory matice příslušné této kvadratické 
formě jsou až do n-tého řádu včetně kladné (a její determinant je roven nule). 
Existuje tedy kladné číslo e tak, že také forma 

/• s / _ 6 2 (f<—w ^ n f vuSiSi 

má uvedenou vlastnost, t. j . je nezáporná a rovna nule jen pro | x = £2 = 

= ...--— f n + 1 . Pro cos q>u = r-, ~ existuje podle věty 6 simplex, který má 
VVUVH 

úhly q>u vyhovující podmínce věty. Tím je důkaz proveden. 
Poněvadž souvislý graf o m uzlech má alespoň m — 1 hran, a přitom exis

tují grafy o m — 1 hranách (t. zv. stromy), plyne odtud ihned věta: 

Věta 12. Každý n-simplex má alespoň n ostrých vnitřnich úhlů.. Existují 
n-simplexy, které máji právě n ostrých vnitřních úhlů (a zbylé úhly tupé nebo 
pravé). 

Věta 13. Z vnitřnich úhlů přilehlých k jedné stěně simplexu je alespoň jeden 
ostrý. 

Důkaz. Kdyby žádný z těchto úhlů nebyl ostrý, byl by příslušný uzel 
v grafu isolován. 

Ještě si zavedeme tuto definici, která zobecňuje pojem pravoúhlého troj
úhelníka: 

Definice. Takový n-simplex, který má právě n ostrých vnitřních úhlů a všechny 
ostatní (t. j . (2)) vnitřní úhly pravé, nazveme pravoúhlý. 

Z věty 12 plyne existence pravoúhlých simplexu. Je jich pro n > 2 více typů, 
z nichž některé budeme studovat později. 

5. Koule. Nazveme (m—l)-koulí (podle AG) množinu bodů v Em této 
vlastnosti: existuje bod S v Em a kladné ěíslo r tak, že tato množina je totožná 
s množinou bodů v Em, které mají od bodu S vzdálenost r (bod S je střed a r 
poloměr této (m— l)-koule). 

Ve větě 14 popíšeme strukturu všech (n— l)-koulí v našem En v bary-
centrických souřadnicích vzhledem k danému simplexu o hranách ye^: 

Věta 14. V En má (n — \)-koule v barycentrických souřadnicích tvar 
»-fl n + 1 

<x0(exx) — 2 ^ x4 2 otiXi = 0 , (5,1) 
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kde 
ot0 * O (5,2) 

a 
n+l 

7 2 řV*r*. > ° • (5,3) 
r»**0 

Obrácené, každá množina s vlastnosti (5,1), (5,2), (5,3) je koule o středu 8 = 
== (%,..., sn+1)9 

»+i 

^==2^a'" ( 5> 4) 
r-=0 

a poloměru v n+1 

2 _V*r*« 
r = V - — OA _ • ( 5. 5) 

Důkaz. Budiž dána (n— l)-koule, t. j . existuje vlastní S — (st,..., s„+1) 
a r > 0 tak, že X = (x1} ...,xn+1) leží na této kouli právě tehdy, je-li 

(exx) (esx) (ess) 
2(2_,)- + 2 . ť Xzt 2(_jť)- r "" U 

i 
čili platí-li 2(2*.)2(ea;a;) — 2^xi[2{esx) Es,- — (e..) Er, — 2r2(2si)

2 _r/J = 0, 
i i 

tedy (5,1), kde «0 = 2(_sť)
a 4= 0, otk = 2 ] ^ ]>>,•_. ~ ( e s s) ~ -"^(-X)2- Je pro-

i i 
to podle (2,15) 

%X ^ A 
Z9kr*r= 2A sk Zsi = ^ — «o«* > fe = 1, . . ., W + 1 , (5,6) 

r=0 i 2 A 

n+l * ^ 
2 í V * r - - -4[(w) + 2r*(Zs,)»] = - [( e^) + 2r2(S^)2] a0 . (5,7) 

r«0 A^*ť/ 
n+l 

Odtud 2 _W*r*_ = — 4zla0r
2(S8t)

2 = — 2/laŽr2, takže podle (3,8) skutečně 
r f*=0 

platí (5,3). 
Je-li obráceně dána množina bodů vyhovujících (5,1), (5,2) a (5,3), potom 

levé strany rovnic (5,6) nejsou vesměs rovny nule, neboť jejich součet je podle 
<2J5a) a (2,15d) roven noto 4= 0. Položme 

n+l 
Sk = 2 9*r*r > fc = 1, ..., W + 1 , 

r*0 

takže 25< ^ Aoc0; bod 8 = (sl9..., sn+1) je tedy vlastní. 
i -

»+i 
2 flW*r<*« 

Dále číslo *'***£> A 2— existuje a je kladné, jeho odmocnina r a bod 8 
_ZJ _rn *0 
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mají už vlastnost, že (n — l)-koule o středu 8 a poloměru r je totožná s danou 
množinou, jak plyne ihned výpočtem. 

P o z n á m k a I. Vztah (5,1) vznikne eliminací x0 z 
n + l n+1 

2 erPrX, = 0 , ^ «f*r = 0 . ( 5 , 8 ) 
r,*»0 r=*0 

P o z n á m k a I I . Věta 14 nás opravňuje přiřadit každé (n— l)-kouli v En 

uspořádanou (n + 2)-tici homogenních souřadnic (oc0, oc19..., ocn+1), pro niž 
platí (5,2), (5,3) a naopak. 

Věta 15. Neeht (oc0, ocl9..., ocn+1) a (&» 0l9..., jSn+1) jsou dví (n—iykoule, 
které máji společný vlastni bod Y = (yl9..., yn+1). Potom tečné nadroviny k Mma 
(n — lykoulim v bodě Y svírají úhel <p, pro který je 

/ n + l \ 2 

I 2 9r**rPA 
c o s ^ = + 1

 f > 8°°wn+i r » ° < <P £ fa - (5,9) 
I 2 Wr^s 2 0rA&| 
\r,s-0 j\r,8-0 J 

Důkaz. Tečná nadrovina v Y k (<x0, al9 .*., <%w+1) má rovnici 

Hocfa = oc0(exy) — 2 ^ E<x4#ť — 2 ^ S*^- = 0 . 
n + l n + l 

Podle (2,15a, b, c, d) je 2flr*&(*í = Aoc^ — Syť ^gkrocr9 takže (při obdobně 
i-l r-0 

nalezené tečné nadrovině .£$#,• = 0) platí 

n+l" n + l 

2 ?<*<*.& = (-#ť)2 2 fiw* A » 
i,fc-=l r,*=-0 

obdobně 
n + l n + l n + l / i+l 

2 9^'A - (,>><)2 2 ^ ^ r * « , 2 9<*P'iP'* = (2ž!<)2 2 u-AA, 
i,&~l i r,s=0 i,k — l i r,8—0 

takže z (3,6) plyne (5,9). 

P o z n á m k a I. Úhel <p nezávisí na bodu Y, alespoň v tom smyslu, že je-li Y 
jiný společný bod obou (n— l)-koulí, je úhel příslušných tečných nadrovin 
opět (p. Můžeme tedy pro některé dvojice koulí definovat úhel vztahem (5,9). 

P o z n á m k a I I . Kdybychom hledali úhel nadroviny a tečné nadroviny 
(n — l)-koule, postupovali bychom obdobně a výsledek by byl opět (5,9), kde 
ťx0 = 0. Že (5,9) platí (pro oc0 = j80 = 0) i pro úhel dvou nadrovin, plyne z (3,6). 

n + l 
Můžeme tedy ztotožnit nadroviny 2 ^ * ^ ° a (n -f 2)-tice (<),<%!,..., ocn+1). 

i-l 
Jako v A G I I můžeme prostě prohlásit kvadriku o rovnici (6,1) za (n— 1)-
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sféru, kdykoliv oc0, ..., ocn+1 j s c m reálná éísla, ne vesměs rovná nule, a klasifi-
n+i 

kovat tyto sféry ([gococ] = £ grfí.r*r*s): 
r,#=o 

л 0 ф 0, у[длл] > 0 
' л 0 ф 0 , y[gococ] = o 

^o = °> У&лл] > 0 
otQ = 0, у[?лл] = 0 

(n— l)-koule, 
bodová (n — l)-sféra, 
formáln^ reálná sféra, 
planární sféra, 
(dvojnásobná) nevlastní nadrovina. 

P o z n á m k a I I I . Pro úplnost uvedeme jednoduché vzorce pro střed a polo
měr (pokud existují) průsečné sféry lineárně nezávislých sfér (oc), (fi),..., (d): 
Pro střed 8 = (s{) a poloměr r platí 

OCQ, PQ, . . ., OQ 

8, = 

*•* = 

0, oc0 

1íJir<*r> [goíoc], [gocß], . . . , [gocô] 
r 

Ђirßr, tøß«l ÍЯßßì, ••; Уßà] 
r 

2t7.A. [ў&*l [gàßl .-., [gôô] 

[gococ], [gocfi], . . . . [gocd] 

[#%], [gm, -., \am 

[gdoc], [gdp], ..., [gdd] 

(5,10) 

24 

0, „ <*в> ßo, •••, ð0 

ocф [gococ], [gocß], ..., [gocò] 

ß0, W«l [gßßl • ••, [gßà] 

(6,11) 

\ , [g^oc], [gdp], ..., [gdd] 

pokud ovšem zlomek v (5,11) má smysl a pokud nejsou až vesměs rovna nule. 

Резюме. 

ГЕОМЕТРИЯ СИМПЛЕКСА В Еп (первая часть) 

МИРОСЛАВ ФИДЛЕР (Мггозклг ШесШг), Прага. 

(Поступило в редакцию 25/Х1 1953 г.) * 

В работе изучаются симплексы в евклидовом пространстве. Приводятся 
теоремы о существовании и однозначности симплекса (с точностью до тож-
дественных симплексов) при данных величинах некоторых ребер и неко-
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торых внутренних углов между гранями. Основная теорема существования 
формулируется так: 

Необходимое и достаточное условие для того, чтобы в Еп существовал сим
плекс Ог, . . . , Оп+1 такой, что квадраты длин его ребер равны данным дей
ствительным числам еи\ 

4%(°п °з) = еа 1 еи = ел^ еи = ° > *, ? = 1, .. ., га + 1 , 

следующее: квадратическая форма 

п + 1 

ъ,1 = 1 

для каждой ненулевой системы действительных чисел а?1, . . ., хПх1 такой, 
«4-1 

чтоИх* ^ *̂ 
г = 1 

В дальнейшем строится аналитический аппарат, используемый во вто
рой части (при помощи барицентрических координат). Помимо других 
проблем решается также следующая: 

При каких обстоятельствах существует п-симплекс, если предписано, 
какие внутренние углы являются острыми, какие прямыми и какие тупыми? 

Решение можно просто сформулировать, пользуясь терминологией, за
имствованной из теории графов: 

Такой п-симплекс существует тогда и только тогда, если граф, имеющий 
п + 1 узлов 1,2, . . ., п + 1 и как раз те ребра Ц, для которых внутренний 
угол <рм является острым, будет связным. 

Отсюда непосредственно вытекает, что в каждом га-симплексе по крайней 
мере п внутренних углов являются острыми. Существуют симплексы, 
у которых как раз п внутренних углов являются острыми, а все осталь
ные — прямые. Такие симплексы называются прямоугольными. 

В заключение приводятся формулы для радиусов, центров и углов 
пересечения (т — 1)-сфер пересечения в Епв виде подготовки для даль
нейших частей. 

S u m m a r y 

GEOMETRY OF THE SIMPLEX IN En (1 s t part) 

MIROSLAV F I E D L E R , Prague. 

(Received November 25, 1953.) 

In the paper simplexes in Euclidean spaces are studied. Some theorems are 
proved concerning the existence and unicity of a simplex (omitting congruent 
simplexes) when the lengths of some edges and the sizes of some (interior) 
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angles of the faces are given. The main existence theorem is formulated in the 
following way: 

The necessary and sufficient condition for the existence of a simplex in En such 
that the squares of the lengths of its edges Oi05 (0{ are the vertices) are equal to given 
numbers e^ (eti = eH, eH = 0, i, j = 1, 2 , . . . , n + 1) is: the quadratic form 

n+l 

t , ? - i 

for any non-zero system of real numbers x1} x2,..., xn+1, sueh that 
n+l 

2>< = o. 
<«1 

Further the apparatus (by means of baryoentrio coordinates) for the use in 
the second part is built up and the following problem is solved: What are the 
conditions for the existence of a simplex in En when prescribed which of the 
angles of the faces are acute, which right and which obtuse. 

The answer can be simply formulated in the terminology of the theory of 
graphs: 

The necessary and sufficient condition for the existence of such simplex is that 
the graph with n + 1 nodes 1, 2 , . . . , n + 1 and with those edges ij for which the 
angle <pif has to be acute, be connected. 

I t follows that for every n-simplex at least n angles are acute. There exist 
simplexes in En with exactly n acute angles and all remaining angles right. 
Such simplexes are called rectangular and some types (for n > 2) will be studied 
in the further parts. 

Finally formulae for the radii and centres of the intersection spheres in bary-
centrio coordinates are given. 
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