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Casopls pro pistovini matematiky, ro¥. 80 (1955)

LINEARNI ZAVISLOST FUNKCI JEDNE REALNE PROMENNE

VOJTECH JARNIK, Praha.
{Doflo dne 3. kvdtna 1954.) DT:517.41

Hodnost Wronského matice n funke{ uddvé za jistych podminek
potet linedrné nezdvislyeh funkef mezi témito n funkcemi. Zde je
dokdzdno ve vitd 2 kriterium obecndji a soudasnd jednodusdi neZ to,

- které se obyejnsd uvadi.

Je zndma dilefitd tloha, kterou hraje t. zv. determinant Wronského p#i
vyfetfovani linedrni zévislosti a nezavislosti funkei. Obycejné se uddva krite-
rium, obsaZené v tomto 8linku jako 3. pomocnéd véta. Vlastnim cilem tohoto
dlanku je obecnéjsi a jednodusdsi kriterium, obsaZené ve vét€ 2. Tato véta je
jednoduchym désledkem véty 1, ktera se tyka jisté limitni vlastnosti Wron-
ského determinantu. Podnét k tomuto &lanku dal rozhovor jeho auntora
g B. Cronem v r, 1943. Je dosti téZko zjistit, neni-li vita 2 jiZ zndma; jeji dikax
vytaduje jen klasickych pomicek. Ale sotva je véta 2 zndma nasi 3irsi matema-
tické obei.

V celém &linku slovo ,,¢iglo” znamend komplexni &islo; slovo ,.funkee
znamensd komplexn{ funkci jedné redlné proménné; ,derivace’ znamens
konetnou (,,vlastni‘) derivaci.l) Piipomeiime: Existuje-li f*(x) (k > 0), je
£
—-—T)IJ“ o) —_f“"(“)) =0;
. _ (1)
pro reilné f viz na p¥. mij Uvod do pobtu diferencidlntho, konec kap. XI; také
se dostane (1) ihned z v8ty 150. Je-li f komplexni, uZijemne privé zminéného
vysledku na redlnou a imagindrni &ést. Uzijeme-li rovnice (1) na funkei f*(x),
obdriime rovnici '

lim E‘*(f(ax + &) — f{&) Hi"t—,-f'(a) -
&0 _ -

I-v

L 3
1o + 8 = 2, f) Tt + o8 (@)
~Ppritom ofé?) znaéi takovou funkei g(&), Ze je lim E=r g(£) = 0; specidlng (1)

) Je-li f =g-ik (g, h raé.lné funkee}, definujeme oviem fm = g%} L ih(R), Nékdy
pifierme f(*} miato f

32



znaéi takovou funkei g(£), Ze je lim g(£) = 0. Rovnice (2) plati tehdy, je-li
-0
0 < v < k a existuje-li f®(«); je-li f®)(z) spojitd v bodé «, plati (2) zfejmé
ipro0 < v =k
§ 1. V&ta 1 a jeji dikaz.
Je-li pfedlozena matice komplexnich &isel

aoyo aO,l vy ao,,_l .
Q1,0 A1, -0 Qy,p1 ('n > 0, v > 0) 5

....................

(3)
An-1,0 Fn-1,1 ¢+ Cpog,yg

budeme jeji I-ty fadek a;q, a,,, ..., a,,_, oznatovati znakem {l}. Je-li dan
néjaky systém fadkd

{lo}, {h}, .o {lpa} s (4)
nazyvame &islo 7y + I; + ... + I,_; jeho vyskou; hodnosti systému (4) nazve-
me hodnost matice

alo’o’ sy alo’v-—l

all,O: vy all,v"l (5)

@1y 1,05 =+ Ay yyw-1+
Systém (4) je ,nezavisly*, jsou-li fddky matice (5) linedrné nezdvislé, t. j.
je-li jeji hodnost rovna g; jinak je systém (4) ,,zdvisly*‘. Pro p = 1 znamen4
zéavislost systému {I} totéz jako rovnice a,, = a;; = ... = a;,-; = 0.
Cisla

[ (6)
nemusi byt rizna; jsou-li dvé z nich stejna, je oviem systém (4) zavisly.2) Dva
systémy povazujeme za stejné tehdy a jen tehdy, lidi-li se pFislu§né soustavy
¢isel (6) pouze permutaci; tedy systémy {1}, {3}, {5} a {3}, {1}, {5} jsou stejné;
rovnéz {1}, {3}, {3}, {5} a {3}, {1}, {5}, {3}; ale systém {1}, {3}, {5} a systém
{1}, {3}, {3}, {5} jsou razné.

1. pomocné véta. Budif ddna matice (3), majict hodnost v (tedy n = »). Mezi
vdemi nezdvislymi systémy v Fddks existuje aspori jeden, ktery md nejmendi vysku;
tuto nejmendt vysku oznaéme H.

Oznaéme jeden z téchto nezdvislych systém, vijsky H znakem

{Il}»'”’{IV}N (Il <Iz<"'<Iv)' (7)

%) Misto ,,(4) je nezavisly systém‘ budeme také Fikati, e (4) se sklddé z nezévislych
fadka.
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Tvrdim:
1. Existuje pouze jeden systém v nezdwisdgjch fadki o vyéce H.
II. Je-li

{hs}, {ha}s ..oy {B23 (8)
systém takovy, Ze . '
0<l<v:h1+h2+"'+h/\<Il+I2+"-+I/\: (9)
je systém (8) zdvisly.
II1, Je-li
{hy}, {hs}s ..oy { By} (10)
systém takovy, %e
4 MEh < .Sk 0< A<y (11)
a je-li
h, < I, (12)

aspor pro jedno u (1 < u < 1), je systém (10) zdvisly.

Dikaz. Ziejmé II plyne z IIT — stadi srovnat A, ..., hy v II podle velikosti.
Ale také I plyne z IIL. Je-li totiz {%,}, ..., {k,} nezdvisly systém, b, < hy, <
<...Zh,

hy+...+h=H=1I4..4+1,,
musi podle III byti 4, = I, pro kazdé u, tedy h, = I,.

Dokazme tvrzeni III. Pro kazdé v (1 < v < ,u)’ sestrojme systém

{Il}, seey {I/t-—l}’ {h'r}s {Iy+]}’ seey {Iv} > (13)

ten mé vysku mensi nez H (nebot h, < h, < I,) a tedy plati mezi fadky (13)
netrividlni linedrni relace. Kdyby se z této relace dal vypodisti néktery fadek
{I,} (e > ), daly by se Fadky (7) vyjadfit jako linedrni kombinace » Fadki

{Il}’ . ,{I -1} {h} {Io+1} {I }:

tento. systém by tedy musil byti rovnéZ nezavisly, coZ neni mozné, jeito ma
vySku mensi nez H. Relace (13) je tedy prost& relaci mezi {I,}, ..., {I,_1}, {h.},
z ni% 1ze oviem {%,} vypoéisti. Tedy Fadky {k,}, ..., {h,} jsou lineémimi kombi-
nacemi g — 1 fadek {I,}, ..., {I,_,}*) a tedy tvo¥i zévisly systém. Tim spide je
zavisly cely systém (10).

V dal§im budeme potiebovati pouze tvrzeni I, IT1.

Vé&ta 1. BudiZ 0 <v < n. Funkce fo(), ..., f,_1(x) necht maji derivaci Fddu
n—1v bodé (a tedy derivaci fddu » — 1w jistém okoli bodu ). Necht matice

') Pro s = 1 to znamen4, %e {h, } se skldda ze samych nul.
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f((DO)(O‘)9 f(n)l(‘x
/(;(0‘): cey fy-—l(“) (14)

(e, <o 20
md hodnost v. Polofme
fo®), .o fra(@)
A () = fo@), s fra(®) (15)
, R
1. Potom existuje 6 > 0 tak, %e pro 0 < lx —«| < 6 je 4,(x) * 0.

II. Podrobnéji: Polofme f{O(x) = ay,, takie matice (14) nabude tvarw (3). Defi-
nujme H, I, ..., I, jako v pront pomocné vété a kladme

Ar, 00 <+ A1 -1
A= |.....cciinn. , takZe A =+ 0. (16)
ar,00 -0 Ar,p-1
Potom jest .
. Ay(x + £) | ;
151_13' 511+...+I,,—}v(v—1) = Il' T I,,’ 1<i<hzs (Ik - If) . (17)

Pozndmka. Tvrzenf I plyne oviem z tvrzenf II. Srovname-li (17) s (1),
vidime, e se funkce 4,(x) chovéa v blzkosti bodu « tak, jakoby méla v bodé «
derivaci ¥4du I, + ... + I, — 3»(» — 1) riiznou od nuly a vSechny derivace
nizsfch ¥ddi rovny nule; je v8ak zajimavo,%e (17)platii v mnohych p¥ipadech,
kdy jmenovand derivace neexistuje. Budiz na p¥. » = 2, » = 6 a v matici
(14) budte prvn{ éty¥fi Fadky slozeny ze samych nul, pfedposledni ¥ddek budiz
Ay(x + &)

&8
od nuly; ale osmé derivace funkece 4,(x) obsahuje devatou derivaci funkef
fo(®), f,(x), kdeZto k platnosti rovnice (17) stadf v tomto piipadé existence
derivacf patého Fadu.

1, 0 a posledni 0, 1. Potom podle (17) e limita lim koneéns a rizna
£-0 ‘

Dikaz véty 1. Pro zkraceni pisme I, = m, takie v — 1 < m < n—1,Na
funkee f,, ..., f,_; uZijme vzorce (2),atoprok=maprov=20,1,...,» — 1.,
Obdrzime pro 0 < ¢ <v— 19

(m + 1) & [P + &) = f fP(ax) E(m + 1) cm ... (I —v + 1) + 7y q(£) . &m

1=0
= Av,a,o + Av.a,l + ..o+ Av.a.m+1 ’ ‘ (18)

%) V nésledujfcim sou&tu Slenové s I < v sami sebou vypadnou, je¥to pro ! < v je
m4+1).m...(0—v4 1) =0. :
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kde

Apgi=apém+1).m...(l—v+4+ 1) prol < m, (19)
Av,a,m+1 = Ny,qo(§) - &™, 15"% 771:,(1(5) =0.
Tedy jest
f4om,h: -,fimy—lzo
| $r(v—1) — et Al,0,117 3] Al,v"l 15
((m 4 Lty & Afx+ &= > (20)
B R e
Av—l,o.l,,_p ':Av-l v=1,ly_
Vysetfujme jednotlivé determinanty vpravo.
I. Vezméme onen determinant, kde v8echna ¢isla
[ R - (21

jsou rovna m + 1. Podle (19) je tento determinant roven o(é&™) a tedy
o(&+=+Iv) = o(&7), nebot I, < I, = m.

II. Vezméme za druhé néjaky determinant, v némz pravé k (1 < k <)
z Gisel (21) je rovno m + 1, ostatnich » — k pak je menSich nez m + 1. Roz-
vilime tento determinant podle onéch k fadki, k nimZ ptislusna /, jsou rovna
m + 1. Tim se rozpadne determinant na soudet nékolika séitanct tvaru (K je
konstanta)

@5y 0y > s Wy g My ”1(5)’ ce n‘l-”k(E)
) R = . (22)
s, _gwys » o5 Asy_yw, 7):,,,@1(5), ey "7:,,,»,‘(5)
kde sy, ..., 8,_; jsou pravé ona ¢isla z posloupnosti (21), jeZz jsou mensi nez

m + 1. Druhy determinant v (22) konverguje k nule pro &-— 0. Je-li s, +
+eets i+, je S+ F 8 tFmk I .+ I, =
= H, avyraz (22) jest roven o(£%). Je-liviak s; + ... + s, < Iy + ...+ 1,4,
jsou fadky sj, ..., s,_, v matici (3) podle druhého tvrzeni 1. pomocné véty
zavislé a prvni determinant v (22) se dokonce piimo rovné nule.

III. Zbyvé vysSettiti ony determinanty z (20), v nichZ v8echna [, jsou mensi
nez m + 1. Podle (19) mame tedy vySetriti soucet viech vyrazi

A0 oo Ay y-1 )
Br00 oo Bppv—1 LEl Tttty 1"]‘ (m+1).m... (lw——w + 1), (23)
................ w=0

kde &islaly, 1y, ..., I,_, probihaji hodnoty 0, 1, ..., m.Je-lil, + I, + ... 4+ 1,_, >
> H, je vyraz (23) roven o(&H); jellily + 1, 4 ... +1,_; < H, je determinant
v (23) roven nule. Je-li I 4 I; + ... + !,; = H, a nevzniké-li posloupnost
lo, Ly .-y I,y z posloupnosti Iy, I,, ..., I, permutaci, je determinant v (23) rov-
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né% roven nule podle prvniho tvrzeni 1. pomocné véty. Podle vysledki dosa-
zenych v I, II, IIT a podle (20) je tedy

((m 4 )y =D A + &) =

Q00 0o Qg v y—1
=S TTm+Dm...Q,—w+ 1)+ o(ET), (24)
e PR PRI

kde se séitd pies onéch »! posloupnostily, ..., I,_;, jeZ vznikaji permutaci z po-
sloupnosti I, ..., I,. Soucet v (24) vpravo je zfejmé roven (viz (16))

a4 3 (:I;I—[(m—{—l)m...(le—ag—{—l)), (25)

Byeee,0p e=1
kde se s¢itd pies viechny systémy oy, ..., «,; vznikajici ze systému 0,1,...,v—1
permutaci; znameni je -+ nebo — podle toho, zda permutace je sudd ¢i

licha. Podle definice determinantu je vyraz (25) roven

(m + 1y | To B =1, oy L —1) o (I~ + 2)

B e PP 26)
DA A (
LI 1, I, I,(I,—1), ..., I,(,—1)...(I,—» + 2)

a posledni determinant je roven Vandermondovu determinantu

4

1, I, ..., I}t )
............. = [] t.—1), (27)
1,1, .., It si<iss
takze prava strana v (24) je
A4
E((m + D) Ty (L —I,) + o(") (28)
‘ v 1Si<kZY

odkudz vzhledem k H = I, + ... + I, plyne (17).

Poznéamka. Z véty 1 plyne ihned tento disledek: Budiz 0 < » < n. Funkce
fo(@), f1(x), ..., fm_1(®) necht maji v kazdém bodé otevieného intervalu (a, b)
derivaci fadu n — 1. Necht matice

f(/)(x)’ AR f’m—l(x)
fo(x), AR fm-l(x) (Ml)

...................

fﬁ,”'l’ f(n 1)
md v kazdém bodé intervalu (a, b) hodnost asponi ». Budiz MM mnoZina onéch
x € (a, b), pro néz matice
f?(x)’ LR} {m—l(x)
z), oo foa(z
fo( ) f 1( ) ) (Mz)

&), ..., 2 P()
mé hodnost mensi nez ». Potom I nemé hromadnych bodd v (a, b).
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Diikaz. Je-li dén libovolny bod « intervalu (a, b), existuje v matici (M,)
pro x = « jist8 » nezavislych sloupcii. Podle véty 1.existuje pak é > 0 tak, Ze
v intervalu (x — &, « 4+ d) neleZi Zddny bod mnoZiny M, rizny od «. Tedy neni
a« — libovolny to bod intervalu (a, b) — hromadnym bodem mnoZiny M.

-

§ 2. Vi&ta 2 a jeji dikaz.

V celém tomto paragrafu budte splnény tyto predpoklady: Jest dan otevieny
interval (a,b) a mimo to =, funkei f(x) (0 1< n—1, n > 0), jez maji
v (@, b) derivace a% do f4du » — 1. Pro kazdé z ¢ (a, b) existuje tedy matice

fo@), oo faal)
fi@y o foa@) (29)
0@, o o)
Existuje-li ¢ nezavislych f4dkt komplexnich é&isel®)
Ao ooy Ayny
.............. (30)
Agpr +oos Agna
tak, Ze pro 1 < I < ¢ a pro kaZdé z € (a, b) jest
. Ao fol@) + ... + Ay fra®) =0, (31)
ale neexistuje-li ¢ + 1 takovych nezavislych rfddkd, budeme iikati, Ze funkce
fO’ fl""’ fﬂ-—l (32)

maji v (a, b) stupeti zavislosti g. Jest oviem 0 < g < n. Jest ¢ = 0 tehdy a jen
tehdy, jestlize plati jsou-li 4, ..., 4,_; ¢isla takova, Ze pro vSechna z ¢ (a, )
jest )

Ao fo(x) + ... + Apy foal®) =0, (33)

jest A=A, =...= A,_, = 0.V tomto ptipadé ¢ = 0 se proto také rika, Ze
funkce (32) jsou linedrné nezavislé v (a, b). Trividlni a velmi zndmé jsou tyto
dvé véty:

2. pomocné v&ta. Maji-li funkce (32) v (a, b) stupen zdvislosti aspor q, md
matice (29) v kaZdém bod¢ intervalu (a, b) hodnost nejvyjde n — q.

Dikaz. Z rovnice (33) plyne derivovanim soustava rovnic
40f@) + ... + Aa i fO4@) =0 (6=0,1,...,n—1), (34)
majici matici (29). Ma-li (34) ¢ nezavmlych TeSeni (30), ma (29) hodnost nejvyse
n—gq. .

%) To znadi, ¥e matice (30) mé hodnost g.
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3. pomocné véta. Budi¥ 0 <v < n. Necht matice (29) md v katdém bodé
antervalu (a, b) hodnost v. N echf pro kadé x e (a; b) jest

fo(x)’ e fv—l(x) )
.................. +0. _ (35)
2@, s f0@)

Potom maji funkcé (32) v (a, b) stupen zdvislosti n —v.

Dikaz. Pro kazdé ze (a, b) najdu n» —» nezavislych feSeni rovnic (34)
takto: pro kazdé celél (» <1< n—1)zvolim4,,=1,4,,=0pror < h <

<n—1kF+laurdim4,,,..., 4;,_, ze soustavy » rovnic

Alof(o)(x )+ . +sz—1 f(a)l(x ) + At-f(a) (x) + . +Aln—1f x) =0 (36)
pro ¢ =0, 1,...,» — 1; potom budou rovnice (36) oviem splnény i pro o =
=»,»+ 1,...,n — 1, jeito levé strany v8ech rovnic (34) jsou linedrnimi kom-

binacemi prvnich » z nich. Zfejmé jsou 4;, = 4,,(x) pro 0 < h<v—1
funkce proménné z, jeZ jsou raciondlné slozeny z funkei f(x) (0 <o <v—
—1<n—1,0< ¢ < n— 1)) existuji tedy derivace 4, ,(x). Pro b > » jsou
A, 5 dokonce konstanty. Je-linynf 0 < ¢ < » — 1, plyne derivovanim piisluiné
rovnice (36)

Aofd™ D+ o+ Apaaf 0+ Aof - A, f0 =05 (3)

uziji-li ndsledujici rovnice (36) (s hodnotou ¢ + 1; to Ize, jefto o + 1 < n —1),
dostanu

A of+ o+ A, 1f?y=0pro 6=0,1,...,v—1. (38)

Vzhledem k (35) plyne odtud 4}, = 0 pro h =0, 1, ...,» — 1, takZe véechny
funkce 4, , jsou konstantni. Rovnice (36) pro 0 = 0 a pro! =»,» 4 1,

n — 1 ndm pak ukazuji, Ze stupefi zdvislosti funkei (32) v (a, b) je aspoti n —;
Je pak nemiiZe byti v&tii, plyne z 2. pomocné vity. _

Poznamka. V 3. pomocné vété by oviem misto determinantu (35) mohl
byti kterykoliv determinant, sloZeny z prvnich » fddek a z kterychkoliv »
sloupcii matice (29). 3. pomocné véta udava vzajemné jednoznaény vztah mezi
hodnosti matice (29) a stupndm zavislosti funkei (32) v (a, b), oviem za téchto
predpokladi: :

A. Hodnost matice (29) mé ve vSech bodech mtervalu (a, b) touz hodno—
tu v.

B. Determinant (35) je v (a, b) stale rizny od nuly.

Ukazeme nyni, Ze pfedpoklad B lze vynechati:’

Vé&ta 2. BudiZ 0 < v < n. Pro kadé z € (a, b) necht md matice (29) hodnost v.
Potom maji funkce (32) v (a, b) stupeni zdvislosti n —v.

¢) Jmenovatelem je determinant (35).
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Pozndmka. Jestlize m4 matice (29) ve viech bodech intervalu (a, b) hodnost
nejvyse », v nékterych bodech hodnost pravé » a v jinych bodech hodnost
men&i neZ », nemusi byti stupeii zévislosti roven n — ». Piiklad pro n = 2:
budiz fy(x) = 0, f,(x) = 22 pro z < 0; f,(x) = 22, f,(x) = 0 pro > 0. Hodnost
matice (29) je ziejmé.1 pro ka#dé z =+ 0, ale 0 pro z = 0. Funkce f,, f; jsou
linedrn& nezavislé, t. j. maji stupeii zavislosti 0 (a nikoliv 1) v kazdém otevie-
ném intervalu, obsahujicim poditek. Vskutku, plati-li rovnice 4, fo(x) +
+ A, fi(x) = 0 pro néjakou hodnotu z, < 0 a soucasné pro néjakou hodnotu
2,>0,je 4g.0 + A @i =0, A2l +4,.0=0,t.j. 4, = A, = 0.

Dukaz véty 2. Piipad » = n je samoziejmy podle 2. pomocné véty: stupeii
zévislosti nemize byt kladny, tedy je roven nule. Také piipad » = 0 je trividlni,
nebot potom pro viechna ze€ (a, b) je fo(x) =0, ..., f,_i(x) = 0, coz je n ne-
zavislych linedrnich relaci mezi funkcemi f,, ..., f,_;, takZe stupeii zavislosti
je n.

Predpoklddejme proto v dal§im 0 < » < n. Napied dokazeme toto:

Tvrzeni A. Ke kazdému bodu « € (a, b) existuje ¢islo 6 > 0 tak, Ze a <
<x—0<ou-+ 6 <b a Ze stupenl zavislosti funkei (32) v intervalu (« — 6,
o« + d) je roven n — . -

Budiz tedy dan bod « € (a, b). Jisté existuje » sloupcl matice (29) tak, ze
matice sestrojend z téchto » sloupci ma v bodé « hodnost ». Budiz to -bez
ujmy obecnosti matice, sloZend z prvnich » sloupet, t. j. matice

f(,)(x)’ MRS fv—l(x) .
@, o fra@ (39)

[§75@), ..., f237(=).

Podle véty 1 existuje 6 > 0 tak, e v intervalu j;, = (x — 6, &) a rovné% v in-
tervalu j, = (x, « + &) plati nerovnost (35). Podle 3. pomocné véty maji
funkce (32) v j; i v §, stupeil zdvislosti pravé n —; poloime n—y = q.
Existuje tedy ¢ nezavislych f4dkd komplexnich &isel

Ay i Aypy (1=0,1,...,g—1) (40)
a ¢ nez4vislych fadkd komplexnich &isel
‘BigyeowBing (=0,1,...,9—1) (41)
tak, e pro x e j; jest o ,
Aofol@)y+ oo+ Apna fa-a(x) =0 (42)
& pro z e js jest ‘
By folx) + ..o+ Bipifaa®)=0. — . (43)

Jetto fo(%) jsou spojité v (a, b), plati (42), (43) i pro @ = «. Derivovinim
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rovnic (42) (v bodé « derivujeme zleva) a rovnic (43) (v bodé « derivujeme zpra-
va) obdrZime rovnice

Ao 1P@) + .. +Azn—1f i®) =0, (44)
platné pro x — 6 < 2 < «. 0 < 0 < n— 1, a rovnice
By () + ... + Byuy fO4(2) =0, (45)

platné pro x g z<a+6,0< o< n—1. Proxz = « plati tedy rovnice (44)
i (45); t. j. rovnice

Cof(()a)(‘x) + ...+ 0, 1]‘(0) (x )=0 (6: 0,1,...,n—1) (46)

maji feSent (40) i (41). JeZto viak matice (29) m4 v bodé « hodnost », m4 sou-
stava (46) pouze ¢ = n — v FeSeni, takze kazdy radek (40) je linearni kombinaci
tadkd (41); z rovnice (43) tedy plyne, Ze rovnice (42) plati i pro o« <z <
< o + 6. Rovnice (42) plati tedy pro « — d < < & + 9, takZe funkce (32)
maji v (x — d, x ++ 0) stupeil zdvislosti aspoii ¢ = n —w a tedy podle 2. po-
mocné véty pravé n —y. Tim je tvrzeni A dokazano.

Zvolme nyni pevné bod c € (a, b). Podle tvrzeni A existuje ¢ = » — v neza-
vislych Fadkd komplexnich éisel -

Ol,()! veey Ol,n—l (l = 0, 1, ceny q -_ 1) (46)
tak, Ze v jistém intervalu (c — d, ¢ + d) plati rovnice
Ciofo@) + ... + Crna fra®@) =0 (1=0,1,...,9—1). (47)

Budiz I mnozina onéch bodu x € (a, b), pro néz plati (47); budiz M, mnoZina
viech vnitinich bodd mnoziny I, takze c e M,. Dokéazeme-li, ze M, = (a, b),
bude tim zfejmé véta 2. dokdzdna (podle rovnic (47), platnych pak v celém
intervalu (@, b), bude totiZ stupen zavislosti funkei (32) v (@, b) nejméné roven
¢ = n—v a podle 2. pomocné véty je nejvySe roven n —»). Predpokladejme
tedy, ze M, == (a, b). Potom existuje bod « € (@, b), patiici k hranici mnoZiny
My. Podle tvrzeni A existuje 6 > 0 tak, 7e a <ax—0< x4+ 0 <b a Ze
v intervalu (x — 6, « + d) maji funkce (32) stupeil zavislosti ¢g. Existuje tedy
g nezavislych fadki

, Al,o’ ey Al,"—l (l= 0, 1, -..,q"— ].) (48)
tak, Ze v intervalu (« — 6, « + ) jest
At,o fol®) + ... + Al,'n—l foa@)=0 (1=0,1,...,9—1). (49)

V intervalu (« — 9§, « + &) existuje bod y, patiici k M,; 1ze tedy zvoliti ¢ > 0
tak malé, ze (y —e,y +¢€) c My, (v —e, ¥y + &) c (x — 8, + 8). V intervalu
(y —e, y + ¢) plati (47) i (49); jezto podle 2. pomocné véty maji funkce (32)
v (y —e, y + ¢) stupeii zavislosti nejvyse n —» = ¢, je nutng kazdy fadek
(46) linedrni kombinaci F4dki (48), takZe podle (49) plati rovnice (47) v celém
intervalu (x — 6, « + 6). Tedy je (x — 0, & + ) c My, takZe bod « nemiize
pattiti k hranici mnoZiny M, coz je hledany spor.
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Pesome

JUHENHAA 3ABUCUMOCTb OYHRIUN OT OJHON
BEIIECTBEHHOII TIEPEMEHHON

BONTEX APHUK (Vojtsch Jarnik), Ilpara.
(Tloctynuio B pexakumio 3/V 1954 r.)

Oyers fi(x) (A =0,1,...,» —1;% > 0) — KoMIuleKCHAA QYHKIMA OFHON
BeLleCTBEeHHO IIepeMeHHOM, MMEIONIaA B TOYKe « IPOM3BOHYIO MOpAAKa 1 — 1
(n > v). Ilpegnomnosxum, uro Marpuna (14) MMeeT paHT », TAKYTO CYIIECTBYIOT
ueaste yncaa Iy, ..., I, (01T, < I, < ... < I, < n— 1), qIsA KOTOPHIX Ompe-
neautens A [cm. (16), rae ay, = [¥(«)] orimuen or nyas. Bubepem I,, ..., I,
rak, 4ToOH sHadenume I, 4+ ... + I, 6am0 mMunumymom*) (mpm coGuromeHUN
yeaoBusa 4 + 0). Torga umeer mecro (17), rue 4,(x) onpenenen opmyaoit (15).
CymecrByer, ciefoBaTeiasHo, Takoe 6 > 0,9ro 4,(x) + 0 miA 0 < |z —a| < 6.
Orciofa Jierko BHBecTH caefylomuit pesyastar: Ecou ¢yskmun fo, ..., fa_y
Takue, 4To Marpuia (29) mMeeT BO BCeX TOYKAX NpoMeKyTKa (@, b) ToTr e
caMulif paHr », T0 B (a, b) NMeeT MeCTO B TOYHOCTH N — ¥ HE3ABUCUMAIX COOTHO-
meHni#t BUAA Cofy + Cify + ... + Ca_ifa_y = 0. (Her nagoGHOcT: TpeGoBars,
9T0GH paHI MATPHMI(L, COCTOALIEH U3 » MePBH X CTPOK MaTpuusl (29), 6buT pa-
BEH » BO BCEX TOYKAX IpOMeKyTKa (@, b).)

Résumsé.

SUR LES FONCTIONS.LINEAIREMENT DEPENDANTES

VOJTECH JARNIK, Praha.
(Regu le 3 mai 1954.)

Pour £=0,1,...,»—1 (v > 0) soit f,(x) une fonction complexe d’une
variable réelle qui posséde, au point «, une dérivée finie d’ordre n — 1 (n > ).
Supposons' que la. matrice (14) posséde le rang »; il existe donc des nombres
entiers I}, Iy, ..., I, (0 I, < I, < ... < I, < m—1) tels que la déterminante
A4 (voir (16), ot @y, = f{?(«)) soit différente de zéro. Nous supposons I, ..., I,
choisis de maniére de rendre la somme I; 4 ... 4 I, minimum*) (sous la con-
dition 4 = 0). Alors on a (17), ol 4,(z) est le Wronskien (15). Il existe donc
un 8 > 0 tel que 'on ait 4,(%) == 0 pour 0 < |z — &| < 4. On en déduit comme
un corollaire facile le résultat suivant:

*) Do ycaosme onpenenser uucaa I,, ..., I, opHo3RauHo.
*) Cette condition détermine les nombres I,, ..., I, d’une maniére univoque.
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Si les fonctions f,, ..., f,_, sont telles que la matrice (29) ait, dans tous les
points de l'intervalle (@, b), le méme rang », alors il existe précisément n —»
relations linéaires indépendantes (de la forme cofy + ¢;f; + ... + €p_yfn_y = 0)
valables dans toute I’étendue de l'intervalle (@, ). (Il n’est pas nécessaire
d’exiger que la matrice, formée de » premiéres lignes de la matrice (29), pos-
séde le rang v dans chaque point de (a, b).)
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