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Casopis pro p&stovani matematiky, rot. 80 (1955)

0 PLOCHACH KLINOVYCH, I

VACLAV HAVEL, Praha. .

(Doslo dne 11, ervna 1954.) DT: 513.62

V 8lanku definuje autor plochy, které obsahuji systém k¥ivek, z nichZ
ka¥%dé dv¥ 1ze na sebe zobrazit vhodnym posunutim a vhodnou afinitou.
Tyto plochy maji uZiti ve stavebng-inZenyrské praxi.

§ 1. Explicitni klinové plochy

Funkcemi budeme rozumét bez vyjimky redlné funkce redlnych argumentd.
Mnozinu uspofddanych dvojic z dané oblasti, spliiujicich rovnici f(z, y) = 0,
oznadime struéné&ji (f(z, y) = 0); v analogickém smyslu budeme uZzivat ozna-
éeni (f(z, y, z) = 0).

Zobrazeni bodovych mnozin M, M’ z téie eukleidovské roviny nazveme
afinitou, kdyz lze volit soufadnicové osy a nenulové realné ¢islo k tak, ze pro
kazdy vzor (x, y) e M a jeho obraz (x',y') e M’ plati x = «’, y . k = y’; pfimku
(y = 0) nazveme osou afinity, piimku (x = 0) smérem afinity a éislo £ charak-
teristikou afinity. _

V&imnéme si, %e tato afinita je symetricka a v pfipadé téZe osy také transi-
tivni. Elace neni v této afinité zahrnuta.

Umluva 1. Predpoklddejme, %e funkee f(z) je definovéna nad jistou mno-
Zinou I, a funkce g(y), A(y) nad jistou mnoZinou I,. Zavedme oznadeni

(z=f(x).9(y) + My)) = =. .

V dal$im ozna¢me symbolem I, danou mnoZinu redlnych éisel. Pro kazdé
Yo € I, definujme jistym zpiisobem mnoZinu N(y,) C (¥ = ¥,). UvaZujme nyni
o této podmince:

(1) Jsou-li ¢&isla ¥y, y, jakkoliv vybrana z I, a neleZi-li 24dn4d z mnozin
N(y,), N(y,) na rovnobéZce s rovinou (z = 0), pak mnoZinu N(y,) lze posunout
rovnobéZné s rovinou (z = 0) na mnoZinu N(y;)' C (¥ = y,) tak, ze N(y,)’ je
afinni 8 N(y,) pro osu (¥ = y,) 0 (z = 0) a smér (¥ = ¥,) 0 (z = 0).

Zamé&nime-li v pfedchozim symboly 2, y a zavedeme-li misto N symbol M,
dostaneme analogickou podminku (2). ’
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Poutka 1. a) Necht platt “mluva 1. Budif ddle N(y,) = xn (y = %,). Pak
platt podminka (1).

b) Predpoklddejme, e F(x,y) je funkce, definovand nad I, x I, (pro jisté
mnoZiny redlnych &isel I,, 1,). Polofme ddle

N(yo) = (2= F(x,y) =0)0(y = 1) -
Plati-li podminka (1), pak rovnici z = F(z, y) lze pfepsat do tvaru z dimluvy 1.

Dikaz. a) Necht plati g(y;) + 0 # g(y,). Posunutim o vektor (0, y, — y,,

My2) 9(41) 97 (ys) — h(yy)) pejde N(y,) v N(y,)'. Sestrojime-li afinitu o ose
(¥ = yg) 0 (2 = 0), sméru (y = y,) 0 (x = 0) a charakteristice g(y,) g 1(yl) pak
N(y,)’ se zobrazi touto afinitou v N(y,).

b) Tvrzeni je ziejmé v piipads, ze pro kazdé y, € I, je F(x, y,) konstanta.
Pfedpoklidejme tedy, %e existuje neprazdnd mnozina I, c I, tak, Ze pro z4dné
Yo € I, neni F(z, y,) konstantni. Vyberme &islo y, ¢ I,

Polozime-li F(z, y,) = f(z), pak podle podminky (1) a podle definice afinity
pro kazdé y, € I; a pro jisté jednoznaéné uréené funkce g(y), h(y) je splnéna
rovnice

N(yy) = (z = () g(y) + M(y) 0 (¥ = %) -
Takovato rovnice plati ziejmé i pro y, € I;. Z rovnice f(x) g(y) + h(y) = f(x) .
G(y) + H(y) plyne pro g(y) # G(y) rovnice f[(x) = (H(y) —h(y))(g(y) —
— Q(y))7, a tedy f(x) je konstantni proti pfedpokladu. Tedy jest g(y) = G(y)
a nasledkem toho také h(y) = H(y). Jednoznadénost je dokazana.

Poucka 2. Predpoklidejme, Ze funkce f, g, h v dmluvé 1 nejsou konstantni.
Budi? ddle M(xy) = % n (x = x,). Pak platt (2), pravé kdyZ existujé konstantnt
isla A, B tak, Ze '

gy) =4 .hy) + B. (3)

Dikaz. Necht plati (3). Po dosazeni dostaneme rovnici

z=hy)A4.fz)+ 1)+ B.{@),
a tedy plati podle poutky la podminka (2).

Necht plati podminka (2). Je-li funkee f(z,) g(¥) + %(y) konstantni pro kazdé
z, € I, pak jsou také g, h konstantni, coz odporuje pfedpokladu. Tedy existuje
z, e I, tak, Ze f(2,) g(y) + h(y) neni konstantni. Pedle poutky 1b plati nyni pro
ka%dé x € I, a pro jisté funkce m(x), n(z) rovnice

1) 9¥) + hly) = (f(=z,) 9(y) + k(y)) m(z) + n(z) . (4)

1. Plati-li m(x) = 1 pro jisté z e I,, pak z rovnice (4) plyne (f(x) — f(z,)) -
. 9(y) = n(z). Z nerovnosti f(z) % f(z,) vyplyva Ze g je konstantnf, co? odpo-
ruje piedpokladu. Tedy jest f(x) = f(x,). V fomio pfipadé plats tedy (4) pro
kaZdé redlné g(y). Vsimnéme si, Ze rovnice m(r) = 1 nemize platit pro kazdé
x € I, nebot to by znamenalo, %e f je konstantni.
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2. Plati-li m(z) + 1 pro jisté = € I,, pak jest f(x) + f(x,) m(z). Z nerovnosti
m(x) + 1 a z rovnice

plyne totiz ‘ _
h(y)(m(z) — 1) + n(z) = 0,
a tedy A je konstantni, coZ je ve sporu s prfedpokladem.
Z rovnice (4) nyni odvodime rovnici
9(y) = h(y)(m(z) — 1)(f(x) — [(@,) m(x))™ + n@)(f(x) — f(2,) m(z))~* .
Polozime-li

(m(z) — 1)(f(x) — f(z,) m(z))™ = A(z), n(@)(f(x) — f(z;) m(x))™ = B(),
pak predchozi rovnice ma tvar g(y) = A(x) My) + B(x).

Predpokladejme, Ze x,, z, jsou jakékoliv prvky z I, pro néz plati m(x,) +
#+ 1 + m(z;). Potom plati rovnice .

h(y) A(xs) + B(,) = h(y) A(xs) + B(xs) .

Kdyby nebyla splngna rovnice 4(x,) = A(x;), pak b by byla konstanta proti
predpokladu. Tedy jest A(x,) = A(x;) a nisledkem toho také B(x,) = B(xs).
Tedy pro kadé x e I, pro které plati m(x) + 1, jsou A(x), B(x) konstantni. Tedy
pro kazdé takové x plati rovnice (3).

Aby byly splnény oba piipady, musi platit pro g(y) rovnice (3). Poucka je
dokizana.

Dodatek. Ve vyloudenych piipadech, kdy nékterad funkece f, g, je kon-
stantni, plati (2) bez daldi podminky.

Pouika 4. Predpokladejme, e v vmluvé 1 je I, interval, f neni konstantni o
funkce z md v kaZdém bodé z I, X I, spojitou parcidlni derivaci podle y. Pak také
g, h maji v kaZdém bodé spojitou derivaci.

Dikaz. ProtoZe f neni konstantni, existuji &isla z;, 932 el, tak, 7e f, =
= f(z,) * f3 = f(x,). VySetfujme soustavu rovnic pro g(y), h(y)

S m(y) = fgly) + hy),
—-n(y) = f9(y) + h(y) - .
Determinant soustavy je roven nenulovému vyrazu f; — f,. Plat{ tedy
9(y) = (my) —n@)(h— )™, hy) = (fnly) — fam@)(h— f)7 .
Z tohoto vypodtu ihned plyne tvrzeni poudky. - ‘
Lze tedy nyni vyslovit tuto defin,idi:

Definice 1. Jsou-li mnosiny I, I, v umluvé 1 jednorozmérné oblasti a maji-li
funkee f, g, b v¥ude spojitou derivaci, pak plochu » nazveme explicitni klinovou
plochou.
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Piriklad 1. V tmluvé 1 polozme

f@) =2 gly) =ayr+d, a + 0 £ c.
Plati rovnice

ay2 +b=ac(cy? +d) +b—acd;
tedy podle poudky 3 jsou na piislusné plose » v rovinéch (x = @,) paraboly
anebo pfimky, pro néz plati podminka (2). :

§ 2. Implicitni klinové plochy

Predpoklédejme, Ze funkee f(x, y) je definovana nad dvojrozmérnou oblasti
0. Ma-li tato funkce na oblasti O spojité, nikde soudasné nulové prvni parcialni
derivace a mé-li rovnice f(x,y) = 0 v O alespoii jedno fefeni, pak mnoZinu
(f(x, y) = 0) nazveme rovinnou kfivkou. Obdobné definujme v trojrozmérném
ptipadé plochu (f(z, y, z) = 0).

Umluva 2. Budte G(y), H(y) funkce, majici v jednorozmérné oblasti J
spojité prvni derivace, pii éemZ neplati G(y) = 0 pro zadné y e J; bud F(z, z)
funkce, definovand nad dvojrozmérnou oblasti O, tak, Ze (F(z,z) = 0) je
kiivka v roving usporddanych dvojic (z, z).

Pak funkce F(z, z G(y) + H(y)) je definovana nad oblasti O = K ((x,2) €

(%,,2)

€0, yedJ, ze(— 0, ©), z2==20G(y) + H(y)). Zavedme jesté oznadeni
(F(=,z Hy) + H(y) = 0) = x.
PouZka 5. Bodovd mno¥ina x z dimluvy 2 je plocha v prostoru uspofddanych
trojic (z, ¥, 2).
Diuikaz. Z rovnice
z = (z— H(yo)) G(y,)
vyplyvé, Ze pro zadné y, € J neni mnoZina x n (y = y,) prazdni. Dile se lehko
ovét, Ze existuji spojité parcialni derivace
oF oF _ &) oF oF oF oz
ox > 0z % oy 0z oy
Tyto derivace se nemohou soudasné rovnat nule pro Zaddny bod z oblasti O.
V opaéném piipadé by totiZ mnoZina (¥(z, z) = 0) nemohla byt kiivkou.
Jsme tedy nyni oprévnéni vyslovit tuto definici:
Definice 2. Plochu x z dmluvy 2 nazveme implicitn klinovou plochou.
Zavedeme si symbol N(y,) = u 0 (y = ¥,); pfitom x je dani plocha a y, je
libovolné redlné &islo. Vysetiujme podminku:
(5) Jsou-li mnoimy N(y,), N(ys) neprazdné, pak lze N(y,) posunout rovno-
b&#né s rovinou (z = 0) na kiivku N(y,)’ c (¥ = ¥,), kterd je s N (yg) afinni
Pro osu (y = y) 0 (z = 0) a smér (y = y,) 0 (¢ = 0).
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Poutka &.

a) Klinovd plocha x z definice 2 spliiuje podminku (5).

b) Dand plocha u necht neobsahuje rovnobétky s pFimkou (x = 0)n (y = 0).
Plati-li pro tuto plochwu podminka (5), pak u spliuje definici 2.

Dukaz. a) Zavedme oznadeni

k= (F(x,2) =0)n(y=0).
Posunutim o vektor (0, %y, H(y,)) prejde kiivka k& v kiivku
B = (F(,z+4 H(yo) = 0)n(y = y) -

Afinitoﬁ 0 ose (¥ = Y,) 0 (2 =0), sméru (y = #,) n (¢ = 0) a charakteristice
G-1(y,) zobrazi se kiivka k' na kfivku N(y,). Vzhledem k transitivité afinity p¥i
pevné ose plati tedy podminka (5).

b) Vysetfujme takové y,, pro néz plati N(y,) + 0. Pro kazdé takové y, exis-
tuje podle podminky (5) kiivka
k= (F@,2) = 0)n(y = 0)
(dan4 jistou funkei F), kterd posunutim rovnobéznym s rovinou (z = 0) piejde

v kitivku &’ c (y = ¥,), jeZ je 8 N(y,) afinni vzhledem k ose (y = y,) n (z = 0)
a sméru (y = #,) 0 (x = 0). To ale znamens (podle poutky 1b), Ze plati rovnice

z = ZG(Ys) + H(yo), kde G(y,) + 0, H(y,)
jsou jista redln4 &isla a z, Z jsou t¥eti soufadnice odpovidajicich si bodi kfivek
k', N(y,).
Tedy plati
n= (F(z,2G(y) + H(y)) = 0) .
Poudka je tim dokdzina.

Poutka 7. Bud G(y) polynom stupné sq, H(y) polynom stupné sza F(z,z) =
k
= > a;x"2" polynom, pro néj¥ usporddandé dvojice exponenti (v, w;) jsow na-
i=1 .

vedjem rizné a koeficienty a; jsou nenulové. Pak polynom F(x, 2G(y) + H(y))
md stupett

max (v; + w; max (8¢ + 1, 85)) .
i
Dikaz je snadny.
Pi#iklad 2. V iimluvé 2 necht plati
' @+ y=1)=x;
oblast J je v tomto pfipadé interval (0, c0). K¥ivka N(y,) jsou elipsy, které

se daji na sebe zobrazit posunutim a afinitou (podle poucky 6a).
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Poznédmka 1. V definici 1 odstranime z I, viecka ta ¥, kters anuluji funkei
9(y); takto zmensenou oblast I, ozna¢ime I;}. Z piisluiné explicitni plochy kli-
nové dostaneme plochu »* o rovnici

f(x) — 297 (y) — g7 (y) h(y) = O

vzhledem k oblasti I; X I}. Tato plocha x* je specidlnim piipadem implicitni
klinové plochy. Z toho je patrnd vzéjemnd souvislost obou definici 1, 2.

Poznidmka 2. P¥ipustime-li v imluvé 2 ta y, pro néz plati G(y) = 0, pak
pro takovato y muze na (roz&ifené) plose x leZet soustava rovnobézek o rov-
nici F(x, H(y)) = 0. Na téchto piimkach mohou se vyskytovat singuldrni
body (pravé kdyz plati %i: = G(y) = H'(y) = 0). To je také hlavni divod,
proé jsme pipad G(y) = 0 vyloudili (pfi definici plochy jsme se piece vy-
slovng omezovali na reguldrni body).

§ 3. Specidlni klinové plochy.

V tomto paragrafu budeme vySetifovat klinové plochy se systémem parabol.
Takové plochy maji totiZ vyznam v praxi. Budeme vyhradng uZivat pravo-
thlého soufadnicového systému.

Definice 3. V roviné (y = 0) definujme pjakoZto rovnobéZku s osoux anebo ja-
koZto parabolu o ose v ose z. Ddle definujme p; jakotto rovnobétku s osou x anebo
jako#to parabolu v roviné rovnobéiné s osou x tak, Ze jejt osa ledt v roviné (x = 0).
Necht ddle platt p; 0 (y = 0) = 9. Pro kaZdé redlné x, oznatme symbolem p,

1. pfimku, uréenou body pon (x = x,), Py (x=1x,) v pFipadé, Ze tFeti sou-
fadnice téchto bodw jsou stejné; .

2. parabolu, jejtZ osa je pfimka (x = x) 0 (y = 0) a na niZ leZl body p n
N (@ =2,), p; 0 (& = ) v PFipads, %e tiett souradnice téchto bodd jsou rizné.
Plochw U  p,, nazveme Hacarovowu plochou.

Zoe(— 0, ) | .

Profesor KADERAVEK vyslovil domnénku, #e Hacarova plocha obsahuje
v obecném pfipadé kromé parabol v rovindch (xz = x,) jedté dalsi systém para-
bol. Bude ukézano, Ze tato domnénka je spravna.

Nejprve vSak odvodime rovnici Hacardvy plochy. Necht 4, B, m,n, k, q
jsou konstanty, kiivka p nechf ma v roviné (y = 0) rovnici z = 4a? + B;
piedpoklidejme déle, Ze plati inkluse p, c (2 = ky + g) a Ze rovnice pramétu p,
do roviny (z = 0) je y = ma? 4+ n. Pro podminku p; n (y = 0) = 0 je ekviva-
lentni podminka: '

(6) Konstanta n je nenulové a déle plati budto m = 0 anebom =+ 0,sg m =
= sg n. V roviné (z = x,) plati pro kfivku p,, rovnice
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_ k(may +n) + ¢ — (42§ + B) | "
== (ma3 + v +Ag+ B,
takze po upravé dostaneme rovnici plochy ve tvaru
_(km —A)a* +kn +9¢—B |
z= (ma® T )t y* + Az + B. (7,1)
V ptipadé, Ze p; je parabola, jsme pfedpoklddali, Ze rovina této paraboly neni
rovnob&zna s osou z. Tento vyloudeny pfipad nyni projedndme. Kiivku p
uréime jako v pfedchozim. Necht ddle a, b, ¢ jsou konstanty, z nich% posledni
je nenulova. Kfivka p; necht ma v roviné (y = ¢) rovnici z = aa® + b. Pro
kiivku p,, plati nyni v roving (x = ,) rovnice
_ax} 4+ b — (Az} + B)
= =

y? + Az} + B.

Z ni dostaneme po tpravé rovnici plochy ve tvaru
_(a—A)a*+b—B

62

z y* + Aa® 4+ B. (7,2)

Z této rovnice je ziejmé, Ze v rovindch (y = ¥,) jsou na plose paraboly anebo
piimky. Tento pFipad je ostatnd zndmy.

Poucka 8. Hacarova plocha md nékterou z rovnic (7), kde 4, B, m, n,w, b, ¢
jsou konstanty, z nichZ c je nenulovd a pro m, n platt podminka (6).

Umluva 3. Cisla 4, B necht jsou konstantni a necht f(z) je funkce, majici
pro kazdé x spojitou derivaci. Plochu, uréenou rovnici z = f(z) y2 + A2 + B
oznatime ». Déle necht jsou m, n, k, ¢ konstanty, pfi éemZ prvni dvé jsou ne-
nulové a plati pro né sg m = sg n.

V rovinach (z = %,) je na ploSe » systém parabol nebo pfimek. Vysettime
primét priniku (z = ky + q) n » do roviny (2 = 0). Tento primét ma v ro-
viné (2 = 0) rovnici f(x)y?—ky + Aa® + B—q = 0; obsahuje kfivku
(y =ma® + n) n (z=0), pravé kdyz plati f(x)(ma? + n)2 — k(ma® + n) +
+ Aa? + B — g = 0. S touto rovnici je ekvivalentni rovnice

/\,x)zlcmxﬂ—{—knTAx’z—Bﬁ—q. (8)
(ma? + n)
Necht déle plati pro jisté konstanty k', ¢’, m’, n’ (z nichZ posledni dvé& jsou ne-
nulové a splituji rovnici sg m’ = sgn’)

kma? — Aa® 4 kn — B +q  kE'm'a® — Ax® + k'n’ — B + ¢’
(max? + n)? B (m'z? + n')?

identicky vz .

Jsou-li ¢itatelé identicky rovni nule, dostavame trividlni pf¥ipad vélcové plochy
anebo roviny. Neni-li tomu tak, pak existuje nenulovy faktor w tak, Ze plati

mw=m', nw=mn', (km—A)w?=k'm'— A, (kn —B + q) w* =
=kn"—B+¢q' .
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Tedy jsou splnény rovnice
(km — A)w?—k'mw+ A =0, (bn —B + q)w*—k'nw + B—¢q = 0. (9)

Tyto rovnice maji prave jedno feSeni k', ¢’. Z toho jiZ plyne tvrzeni poutky,
kterou nyni vyslovime.

Poutka 9. Plocha Hacarova, dand podle #mluvy 3 a podminky (8), obsahuje
pro ka#dé nenulové w parabolu (z = k'y + ¢') 0 (y = wma? + wn), pfi femé =
k', q' jsou urleny z rovnic (9). Praméty téchto parabol do roviny (z = 0) jsou tedy
kolmo afinnt pro osu afinity v ose x.

Tato poutka potvrzuje opravnénost domnénky profesora Kadetavka.

Poznédmka 3. Plochy klinové maji upotiebeni ve stavebnim inZenyrstvi
(zejména pii skofepinovych konstrukeich). O jejich zavedeni maji zasluhu
profesor Fr. KADERAVEK a profesor B. Hacar. Prvni z nich dal také podnét
k této praci.
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PRILOHA K CLANKU V. HAVLA, O PLOCHACH KLINOVYCH, I

Mode‘l gasti Hacarovy plochy, zhotoveny Rudolfem Cechem, Eduardem Drozdem
a Miroslavem Sourkem.*) (Aplikace na mostni konstrukee.)

Model éasti Hacarovy plochy zhotoveny Ottou Pohlem.*) (Aplikace na mostni konstrukee. )

Model &asti jisté klinové plochy, zhotoveny Evou Rejthdrkovou, Ludmilou Vasthovou
a Miloslavem Knoulichem.*) (Plocha mé tvar sedla.)

*) Posluchadi fakulty stavebniho inZenyrstvi ((VUT).
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