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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 80 (1955) 

0 JEDNÉ VĚTĚ KADEĚÁVKOVĚ 

VÁCLAV HAVEL, Praha. 

(Došlo dne 10. července 1954.) DT:5i3.5i7 

Autor odvozuje analytickými prostředky větu, která úzce souvisí 
s t ímto Kadeřávkovým zobecněním věty Dandelinovy: Budte /iv ju2 

různé kulové plochy, vepsané rotační kuželové ploše x tak, že jejich 
průnik s nevrcholovou rovinou Q není prázdný. Pak platí X € Q n x, 
právě když souěet anebo absolutní hodnota rozdílu délek tečen z X 
vzhledem k /#x n Q, u2 n ~Q je konstantní, při čemž tato konstanta je 
délka úsečky, kterou vytínají na povrchové přímce plochy x kružnice 
px n x, f42 n x. 

V jedné své práci1) zabýval se prof. KADEŘÁVEK zobecněním některých ohnis
kových vlastností kuželoseček. Ve větě 6 zmíněné práce zobecňuje přirozeným 
způsobem větu Dandelinovu. Nejprve zavedeme pomocné označení a pak bu
deme větu formulovat. 

Úmluva 1. Budk kružnice v rovině Q,B bod roviny Q, který neleží uvnitř k a ko
nečně T bod dotyku na tečně, vedené zBkek. Pak označme Bk = BT. 

Věta 1. Budte dány: rotační kuželová plocha H, nevrcholová rovina Q a různé 
kulové plochy jul9 ju2, vepsaná ploše H tak, ze kt = /̂ • n Q 4= 0 (i = 1, 2). Označ
me dále c délku úsečky, kterou vytínají obě kružnice H n juv H n ju2 na povrchové 
přímce plochy H. Pak bod X patří do průniku H n Q, právě když platí některá 
z rovnic 

\Xk1±Xk2\=c. (1) 

Argumentace při důkazu nutné podmínky je obdobná jako při větěDandeli-
nově. V práci1) není výslovně dokázána postačující podmínka: 

Je-li X c Q a platí-li některá z rovnic (1), pak X € H n Q. Buď tedy X bod ro
viny Q, pro nějž platí některá z rovnic (1). Pak Xk{ je délka tečny z l k / ť ť 

(i = 1, 2). Sestrojíme-li rovinu a, obsahující osu plochy H a bod X, pak platí 

\%(f*i n a) ± X([x% n a)\ = c. 
Průnik H n a tvoří povrchové přímky tx, t2. Zřejmě platí 

č — (A n tг) (/лг n tt), 

») O fokálnlch kružnicích kuželoseček, Čas. pěst. mát. fys. XLVI (1917). 
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a tedy při vhodném označení je X c tx. (Připomeňme, že délka vnější společné 
tečny je různá od délky vnitřní společné tečny dvou kružnic.) Podmínka je 
dokázána. 

Úmluva 2. Budte dány kladné konstanty c,m a nezáporné konstanty rx,r2. 
Označme2) kt = (x2 + y2 = r\), k2 =-= ((x - mf + y2 = r\). Dále bud X = 
= (x, y) bod a v nezáporný parametr; při tom nechť platí 

Xkx = v , Xk2 = \c ±v\ . 

Nechť je splněna úmluva. Potom platí rovnice 
x2 + y2 = r\ + & , (x - m)2 + y2 = r\ + (c ± v)2 . (2) 

Budeme eliminovati parametr v. Odečtením odvodíme rovnici 2mx = m2 — 
— c2 + r\ — r\ ± 2vc. Dále zavedeme z důvodů stručnosti označení 

d = m2 - c2 + r\ - r\. (3) 

( 2mx d\2 

— 5 1 . Po dosazení do první z rovnic (2) a po 

úpravě vychází 
4(c2 — m2) x2 + ádmx + 4c2y2 — éc2r\ - d2 = 0 . (4) 

Postup lze obrátit; z rovnic (3), (4) vyplývají tak rovnice (2). Rovnice (4) má 
diskriminant 

4(c2 — m2) 0 Um 
A = 0 4c2 0 

Um 0 -4cVi — d2 

= - 16(c2 - m2) c2(ác2r\ + d2) - 16c2d2m2 = - 16c4(4r?(c2 - m2) + d2) . 

Výraz a = ár\(c2 — m2) 4- d2 lze ještě dále upravit podle (3): 
a = (c2 - m2)2 + 2(r\ + r\)(c2 - m2) + (r\ - r\)2 . (5) 

Po snadném výpočtu plyne, že rovnice a = 0 je ekvivalentní s některou 
v 

z rovnic (c2 - m2)h2 = - (rx ± r2)
2, (6) 

které mají smysl ovšem jen pro c <̂  m. Subdeterminant A33 je roven výrazu 
16c2(c2 — m2). Z těchto fakt vyplývá věta, kterou nyní vyslovíme: 

Věta 2. Množina bodů X z úmluvy 2 je kuželosečka k o rovnici (4). Je singu
lární, právě když platí některá z rovnic (6). Geometrický význam toho jest, že cje 
délka společné tečny kružnic kl9 k2. Je4i k jednoduchá, pak je hyperbolou, parabolou 
anebo elipsou podle toho, zda platí c < m, c = m anebo c > m. 

Věnujme se nyní středové kuželosečce k z předešlé věty. Její osy jsou přímky 

(y == 0), \x = — ry-£ j - J . Po snadném výpočtu odvodíme, že body 
\ z(c — m )l 

2) Závorkou označujeme bodovou množinu, charakterisovanou danou rovnicí. 
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(tS?-J>*'0)' ( - . ^ W -- 4 • V *ě*j J8ou vrcholy •z toho odvo-
díme délky poloos: A, ' '—=r, — 1/ -z 5 . Je-li c > m, pak a > 0 a z nerovností 

* r ^2(c2 — m2) 2 V c2 — m 2 ^ 
c2 1 

_ _ > _ <-> m 2 > 0 vyplývá, že (y = 0) je hlavní osou elipsy h. 
(ca — m 2 ) 2 c2 — m% 

Nechť tedy platí c < m. Nerovnost a < 0 platí pak, právě když (y = 0) je 
hlavní osou. Nerovnost a > 0 je ekvivalentní s incidencí 

m% - c2 c (min ((rx + r 2 ) 2 , (rx - r 2) 2), max ((rx + r 2 ) 2 , (rx - r2)
2)) . (7) 

Dosadíme-li y2 = rj — # 2 (resp. ^2 = r\ — (a? — m)2) do rovnice (4), dostane
me po úpravě rovnici (2x — df = 0 (resp. (2mx — d — 2cf = 0), která má 
dvojnásobný kořen. Z toho plyne, že kt je buď dvojnásob dotyčná kružnice 
anebo ohnisko vzhledem ke k (i = 1,2). Shrneme výsledky: 

Věta 3. Kuželosečka k z vety 2 má osu (y = 0), je-li středová, pak má dalšiosu 

lx = — jw a —2\) • *^e"^ ďiVB(m> puk (y = 0) ?e hlavni osa. Je-li hyperbolou, 
pak (y = 0) ?e hlavni osou právě tehdy, když neplatí (7). Množina k{ je ohnisko, 
právě Myi r€ = 0; jinak je kruinici, která má střed na (y = 0)a dvakrát se dotýká 
kuželosečky k (i = 1, 2). 

Překvapením je, že přímka (y = 0) může být také vedlejší osou hyperboly 
k.z) Tento výsledek nelze totiž odvoditi z věty 1. 

*) V tomto smyslu je nutno doplnit větu 0 z pojednání1). 
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