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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 81 (1956) 

0 MONOTÓNNÍCH SPOJITÝCH FUNKCÍCH, JEJICHŽ GRAF MÁ 
MAXIMÁLNÍ DÉLKU 

J l R Í BEČVÁŘ, Liberec. 

(Došlo dne 21. dubna 1955.) DT: 517.51 

Článek se zabývá existencí neklesajících resp. rostoucích spojitých 
funkcí v uzavřeném intervalu, jejichž graf má maximální možnou délku. 
Mimo to je ukázáno, že délku grafu spojité funkce lze definovat pomocí 
délek vepsaných polygonů na základě konvergence bod po bodu. Po
drobnějšímu studiu vlastností spojitých funkcí, jejichž graf má maxi
mální délku, bude věnována práce M. NEKVINDY. 

1. Graf funkce <p, spojité a neklesající v uzavřeném intervalu (a, by, a < b, 
má podle běžné definice konečnou délku d, pro kterou zřejmě platí 

]/(b - af + (cp(b) - <p(a)j~* £d£(b-a) + (<p(b) - <p(a)). (1.1) 

Jsou-li dána čísla a, b, ď, b', a < 6, ď < b', je otázkou, zda vždy existuje 
v uzavřeném intervalu (a, b) rostoucí spojitá funkce <p, pro kterou platí 
<p(a) = ď, <p(b) = b' a jejíž graf má právě maximální možnou délku, t. j . rov
nou číslu (b — a) + (bf — a'). Tento problém podle sdělení doc. Fr. NOŽIČKY 
formuloval akademik E. ČECH. Ukážeme v dalším, že takové funkce existují 
a že tvoří hustou množinu v prostoru spojitých neklesajících funkcí xp, defino
vaných v intervalu (a, 6) a splňujících podmínky xp(a) = ď, tp(b) = b'. Je zřej
mé, že to stačí dokázat pro případ a = a' = 0, b = b' = 1. 

2* Nechť J je uzavřený interval (a, 6), a < 6, a nechť C značí metrický 
prostor reálných funkcí, spojitých v J. Metrika v C je jako obvykle defino
vána vztahem 

e(<ri> <Pt) = m a x \<px(x) - <p2(x)\ . 
XeJ 

Budiž dále L množina těch funkcí X e C, jejichž grafem je lomená čára, sklá
dající se z konečného počtu úseček. Je-li X e L, budeme říkat, že bod roviny 
o souřadnicích x, X(x), kde x * J, je úhlovým bodem funkce X, mění-h tam graf 
funkce X směrnici. Mezi úhlové body funkce X budeme počítat i body [a, X(a)], 
[6, X(b)]. Dva různé úhlové body A, B funkce X nazveme sousední, neexistuje-li 
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jiný její úhlový bod, jehož x-ová souřadnice by ležela ostře mezi #~ovými 
souřadnicemi bodů A, B. 

Každé funkci <p e C přiřaďme množinu Lv C L, která se skládá právě z těch 
funkcí X € L, jež splňují tuto podmínku: jestliže bod [x, X(x)] je úhlovým bodem 
funkce X, potom platí X(x) = <p(x). 

Grafy funkcí z L^ jsou tedy tvořeny lomenými čarami, vepsanými grafu 
funkce <p. 

Každé funkci X c L přiřaďme číslo d(X), definované ve smyslu elementární 
geometrie jako délka lomené čáry, která je grafem funkce X. Tím je na množině 
L definován nezáporný funkcionál, který značme d. 

Délka grafu libovolné funkce <p e C se běžně definuje buď jako supremum 
čísel d(X) pro všechna X e Lv nebo jako limita čísel d(Xn), utvořených pro 
nějakou posloupnost funkcí Xn e L^, která splňuje podmínku, že norma dělení 
(t. j . maximum z rozdílů agových souřadnic dvou sousedních ,,dělicích*ť bodů 
funkce Xn) konverguje k nule. Ukážeme v tomto odstavci, že při tomto druhém 
způsobu definice délky stačí předpokládat, že posloupnost funkcí Xn e L^ 
konverguje k <p v intervalu J bod po bodu. 

Dokažme nejprve toto lemma: 

Lemma 2.1. Nechť <p e C a nechť {Xn} je posloupnost funkcí z L^ taková, ze pro 
každé x c J platí Xn(x) -> <p(x). Pak posloupnost funkci Xn konverguje k <p 
v intervalu J stejnoměrné. 

Důkaz: Předpokládejme naopak, že konvergence není stejnoměrná. Pak 
existuje číslo e > 0 a rostoucí nekonečná posloupnost indexů k taková, že ke 
každému k existuje bod yke J takový, že platí 

\h(yk) - ?(ifc)| > e . (2.1) 
Posloupnost {yk} má v J alespoň jeden hromadný bod y. Z posloupnosti {yk} 
lze pak zřejmě vybrat ryze monotónní posloupnost {yt} takovou, že yl -> y 
a že nadto bud pro všechna l platí Xx(yz) < <p(yi) — e nebo pro všechna l platí 
h(yi) > <P(yú + e. Posloupnost {yz} je nekonečná a pro všechny indexy l 
platí y% 4= y. Předpokládejme dále, že {yz} je rostoucí a že pro všechna l platí 

Wi) < <p(yi) - « . (2-2) 
Zbylé tři možné případy se vyřídí podobně. Je pak y 4= # a ze spojitostí funkce 
<p plyne, že existuje <5 takové, ieO < d <Ly —-aaže pro všechna x e (y —- d, y} 
platí 

W(x) - <p(y)\ < j . (2.3) 

Protože <p je v J omezená, existuje kladné číslo K > 1 takové, že pro všechna 
x e J je 

sK 
\<p(x) - <p(y)\ < _ . (2.4) 
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Konečně ježto yx ->y zleva, existuje l0 takové, že pro všechna l > l0 je 

y-%<yi<y- (2.5) 

Z (2.2), (2.3), (2T5) pro všechna l > l0 plyne 

2B 
Uyi) < <p(y) - T . (2.6) 

Dokažme nyní, že pro každý index l > l0 je 

li(v)'fZ<p(V)-\- (2.7) 

Uvažme libovolné i > ř0. Pak z (2.2) plyne, že bod Yx = [yl9 Xx(yx)] není 
úhlovým bodem funkce Xx. Nechť U = X'X" je úsečka grafu funkce Xx, pro
cházející bodem Yx, při čemž X' = [#', Ař(#')], X" = [#", Ař(#")] jsou sousední 
úhlové body funkce Xx. Je pak 

Xx(x') = ?(*') , Xl(x") = ?>(*") , x' < yx < x" . (2.8) 

Označme ještě Ux množinu x-ových souřadnic bodů úsečky U. Rozeznávejme 
dva případy: 

A. Úsečka U nemá kladnou směrnici. Pak pro všechna x € (yx, y}, splňující 
2e 

podmínku x c UXf platí vzhledem k (2.6) vztah Xx(x) < <p(y) -r . Odtud 

užitím (2.3) plyne, že pro tato x platí Xx(x) < <p(x) — -. Vzhledem k (2.8) je 
o 

2e tedy nutně x" = y; platí tedy Xx(x) < <p(y) — — i pro x = y a tedy tím spíš 
ó 

platí (2.7). 

B. Úsečka U má kladnou směrnici 8. Dokažme, že pak nutně s < -^ . Před

pokládejme totiž naopak, že platí s = -—. Pak pro všechna x = yx, splňující 
*>ó 

sK 
podmínku x e Ux, dostáváme Xx(x) = Xx(yx) + s(x — yx) = Xx(yx) + -^T (x—yx) 
a odtud dle (2.6) 

2P PK 

A«(*) <<p(y) - j + j$(x-yi). (2.9) 

Rozeznávejme nyní dva logicky možné případy: 
a) y — d < x = y,. Je pak a i - y j í O a tedy z (2.9) plyne Xx(x) < <p(y) 

- y = Uy)- j \ - I a odtud dle (2.3) 

Д,(a;) < ç>(x) — - | < <p(x). 
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b) x <Ĺ y — ð. Upгavme (2.9) takto: 

/ ч , єK 1 Щ 
Ш < <p(y) + Ӯ I - jfl 

i є K i 
Уi)-

Dle (2.5) odtud plyne 

Ч*) < <P(У) + |-- (Уi - У) + 1"- (* -- Уi) = <p(y) + ! " - ( * 

Odtud a z neгovnosti a; <_ y — (5 dostáváme 

*,(*) < 9>Ы + § (У - й -•y) = y(y) • 
єK 
3 ' 

У) 

což vzhledem k (2.4) dává opět Xi{x) < (̂̂ O-
Dokázali jsme tedy v obou případech a), b), že pro všechna x <1 j / ř , OJ e UV* 

platí Ař(#) < 9?(#)- Speciálně tedy i pro x = a;'. To je však ve sporu s (2.8). 

Tedy nemůže být s > -j-r- , což jsme chtěli ukázat. Nechť tedy s < —-. Pro 
od 30 

všechna x e {yt,y}, x € Ux, platí pak 

li(x) = W + *(* - y,) < Ař(yř) + ^ (x ~y-) . (2.10) 

Ježto dle (2.5) je x - yx < -J, plyne z (2.10) A-(a?) < Xl(yl) + ~, což dle (2.6) 

dává Xx{x) < <p(y) —- —. Odtud vzhledem k (2.3) dostáváme X%{x) < <p{x) pro 
ó 

všechna naše x. Vzhledem k (2.8) musí tedy být x" > y, tedy nerovnost Xt{x) < 
£ 

< <p{y) — -— platí i pro x = y. Tím dostáváme opět (2.7). 
«*• 

Úhrnem jsme tedy pro všech nekonečně mnoho vybraných indexů l> lQ do
kázali platnost vztahu (2.7). Tento výsledek je však ve sporu s předpokladem 
věty, podle něhož Xi{y) -» <p{y). Tedy konvergence funkcí Xn k <p je v / stejno
měrná.1) 

Nyní již můžeme dokázat tuto větu: 

Věta lA.NecMjsou splněny předpoklady lemmatu 2.1. Označme s{<p) supremum 
všech čišel d{X) pro všechna X e L^. Potom posloupnost čísel d{Xn) má limitu a ta je 
rovna číslu s{<p). 

Důkaz: Zvolme libovolné číslo s' < s{<p). Pak existuje funkce X e L^ taková, 
že d{X) > s'. Její úhlové body budte U0, U19 ..., Ur, jejich x-ové souřadnice 
xQ, XX, ...,xr. Budiž dále A' libovolná funkce z Lv. Utvořme z X, X' novou 
funkci X e L takovou, že a) každý úhlový bod funkcí X, X' leží na grafu funkce X, 

%) Lemma 2.1 lze dokázat též takto: Dá se dokázat že všechny funkce z L» jsou stejně spojité, 
a odtud už jak známo stejnoměrná konvergence posloupnosti {Xn} plyne. v 



b) každý úhlový bod funkce A je úhlovým bodem alespoň jedné z funkcí 
A, A', Funkce A je tím jednoznačně určena a je pak zřejmě A c L9. Dále platí 

d(X) :> d(Xf), <ř(A) ;> cí(A) > 8' . (2.11) 

Funkce A vznikne z A' ,,přidáním" bodů Č70, U^, ..., Ur. Několikerým užitím 
trojúhelníkové nerovnosti v rovině dostáváme odtud 

d(X) < d(Xf) + 2 2 !*(*<) - V(*i)\ = d(Xf) + 2 2 M*,) - A'(*,)| . (2.12) 

Odtud dále plyne 
á(3í) - d(Xf) £ 2(r + 1) Q(<p, A') . (2.13) 

Volme nyní za A' postupně funkce An z naší posloupnosti. Dle lemmatu 2.1 platí 
Q(<P> %n) ~> 0. Odtud, z (2.13) a z (2.11) plyne, že pro dost velká n bude eí(Aw) > 
> sf. Tím je věta dokázána a tím zároveň i naše tvrzení o možnosti definovat 
délku shora zmíněným způsobem. 

Dokažme v tomto odstavci ještě lemma, kterého užijeme v dalším od
stavci: 

Lemma 2.2. Funkcionál d je na množině C zdola polospojitý. 

Důkaz: Nechť <p je libovolná funkce z C a nechť ď < d(<p) je libovolné číslo. 
Máme dokázat, že pak platí d(y>) > ď pro každou funkci xp e C takovou, že 
Q(<P> V) Je dost malé. Zvolme funkce A € L^, A' c L,p, přitom nechť A splňuje 
podmínku d(X) > ď. Funkce A nechť má úhlové body UQ, ...,Ur s #-ovými 
souřadnicemi x0, ...,xr. Utvořme novou funkci A e L, která je jednoznačně 
urěena tím, že a) každý úhlový bod funkce A leží na jejím grafu, b) každý úhlo
vý bod funkce A', který nemá společnou x-ovou souřadnici se žádným úhlo
vým bodem funkce A, leží na jejím grafu, c) každý její úhlový bod je úhlovým 
bodem alespoň jedné z funkcí A, A'. Podobně jako v důkazu věty 2.1 dostáváme 
pak 

ď < d(X) < d(~X) S d(Xf) + 2 2 \X(x{) - Xf(x{)\ = 

= d(Xf) + 2 2 \v(*i) ~ K(*i)\ £ d(Xf) + 2(r + 1) Q(<p, A') £ 

^ d(y>) + 2(r + 1) [Q(<p, V) + e(y, A')] . 

Odtud je vidět, že bude-li Q(<p, y>) dost malé, bude d(y>) > ď, neboť k danému 
y> můžeme volit A' tak, aby Q(y>, A') bylo libovolně malé. Tím je lemma do
kázáno. 

3. V tomto odstavci se vraťme k problému formulovanému v odst. 1. Nechť 
symboly C, L, L9 mají týž význam jako dříve, omezme se však nyní až do konce 
na případ J = <0, 1>. Nechť dále C značí množinu těch funkcí <p c C, pro 
něž <p(0) = 0, <p(l) = 1. M budiž množina těch funkcí z C, které jsou neklesa-
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jící, a konečně M* množina rostoucích funkcí z C . Ve všech případech jde 
o metrické prostory. 

V souhlase s (1.1) platí pro každou <p c M 

j/2 <: d(<p) £ 2. (3.1) 

Definujme nyní: D je množina všech <p e M takových, že d(<p) = 2, D* je mno
žina všech <p e M* takových že d(<p) = 2. V tomto odstavci ukážeme, jak lze 
užít Baireovy věty k důkazu tvrzení, že D je hustá v M, což je tvrzení poněkud 
slabší než to, které je vysloveno v odst. 1. K tomu uveďme několik poznámek. 
Především prostor C je zřejmě úplný. Dále: prostory M, M* nejsou kompaktní 
a prostor M* není ani úplný. Naproti tomu snadno dokážeme toto lemma: 

Lemma 3.1. Prostor M je úplný. 

D ů k a z : Vzhledem k úplnosti prostoru C stačí dokázat, že M je uzavřená 
množina v C . Mějme tedy posloupnost funkcí <pn e M, které ve smyslu metriky 
v C konvergují k funkci <p e C . Je-li xl9 x2 e J, xx < x2, pak pro všechna n je 
<Pn(#i) £: <Pn(x*)> P ro tože <pn(xx) -> <p(xx), <pn(x2) -> <p(x2), je i <p(x1) £ <p(x2). 
Tedy <p e M a M je tedy uzavřená v C, c. b . d. 

Nyní můžeme přistoupit k důkazu našeho tvrzení: 

Věta 3.1. Množina D je hustá v M. 

D ů k a z : Definujme množiny i „ c M takto: An je množina všech funkcí 
<p e M takových, že 

% ) ^ 2 - i , 71=1,2, . . . . 

Zřejmě pro každé n platí An C An+1, An =# An+1. Ježto funkcionál d je dle 
lemmatu 2.2 na M polospojitý zdola, jsou jak známo všechny množiny An 

00 

uzavřené v M. Definujme A = 2 An. Dokažme, že An jsou řídké v M a tedy 
n = l 

že množina A je první kategorie v M. Protože každá An je uzavřená, stačí do
kázat, že pro každé n je množina M—A n hustá v M. Ježto však zřejmě mno
žina M n L je hustá v M, stačí k tomu dokázat, že (M n L) —- An je hustá 
v An. Nechť tedy <p e An a nechť e > O je dané číslo. P a k existuje funkce 
A € Ly taková, že Q(X, <p) < \e. Funkce A je neklesající. Nechť <x resp. /5 je mi
nimální resp. maximální hodnota směrnic úseček, které tvoří graf funkce A. 
Čísla oč, /? jsou konečná a platí O <i <x <^ /?. Sestrojme funkci k € L o M, jejíž 
graf se skládá ze dvou úseček, jejichž společný bod má #-ovou souřadnici 
c e (O, 1), při čemž a) v intervalu <0, c> směrnice grafu funkce A je <x', O <£ <x' £ 

£ oč, b) v intervalu <c, 1> směrnice grafu funkce A je /?' I> /?, c) d(X) > 1 —- — . 

Rozdělme nyní každou úsečku grafu funkce A na m stejných dílů. Každou 
takovou částečnou úsečku (pokud není vodorovná, kdy ji ponecháme) na-
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hraďme dvěma úsečkami, vycházejícími z jejích koncových bodů, z nichž 
jedna má směrnici a', druhá /?'; jejich délku volme tak, aby vznikl graf nějaké 
funkce z L n M. Je vidět, že při dost velkém m dostaneme graf jisté funkce 
X e L n M, pro kterou platí Q(X, X) < | e , d(X) = d(X). Odtud plyne X e (L n 
n M) — An a dále 

#(*', ?) ^ e& 9) + e& X) < ¥ + h = *• 
Tím jsme dokázali, že (M o L) — An je množina, hustá v An. Tedy A je první 

kategorie v M. Avšak M je dle lemmatu 3.1 úplný prostor. Tedy dle Baireovy 
věty množina M — A je hustá v M. Avšak zřejmě M —- A = D. Tím je věta 
dokázána. 

Ježto M 4= 0, plyne z věty 3.1 speciálně existence funkcí z M, jejichž graf 
má délku 2. 

4, Dokažme nyní v plném rozsahu tvrzení, uvedené v odst. 1. V našem 
důkazu bude zároveň zahrnuta konstrukce rostoucí spojité funkce z C , jejíž 
graf má délku 2. Tuto konstrukci lze snadno doplnit tak, aby byla efektivní. 

Věta 4.1. Množina D* je hustá v M. 
Důkaz: Budiž <p € M, e > 0. Snadno se dokáže, že pak existuje funkce 

A c L9 o M* taková, že Q(X, <p) < |e . Funkce A je rostoucí, jejím grafem je stou
pající lomená čára. Rozdělme nyní každou úsečku grafu funkce X na m stejných 
dílů. Každou takovou částečnou úsečku AB (A je levý, B pravý její koncový 
bod) nahraďme dvěma úsečkami AC, BC se společným koncem C, a to tak, 
že AC je rovnoběžná s osou x, BC s osou y. Úhrnem dostaneme lomenou čáru 
A* (která ovšem není grafem žádné funkce), pro jejíž každý bod [x, y] platí 
y <1 X(x). Při dosti velkém m dosáhneme toho, že nadto pro každý bod [x, y] 
čáry A* platí X(x) —- y < | e . Uvažme nyní libovolnou vodorovnou úsečku čáry 
A*. Nechť její konce jsou body [a, a'], [b, a'], 0<La<b^=l,a' = X(a) a nechť 
na ni zprava navazuje úsečka rovnoběžná s osou y s koncovými body [b, a'], 
[b, b'], b' = X(b) > a'. V intervalu (a, b/ nyní zkonstruujeme funkci xp, 
která tam bude rostoucí, jejíž graf tam bude mít délku (b — a) + (b' •— a'), 
pro kterou bude platit 

xp (a) = a', xp(b) == b' (4.1) 

a která bude pro každé x e (a, 6> vyhovovat vztahům 
xp(x) <; X(x) , X(x) — xp(x) < \e . (4.2) 

Označme 6 = (b — a) + (6' — a'). Body [a, a'], [b, b'] a půlící bod úsečky, 
kterou tyto dva body určují, nazveme dělicími body řádu 0. (Dva dělicí body 
nazveme sousední v podobném smyslu, jako jsme to dělali dříve u úhlových 
bodů.) Úsečka [a, a'][b, b'] je v intervalu (a, b} grafem funkce, kterou označ
me xpQ. Každou úsečku, která je určena dvěma sousedními dělicími body 
A, B řádu 0, nahraďme dvěma úsečkami se společným koncem C, které vy
cházejí z bodů A resp. B, při čemž bod C je takový, že jeho a;-ová souřadnice 
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leží ostře mezi a>ovými souřadnicemi bodů A, B, podobně i y-ová souřadnice 
leží ostře mezi y-ovými souřadnicemi bodů A, B a bod C leží pod grafem 
funkce f0. Nadto ještě volme bod C tak, aby úhrnná délka takto zkonstruované 
lomené cáry byla větší než 6(1 — -|). Tato lomená cárá je grafem v <a, &> 
rostoucí spojité funkce, kterou označme %px. Dělicími body řádu 1 nazveme 
dělicí body řádu 0 a dále body, které půlí úsečky, tvořící graf funkce ipv Pro 
každé dva sousední dělicí body řádu 1 proveďme konstrukci zcela analogickou 
jako v předchozím případě, a to tak, aby úhrnná délka lomené ěáry, kterou 

tak pro interval (a, &> dostaneme, byla větší než <3(1 — ^ ) . Tato cárá je v <a, 

&> grafem funkce, kterou označme ^p^. Dále definujeme dělicí body řádu 2, 

konstruujeme funkci ^p3, jejíž graf má délku větší než dli — ~ | atd. Obecně 

graf funkce yn nechť má délku větší než d 11 — -^) (zřejmě vždy má délku < d). 

tíhrnem dostaneme v <a, &> posloupnost rostoucích funkcí ^pn, jejichž grafy jsou 
lomené cáry. Označme D množinu dělicích bodů všech řádů, Dx resp. Dy 

množinu #-ových resp. y-ových souřadnic bodů z D. Zřejmě Dx je hustá 
v (a, &>, Dy v <a', &'>. Pro každé x € (a, &> je zřejmě posloupnost čísel y>n(x) 
nerostoucí a zdola omezená číslem X(x) — e/2. Definujme tedy funkci \p v (a, by 
vztahem 

y(x) = lim yn(
x) . (4.3) 

W-*00 

Poznamenejme, že je-li [x, y] dělicí bod řádu n, pak leží na grafu každé funkce 
ym s m I> n. Dále zřejmě každý bod [z, y]e D leží na grafu funkce \p, t. j . 
grafy funkcí \pn jsou-polygony, vepsané grafu funkce \p. 

Dokažme, že ^p je v <a, &> rostoucí. Nechť xx < z2, zv z2 e (a, &>. Pak existuje 
dělicí bod [z, y]eD takový, že zx < z < z2. Nechť [z, y] je řádu n (a tedy i všech 
vyšších). Pak y = ^pn(z) a ježto ^pn je rostoucí, je ^pn(x1) < ^pn(

x) = y < y>n(#2)-
Je však y = ^p(z) a ježto posloupnost {y«(#i)} je nerostoucí, máme dle (4.3) 
V>(xi) .= Wn(xi) < V>n(x) = w(x)- S druhé strany pro každé m^in je ^p(x) = 
= Wm(x) < Wm(x*)> tedy v limitě i ^p(z) <I y(x2). Úhrnem tedy ^p(xl) < v(x*l> 
jak jsme chtěli dokázat. 

Vztahy (4.1), (4.2) jsou z konstrukce zřejmé. Snadno je vidět, že půlením 
úseček v naší konstrukci jsme dosáhli toho, že (4.3) platí v <a, &> stejnoměrně; 
tedy ^p je v (a, &> spojitá. Můžeme tedy psát \pn c Lv pro každé n. Podle věty 
2.1 tedy d<a b> (^w) -> d<a b> (y), oznaěíme-li symbolem d<a b> délku grafu pří
slušné funkce v intervalu <a, &>. Avšak d<a b>tyn) -><5, tedy d<a>6>(^) = ó = 
= (& — a) + (&' — ď) = (& — a) + (X(b) — X(a)). Tím jsme v <a, &> zkon
struovali funkci y žádaných vlastností. To provedeme v každém intervalu 
<<x, /?>, který je tvořen x-ovými souřadnicemi vodorovných úseéek grafu čáry 
A*, a to tak, aby platily vztahy, odpovídající vztahům (4.1), (4.2), a aby 
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v (pc, /?> graf příslušné funkce tp měl délku (/? — oc) + (A(/S) — X(oc)). Všechny 
tyto funkce \p tvoří dohromady v <0, 1> funkci %, která je rostoucí a spojitá. 
Je pak 

<%)*= d<Q,i>(%) = 2 Í(P - *) + W ) - *(«))] = 2 , 

neboť zřejmě 2(0 — *) = 1, 2(^(0) — *(*)) = L D á l e P l a t í #(#> *) < i £ 

a vzhledem k £>(A, 9?) < | e je Q(%, (p) < e. Tedy D* je hustá v M, jak jsme chtěli 
dokázat. 

Резюме 

О МОНОТОННЫХ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЯХ, 
ГРАФИК КОТОРЫХ ИМЕЕТ МАКСИМАЛЬНУЮ ДЛИНУ 

Й. БЕЧВАРЖ (̂ ^^^ВесVа ;̂, Либерец. 
(Поступило з релакцию 21/IV 1955.) 

Целью статьи является доказательство следующих двух теорем: 

1. Пусть С — пространство функций, непрерывных в сегменте ^ = 
= <а, 6), а < 6, с метрикой д((рг, (р2) = т а х \(рг(х) — г̂С )̂!» Фп 9̂2 е С. 

Ж е / 

Пусть (р е С и пусть {Хп} есть последовательность функций из С, графи
ками которых являются ломанные, вписанные графику функции (р. Если 
Хп(х) -> (р(х) для каждого х е ̂ , то Хп -> (р равномерно в ^ и й(Хп) -> Л((р), 
где й означает длину графика соответствующей функции. 

2. Пусть М есть пространство всех неубывающих функций (р е С, кото
рые удовлетворяют условию (р(а) -= а', (р(Ь) = Ъ', а' < Ь\ Пусть О* (О) 
есть множество всех функций (р е М, которые возрастают (неубывают) 
и для которых й((р) = (Ъ — а) + (Ь' — а'). Тогда множество О* (тем 
более и О) является плотным в М. 

Доказательство проводится путём непосредственной конструкции; для 
случая множества О дается также доказательство, основанное на теореме 
Бэра. 
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Résumé 

SUR LES FONCTIONS MONOTONES CONTINUES 
DONT LES REPRÉSENTATIONS GRAPHIQUES POSSÈDENT 

UNE LONGUEUR MAXIMALE 

J l f t ï BECVÂft, Libérée. 
(Reçu le 21 avril 1955.) 

Le but de l'article précédent est la démonstration de deux théorèmes sui
vants: 

1. Soit C Vespace de toutes les fonctions continues, définies dans Vintervalle 
fermé J = (a, 6>, a < 6, muni de la métrique Q((plf (p2) = max \(px(x) — (f2(x)\, 

sceJ 

<ply (p2 e C. Soit <p € C et soit {Xn} une suite de fonctions de C dont les représentations 
graphiques sont des polygones inscrits à la représentation graphique de <p. Soit 
K(x) -* (p(x) pour chaque x € J. Alors Xn-><p uniformément dans J et d(Xn) -> 
-> d(<p), d désignant la longuer de la représentation graphique de la fonction 
respective. 

2. Soit M l'espace de toutes les fonctions <p € C non-décroissantes qui satisfont à 
la condition <p(a) = a\ <p(b) = b', ar < V. Soit D*(D) Vensemble de toutes les 
fonctions <p e M croissantes (non-décroissantes) qui satisfont à la condition d(<p) = 
= (b — a) + (b' — a'). Alors Vensemble D* (et, à plus forte raison, l'ensemble 
D) est dense dans M. 

La démonstration est basée sur une construction directe; pour le cas de D 
encore une autre démonstration est donnée, usant le théorème de Baire. 
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