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Casopis pro p&stovani matematiky, ro¢. 81 (1956)

APROXIMACE PRVNI VLASTNT HODNOTY INTEGRALNI
ROVNICE LINEARNIM FUNKCIONALEM

LUDVIK JANOS, Praha.

(Doslo dne 4. dervence 1955.) DT:517.948

V préci je nvaZovéana prvni vlastni hodnota 2, integralni rovnice, po-
pisujici pfiéné kmity pruZného kontinua, jako funkciondl ALM] na mno-
#iné vSech moZnych rozloZeni hmoty.

Je tu ukézano, Ze existuje préavé jeden linedrni funkcional, ktery pred-
stavuje nejlepsi aproximaci funkcionalu A[M]. Je déle propoéitan kon-
kretni ptiklad.

V préci se budeme zabyvat okrajovym problémem

[%’(%)]” = o?u@)yx) 01, (1)
y(0) =y(1) =0, y"(0)=y"(1)=0. (1a)

Diferencialni rovnice (1) popisuje pfiéné kmity pruznych kontinui (nosniky,
hiidele a pod.), ¥(x) znaéi prihyb v misté z, p(x) je ptevricena hodnota tuhosti
v misté z (p(x) = EJI—(Q:S’ kde J(x) je moment setrvadnosti priufezu, u(x) je
hustota hmoty v misté « a ® znaéi frekvenci kmitdni. Krajové podminky (la)
vyjadiuji okolnost, Ze v krajnich bodech (podpory, loziska) jsou prihyby
a ohybové momenty nulové.

Postupnou integraci rovnice (1) s ohledem na krajové podminky (la) dosta-
neme pro funkei y(x) homogenni integralni rovnici tvaru

y(@) = w?([]’(x, 8) y(s) m(s) ds . (2)

Funkce I'(z, s) je Greenovou funkei okrajového problému (1), (la) a rovnice
(2) je ekvivalentni s timto problémem. Rovnice (2) ndm v$ak nabizi dilezité
zobecnéni na piipady, kdy hmota je na intervalu {0, 1) rozlozme jak spojitg,
tak i nespojité. Definujeme-li funkei M(x) jako celkovou hmotu rozprosttenou

1
na intervalu (0, z), mizeme integral [I'(z, s) y(s) u(s) ds nahradit Stieltje-
0
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1
sovym integralem [I'(x, s) y(s) dM(s). Zavedeme-li jesté misto charakteristic-
0

1

kych ¢isel ? vlastni hodnoty vztahem 4; = —;, miizeme rovnici (2) napsat ve
3

tvaru

off'(x, 8) y(s) dM(s) = Ay(x) . (3)

Funkce M(x) je nyni libovolna neklesajici funkce na intervalu <0, 1>. Budeme
nyni fikat, Ze v bodé x € (0, 1) neni hmota kdyZ a jen kdyzZ existuje okoli bodu
x € (a, b) takové, Ze funkce M(t) je na ném konstantni. V jiném piipadé bu-
deme fFikat, Ze v bodé x je hmota, a mnozinu téch bodi z € (0, 1) nazveme

J,, tedy J, c (0, 1). V knize [1] jsou dokazany tyto vlastnosti rovnice (3):
1. Jadro je spojitda funkee, spliiujici vztah
I, s)=I(s,z), z,5€0,1),
2, I'x,8) >0, x,8€¢(0,1),

{coz by kone¢né plynulo okamzité po étyFnasobné postupné integraci rov. 1).

3. Jadro je positivné definitni, coZz znadi, Ze systém vlastnich &isel (t. zv.
spektrum) tvoii nerostouci posloupnost nezapornych é&isel 4, > 0, lim 4, = 0.

1—>0

4. V piipadé, Ze mnozina J, je nekoneéna, ma spektrum nekoneéné mnoho
hodnot a kazdou obsahuje jen jednou, coz znamend, Ze linearni prostor vlast-
nich funkei y(x) prislu$ny k libovolné vlastni hodnoté A; ma dimensi 1. Obsa-
huje-li mnozina .J, jen koneény pocet bodi, sestava spektrum z praveé tolika
raznych hodnot.

5. Vlastni funkee y,(x) pfislusna vlastni hodnoté A, md na intervale (0, 1)
pravé ¢ — 1 nulovych bodi.

Budeme nyni studovat prvni vlastni hodnotu integralni rovnice (3) jako funk-
cional na mnoziné v8ech moznych rozlozeni hmot na intervale (0, 1>. Budeme
proto psat A[M], kde M znaci libovolnou nezapornou neklesajici funkei na
intervalu <0, 1. Z rovhice (3) je patrno, Ze studovany funkecional je homogenni
stupeni prvého, coz znaéi AlaM] = aA[M] pro a > 0. ’

MizZeme se proto ve svém vySetfovani omezit na mnozinu téch M(z), pro
néz je M(1) = 1. Tuto mnoZinu nazveme M a sestdva tedy ze viech nezapor-
nych neklesajicich funkei M(x) na intervale <0, 15, pro néz plati M(1) =1
a M(0) = 0. Pro pohodli daldiho vySetfovani je Géelné zavést podmnoziny
M. C M, pro 0 < z < }, definované takto:

Mxz)y=0, 0<z <z,

M(x)egﬁz@{M(x):l’ 1 —z< <.
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M. je tedy mnozina rozlozeni hmot celkové hodnoty 1 na intervale (z, 1 — 2},
pfi ¢emZ na zbylé intervaly <0, 2>, (1 — 2, 1> neptipada Zadnad hmota. Uvé-
dommie si jesté, Ze ne kazdé dveé ruzné funkee z M piedstavuji riznd rozloZeni
hmoty. Tak na p¥. funkce definované takto:

Mx)=0pro0 <2<}, M(z) =}prox=1}, Mi(zx) =1pror <2<1,
a funkce
Myz) =0pro 0 <2<}, Myz)=1pro}<a<l,

piedstavuji stejné rozloZzeni hmoty, nebot plati, Ze
1 1
fg(x) dM, = fg(x) dM,,
0 0
pro kazdou spojitou funkei g(x) a tudiz integralni rovnice

@) = [I(@,5)y(s) A9,
Ay(x) = j‘]’(x,s) y(8) dMy(s) ,
jsou identické.
Je proto udelné, zavést na mnoziné IM ekvivalenci definovanou takto:
M,eWM, M,eM, M,=M,,
jsou ekvivalentnt tehdy a jen tehdy, kdyZ pro libovolnou spojitou funkci ¢(x)e
e C(0, 1) platt Oﬁp(x) dM,(x) = {lzp(x) dM,(x).

Mnozinu M s takto zavedenou ekvivalenci budeme nazyvat mnoZinu roz-

v ¥

loZeni hmot a kazdé tiidé budeme prosté fikat rozlozeni hmoty. Mnozinu I bu-
deme topologisovat zavedenim konvergence posloupnosti. Budeme psat
lmM; =M, M;eM, MM, tehdy a jen tehdy, plati-li pro libovolnou
funkei ¢(z) € C(0, 1)

lim flqo(x) dM(zx) = fl(p(x) dM(x) .
0 0

Je nutno jesté ukazat, Ze takto zavedens topologie je v souhlase se zavedenou
ekvivalenci, tedy Ze plati

M,=N,lmM,= M,imN,=N= M=N,

coz je v8ak bezprostfedné patrno z definic ekvivalence a konvergence. MiZeme
tedy mluvit o topologickém prostoru rozloZeni hmot M. Na tomto prostoru

1

budeme studovat funkcional A{M] a jeho linearni aproximaciy[ M] = [V(z)d M (x),
o . 0

kde funkeci V(x) budeme ftikat ,,vdhovd funkce: V(x) ¢ C(0,1), kde

C(0, 1) je mnozina spojitych funkei na <0, 1> metrisovand supremem absolutni
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hodnoty rozdilu. Pti zvolené vahové funkei V(z) budeme vySetiovat extréma
y[M]
A[M]
yp[M] je spojity na M ve smyslu zavedené topologie, a Ze y[M] obou extrém
nabyva na 9. Bude nds proto zajimat v prvé fadé, zdali M je kompaktni.
To v8ak plyne z toho, Ze nas prostor je homeomorfni s uréitou éasti prostoru
C(0, 1) (v8ech linedrnich funkciondli na C(0, 1)), kterd je vS8ak podle véty
3, § 24, str. 194 knihy [2] kompaktni.

Jde jesté o to dokdzat druhé tvrzeni, Ze totiz funkcional A[M] je na I spo-
jity. Jde tedy o to dokazat, %e nejniZ8i vlastni hodnota integrilni rovnice

vyrazu.yp[M] = na M. Za tim udelem musime ukéazat, Ze funkciondl

Uf I(x, s) y(s) dM(s) = 2y(z) ,

je spojité zavisla na M ¢ M ve smyslu topologie v M. Piedné je vidét, Ze A[M]
je na M omezena, nebot

0<AM] =24, < § F(x x) dM(x) .

(Znamy vztah Z Ay = fF x, ) dM(z), plyne na pf. zé vztaht (5') a (16) str.

198 a 200 mtovane knlhy (.

Podle vét uvedenych o studované integralni rovnici existuje ke kazdé
vlastni hodnoté pravé jedind vlastni funkce y(z), normujeme-li ji podmin-

kou max y(x) = 1. Specidlné pro prvni vlastni hodnotu je prvni vlastni
e €0,1>
funkce y(z), normovana uvedenym zpusobem vSude kladnd na (0, 1). Pro

A; 1 2> 2 m4 pitisludné vlastni funkece uz nulové body na (0, 1) a nabyva zapor-
nych hodnot na (0, 1). Kazdému M ¢ M piislusi tedy &islo A[M] a funkce
Yu(®) € C(0, 1) |ly,ll = 1. DokéZeme nyni, Ze mnoZina v¥ech y, se di vnotit
do praekompaktni podmnoziny K C C(0, 1). Vezméme si za tim Géelem systém
viech operatort tvaru (zobrazujicich C(0, 1) do sebe)

1
Tulgl = [T'(x, ) p(s) AM(s), MeM, ¢(s)€C(0,1)
0

a utvoime mnozinu K vsech funkei tvaru 7',[¢], kde ¢(z) probihd podmnoZinu
vSech ¢ € C(0, 1), pro néz plati ||p(z)|| = 1 a ¢(x) = 0 a M probihé celou M.
O mnoziné K dokaZeme nyni dvé tvrzeni:

1. Mnofina K je stejnomérné ohraniéend, cof znamend, Ze emsmye étslo L tak,
e pro y € K platt ||y|| < L.

2. Funkce mnofiny K jsou stejnomérné spojité, cof znali, fe ke kaidému e > 0
existuje 6 > 0 tak, Ze pro viechna y(x) € K plath |p(x,) — y(x,)| < ¢ jen kdyZ
|y — 2] < 6.
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Z vlastnosti 1. a 2. plyne pak praekompaktnost mnoziny K, nebo-li kom-
paktnost K. (Viz na pt. [2], str. 66.)

1
Dokazeme nyni ob& tyto vlastnosti mnoziny K. Protoze je [I'(x,s) ¢(s) dM (s) <
- 0
< max I'(x,s) pro viechna ¢(s), 0 < @(s) < 1, znamend to, ze C¢islo
x,8¢ €0,1>
L = max I'(z, s) omezuje mnozinu K. Vezméme si nyni libovolnou funkei
1

y(x) € K, tedy y(x) = [I'(x, s) ¢(s) dM a potitejme
(1]

W) — p(a)| = |7 8) — Tla o)) ¢ls) A | <
< [Il (s 8) — T, 5)] p(s) dM(s) .

Protoze I'(z, s) je spojitd v z, s € (0, 1) je tam stejnomérné spojitd a existuje
tedy pro libovolné &> 0 takové & > 0, ze |I'(x,, s) — I'(2,, )| <&, kdyz
|z, — x| < 6 a s €0, 1). Plati tedy

W) — vl < [|7 s) = T, )] gl) AU < ¢

pti Ix2 — xll <0, coZ bylo ukazati. Mnozina K je tedy praekompaktni a
protoZe je tvofena obrazy vSech nezapornych funkei, obsahuje jen neza-
porné funkce. Z toho plyne, Ze mnozina K neobsahuje Zadnou vlastni funk-
ci y, prislusnou k vlastnim hodnotam radu vys&siho nez prvniho. Ukazeme
nyni, Ze funkcional A[M] je spojity na M a Ze zobrazeni M — y, je spojité
na M, kde y, znadi prvni vlastni funkei ptisluSnou M, normovanou podmin-
kou max y,(x) = 1. Protoze v8echny y, lezi v K, jde o zobrazeni M do K a
ze<0,1>

mame ukazat, Ze je spojité na M.

Méjme tedy libovolnou konvergentni posloupnost M;e M, lim M, = M,
M e M, mdme ukdzat, Ze plati lim A[M;] = A[M] a limy, =y, (ve smyslu
topologie v C(0, 1)).

Dikaz provedeme nepfimo. Pfedpokladejme, Ze by tomu tak nebylo a ze
by prva nebo druha posloupnost nekonvergovaly k A[M], resp. y,. Protoze
funkcional A[M] je omezeny na IN

. 1
o< AM < fF(x, z)dM < max I'(z, z) ,
Y}
d4 se z posloupnosti A[M,] vybrat posloupnost konvergentni, majici limitu
4. Protoge y, ¢ K,i=0,1,... a K je prackompaktni da se z posloupnosti

Y, Vybrat posloupnost, konvergujici k néjaké spojité funkei, lezici v uza-
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véru mnoziny K. Nazveme-li tuto limitni funkei y, plati y ¢ K, kde K je uzi-
vér K. Podle piedpokladu nyni plati, ze bud 4 =+ A[M], nebo y =+ y, (nekon-
vergentni posloupnost y; v K, ma v C(0, 1) alespoii dva hromadné body;
jestlize je jeden y,, vezméme za y druhy.) Napidme uz obé vhodné vybrané
posloupnosti

lim A{M,] =1, limy[M,]=1y.

Protoze y,, jsou vlastni funkce, plati

1
fr(x’ S) yM,(S) dﬂ[,(é‘) = ;'[Mi]y:tlf(z) s
. 0
limita pravych stran je rovna )—;f/(x). Pocitejme nyni limitu levych stran

[T, ) 1 (5) AMAS) = [T, 5) g (5) AMs) —

— le(x, s)y(s) dM; + fif(x, 8) y(s) dM; =

1 1
— [1'(, 8) [Ya(s) — 9()] AV (s) + [I'(x, ) g(s) AM, .
0 0
Prvy élen je v limité roven nule a druhy piejde v
1
[I'(x, s) y(s) dM(s) .
0

Porovnanim limit obou stran, dostaneme koneéné

! e

[I'(x, 8) y(s) dM(s) = Ay(x) .

0
Uké4zeme, %e neni mozno, aby y(z) = 0 pro vSechna z € (0, 1>. ProtoZe y(x)
je limitou vlastnich funkei y,(x), které jsou normovény podminkou

max y, (¥) = 1, nemize byt y(x) identicky rovno nule na <0, 1), a je proto
ze <0,1> —
vlastni funkei ptislusnou k vlastni hodnoté 4, pro rozlozeni hmoty M. Protoze

vak prvni vlastni hodnota je A[M] je bud A = A[M] nebo je A vys$i vlastni
hodnota. V prvnim piipadé 2 = [M] by muselo byt y =+ y,, a m&li bychom dvé
rizné vlastni funkce pro touz vlastni hodnotu, coZ je spor s predpoklidanou
vlastnosti studované integralni rovnice. Zbyvéa tedy moZnost, ze 1 je vyssi
vlastni hodnota a y k ni pfisluind vlastni funkce. V tom ptipadé by viak
#(x) muselo byti zdporné pro néjaké x a nemohlo by lezet v K, z dehoZ plyne
opét spor. Tim jsme tedy ukdazali, Ze funkcional A[M] je spojity na M a Ze
zobrazeni M — y,, je spojité zobrazeni I do K C C(0, 1). V8echno, co bylo
Feteno o mnoziné M, plati o podmnozinich M,, kde 0 < z < }. V dalsich
uvahéch si zvolime néjaké 0 < z < 1 a dosazené vysledky budou tedy zavislé
na tomto parametru. Pfechodem k limité z — 0, dostaneme koneény vysledek.
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y[M]

] na

Budeme se nyni zabyvat vySetfovanim funkcionilu y[M] =

1

M,, kde y[M] = [V(x) dM(x), pti ¢em% V(x) je zvolend spojita funkce V() e
0

€ C(0, 1). -

Ukézeme, ze A{M] na M, zdola i shora ohrani¢eno kladnymi ¢&isly /, resp. L,.
Predné je

AM < fll"(x, z)dM(x) < max I'(x,z)=L,, xelz,1 —2>.
J ;

ze<2z,1-2>

Zbyvé jesté nalézti &islo I, > 0 tak, aby I, < A[M] pro M e« M,. Jak znamo
pro A[M] plati extreméalni podminka

11
AIM] = max [ [I'(x,s)y(x) y(s) dM(x) dM(s),
. yeC(0,1) 0 O

pii podmince
1

Jyr(x) dM(z) =1,
a tedy 0

11 1 .
AM) = Offr(z, 8) y(x) y(s) AM(x) dM(s), pi [y*(x)dM(z) =1.
0 0
Zvolime-li tedy y(z) =1, 0 < & < 1 je vedlej§i podminka vyplnéna, nebot
1
fdM(x) = 1; dostaneme tedy dolni mez A[M] ve tvaru
0

flflf(x, 8) dM(x) dM(s) < A[M].

00
11
Vyraz [ [I'(x, s) dM(x) dM(s) je funkciondlem na M a na M, nabyva jen klad-
00

nych hodnot, nebot nazveme-li

min I'(z,s) =1,, plati zfejmé
z,8€42,1-2>
11

f fr(x, s) AM(x) AM(s) > I, [[AM(x) AM(s) = I, .
00 00

Protoze je I'(x, s) > 0 na (0, 1) 2(0, 1), je I, > 0. Je tedy A[M] omezeno shora.
v[M]
A[M]
definovano; protoze y[M] i A[M] jsou IM, spojité, je i y[M] spojity, a protoze
M, je kompaktni, nabyva y[M] svého minima i maxima na M,. V dalsim
pijde o to najit hodnoty obou téchto extrémi. Za tim tdelem zavedeme
nékteré pojmy.

Zavedeme pojem tselky na M,, spojujici dva prvky z M, takto:

Vezméme M, N e M,, to znamend, Ze plati M(x) =0 pro 0 <z <z,

M1 —2z)=1a M(z,) < M(x,) pro x; < x,, 2,, %, € {0, 1>, a totéz pro N.

i zdola na M, kladnymi &isly, z &ehoZ plyne, Ze

je véude na M,
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Vezméme libovolné ¢ e <0, 1) a utvoime funkeci (1 — t) M(z) + tN(z); je
vidét, Ze pro kazdé ¢ lezi funkce (1 — t) M + tN v M,. Studujme né¥ funkecio-
nal y[M] na dseéce MN. Funkcional tim prejde ve funkci parametru ¢. Piedns
ukéZeme, Ze funkei, kterou takto dostaneme, muzeme derivovat. Poditejme

1
(1—1) fV dM+th(x)dM
/1[(1 — )M T tN]
Citatel derivaci m4; jde tedy jen o to ukézat, Ze i jmenovatel mé derivaci.
Dokazeme nejdiive vétu o ptirtstku funkciondlu A[M]. Vezméme dva libo-

volné prvky M,, M, e M, a oznadme i, As, ¥,, ¥, piisludné vlastni hodnoty
a vlastni funkce. Plati tedy vztahy

(1 — &) M + tN] =

1
fF(x, 8) y1(8) AM(s) = Ay () ,

1
ff(z, 8) Ya(s) AMy(s) = A:ys(2) ;
0

z nich integraci a odeétenim dostaneme vztah

1 1
Alfyl(x) Yo(x) AM o(x) — Az{?/l(x) Yo(x) dM ((2) =

ffp(x 8) Y1(8) ya(x) A M (s) dM y(x) —

- JJF(“’: 8) Y1(x) ya(s) AM () dM (s) .

Protoze viak jadro I'(z, s) je soumérné, je prava strana rovna nule; jako
vysledek méme vztah

1fy1(x) Yo(x) dMy(2) = lzf?/l (x)dM, . (4)

Protoze y,(x) a y,(x) nenabyvaji na (0, 1) nikde nulovych hodnot, je vyraz
1

J9:(%) yy(x) AM, + 0; miZeme psat

0

1
fyl(x) Ya(x) dM y(x)
Ay = Ay I B

1 ’

: (.)[yl(x) Ya(x) A M, (x)

z &ehoz
f Y1(%) Ya(w) AM y()
Ay — A _ - —1. (5)
[yl (%) yo(x) AM ()
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Vezmé&me nyni opét tsetku (1 — t) M + ¢tN; pak funkcional A[M] se ¥tane
na ni funkei parametru ¢, kterou ozna¢ime A(t). Polozime-li ve vztahu (5)
M,=M, M,=(1—t¢) M + tN, dostaneme

At) — 4 ,.,2,': fyo ) dM Hf% ylm)dN_lz

e o
f Yo(@) yu(x) AM

t[“f?/o(w) x) dN — f./o(x ) Yi() d]l[]

9

f Yo(Z x) dM

¥,(x) zde znac¢i vlastni funkei pfislusnou k bodu (1 — t) M + tN. Protoze

podle dokazané véty o spojitosti je lim y,(z) = y,(x), dostaneme délenim ¢ a
t--0

piechodem k limité pro ¢ — 0 pro derivaci zprava funkee A(t) vyraz

(@), =" , (©)
£l f yi(x

kde y,(x) je vlastni funkece piislusnd bodu (1 — t) M + tN pro t = 0, tedy
bodu M.

Vyraz pro derivaci funkcionalu A[M] podél dsetky vychazejici z bodu M a
jdouci do bodu N je tedy

1
[y () AN
(%ﬁ) —amy |t 1. (7)
ts o
[y3(@)aM

1
Vyraz pro derivaci funkecionalu y[M] = [V(x) dM podél tsecky (1 —t) M +
0

+ tN je
(%tz) . :fV(x) dy — fV(x) aM 8)

a pro derivaci funkciondlu y[M] = pEd] odél usetky (1 — t) M + tN
Al M| p
v bodé M je tedy

1 1
ay [Viw) V@) [yil) AN ()
(d—,) =M = (9)
o [V(@) dM () { yu(@) dM ()
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Budeme nyni fikat, Ze bod M je bod lokdlniho maxima (minima), jestlize
prava strana vztahu (9) je pro vSechna N ¢ M, < 0 (= 0). Z kompaktnosti
mnoziny M, a ze spojitosti y[M] plyne, Ze mnozina bodi lokilniho maxima.
a mnozina bodi lokdlniho minima nejsou mnoZiny prazdné, nebot existuje
alesponi jeden bod lokalniho maxima, totiz bod absolutniho maxima, a bod
absolutnitho minima funkcionalu y[M]. Pro urditost se budeme zabyvat hle-
déanim bodi lokalniho maxima. Necht tedy bod M je bodem lokélniho maxima
Protoze y[M] je kladny funkcional na M, (V(x) jsme vybrali tak, ze V(z) > 0,
pro z € (0, 1)), plyne z podminky

fV dN(x) fm)dN()
<0, proNeM,

f V(x) dM(2)  [yi(x) dM(2)
podminka
fyu(x) d.M (x) fyM ) dN(x)

. (10)
fV(x ) d M (x) f V(x) dN(z)

Vztah (10) musi platit pro viechna N ¢ M,. Aby tomu tak mohlo byt, musi

rozlozeni hmoty M byt takové, ze hmota je pouze v téch bodech x € (2, 1 — 2)
2

kde funkce yv”((;—)) dosahuje svého absolutniho minima na <z, 1 — z). Mno-

zinu téch bodu x e (0, 1), v nichz je hmota pfi rozloZzeni M, jsme nazvali

Ju. Tedy v naSem pripadé je J, C (2, 1 — 2); nazveme-li mnozinu téch boda

intervalu (z, 1 — z), na nichZ funkece ‘71}'((:)1 nabyva svého absolutniho mi-
nima V, C (2,1 — 2>, musi byt splnén vztah

Ju C V. (11)
Kdyby totiz vztah (11) nebyl splnén, existovalo by takové z e (z, 1 — 2D,
Z> v ném je sice hmota x € J,, ale funkce yV?,,((xx)) je vném vétsi nei“ (rznlmv % ((S)

Pak by vSak bylo moZno nalézti takové N ¢ M,, Ze by platilo
1 1
[yi(x) AN(z)  [y%(x) dM ()
0 0
1 < 1
[V (x) AN (x) [V(x) dM
i 0

To plyne pfimo z nasledujici véty: Budtez A(x) = B(x) kladné spojité funkce
na {0, 1) a necht plati min A@) _ 1. Pak funkcional
re<0,1> B(x)
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fA(x) dM(x)
O,M -

1 b
[B(x) dM(x)

v
nabyva na M minima rovné 1 a to na viech takovych M ¢ M, pro néz plati
J,C A,, kdez A4, je mnozina téch z, pro néZ A(x) = B(x). Jestlize J,, C 4,,
pak ziejmé plati

1

JA(x) AM
————>1.

[B(x) dM
0

1 1
CJyhdN [y dM
Nerovnost - < 2

1
[van Jvam

0 0
toZze funkce V(x) > 0 na (0, 1), 1ze najit kladnou funkei U(z) tak, aby bylo
V(z) = U?*(x). Pak mnoZina V je mnozina téch bodu z € (z, 1 — z), na nichz

Yu(®)
U(x)

, je v8ak ve sporu s nerovnosti (10). Pro-

funkce nabyva svého minima, které nazveme m. Pak tedy

Yu(8) = mU(s) pro sedz,1—2), } (12)

Yu(8) =mU(s) pro seV,.
Pro funkei y,(s) plati podle pfedpokladu rovnice

1
Of I'(@, 8) Ym(s) AM(s) = AL M] y,() -
ProtoZe pro ta s, kde je hmota s €J,, je podle (11) taz s eV, a podle (12)
tedy y(s) = mU(s), je leva strana integralni rovnice identickda s vyrazem
|
m [I'(x, s)U(s) dM(s), nebot ty body s € {z, 1 — z), které nelezi v J, nemaiji
0
na hodnotu integralu vliv. Pravé strana integralni rovnice spliiuje vztah

AM)y,(x) = mAMU(x), pro zelz,1—2)

AM] y,(x) = mAIMU(x), pro zed, .

Porovnénim tedy dostaneme vysledek

1

[Tz, 8)U(s) dM(s) = A M]U(z), pro xe(z1—2),

0 ’ ) (13)
fll’(x, s)U(s)dM(s) = AIM]U(x), pro zed,.

0
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Vztahy (13) tedy uddvaji nutnou podminku, kterou musi spliiovat kazdy bod
lokalniho maxima M. DokaZeme nyni, Ze tyto vztahy jsou téZ dostadujici
k tomu, aby bod M byl bodem lokalniho maxima. Pfedpoklddejme, Ze plati
vztahy (13) a oznaéme opét min l"g)l = m a mnoZinu téch z e (z, 1 — 2,

relz,1 -2>
Yu(®)
U(x)
ukazeme, ze J, C V,. Kdyby totiZ tomu tak nebylo, existoval by bod te./,,
ktery by nelezel ve V,, a tedy by platilo y,(t) > mU(t). Protoze vSak v bodé
t je hmota, musi pro v8echna z € (z, 1 — z) platit nerovnost

ve kterych funkce

tohoto minima nabyva V., C {z, 1 — z). Nejprve

f]I’(x, 8) Y, (s) dM(s) > m_[IF(x, s) U(s) dM(s) .
0 0

Tato nerovnost bude tedy platit i pro =, v némz plati y,(x) = mU(x); aviak
podle predpokladaného vztahu (13) je

mfll’(x, 8) U(s) dM(s) = mA[ MU (x) ,
z ¢ehoz . 0

fo(x, 8) Yu(8) dM(s) > miA[M]U(x) = AL M]y(z) ,

coz je spor. Tim jsme ukézali, Ze jsou-li splnény vztahy (13), plyne z toho
J, C V,; z toho viak ziejmé plyne vztah (10) pro libovolné N, coZ viak podle
definice znaéi, Ze bod M je bodem lokdlniho maxima. Vztahy (13) tedy udavaji
nutnou i postatujici podminku, aby bod M byl bodem lokalniho maxima. Je
ziejmé, Ze obracenim nerovnosti ve vztahu (13) dostaneme analogicky podmin-
y[M]
w(M]”
dostaneme nutnou a postadujici podminku lokdlniho maxima ve
tvaru

ku lokalniho minima. Dosadime-li do podminek (13) vztah A[M] =

1
Ul(x) [ U(x) dM(s) 1
> < y[M] pro zelz,1 —2),

[I(x, s) U(s) dM(s)
° L (14)
U(x) Of U2(s) d.M(s)

T = y[M] pro wedy.
6I'I’(av, 8) U(s) dM(s)

Vztahy (14) musi tedy byt splnény pro kazdé M ¢ M,, v némi velidina y,,
dosahuje svého lokalniho maxima, specidlné tedy pro to M ¢ M,, v némz je
dosazeno absolutniho maxima. Necht M, a M, jsou body lokdlniho maxima
a necht J, = J,, coi znamena, Ze obé rozd&leni M, a M, maji hmotu ve
stejnych bodech. Pak mtzeme tvrdit, ze kaidy bod tsetky (1 — t) M, + tM,
je bodem lokalniho maxima a Ze veli¢ina y[M] je na této tselce konstantni.
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Dikaz tohoto tvrzeni je jednoduchy. Podle (13) plati pro M, a M, vztahy

flf(x, 8)U(s) dM,(s) > A[M,]U(x), pro zelz,1—2),
0

fll"(x, sJU(8)dMy(s) > A[IM,]U(x), pro xelz,1 —2).
0

Znak > se méni v rovnost pro x ¢J, = J, = .J, . Nasobime-li prvy vztah
1 — ¢, druhy ¢, t €0, 1), a seéteme, dostaneme

[T, 8) Ue) A1 — &) M, + tM] = (1 — ) M, + tM;) Ue),
0

pii ¢emz znak rovnosti plati opét pro zeJ,; avak J, je ziejmé identické
8 Ji1_tyu, + 1, PTO t € {0, 13, z EehoZ plyne, Ze bod (1 — ¢) M, + tM, je bodem
lokalniho maxima pro kazdé ¢ € (0, 1>. Zbyva dokazat, Zze y[(1 — t) M, + tM,]
je konstantni funkei ¢ na intervalu (0, 1>. Vé&c je vSak jasni. Funkce
w[(1—28)M,+tM,] ma totiz pro viechna ¢ € {0, 1> derivaci, nebot podle definice je

1 1
(1 —¢)fUzdmM, +tfUzdM,
0 0 .
AMQA —t) M, +tM,]  °

titatel zlomku derivaci mé a vypoétem se snadno zjisti, Ze i jmenovatel ms
derivaci rovnou

p[(1 —t) M, +tM,] =

da(t) [yi(z) A, — [4(z) dM,

_ 0

1 1 ’
(1 — [ yi(@) AU, (@) + [ yi(w) AM (=)

z toho plyne, %e funkce y mé na <0, 1> derivaci. Protoze kaidy bod
(1 —1t). M, + tM, je bodem lokélniho maxima, musi mit funkce y pro kazdé
t € {0, 1) derivaci rovnou nule a je tedy konstantni. Dokazanou vétu lze pou-
z7it pti skutetném vydislovani extrémnich hodnot funkciondlu [M], jak
pozdéji ukazZeme.

Nyni se v8ak obratme k otdzce, jak dobie lze viibec veli¢inu A[M] pii daném

1
osciladnim jadte I'(z, s) aproximovati vyrazy typu [V dM. UvaZujeme tedy
0

mnoZinu v8ech funkeionald fl VdM, V e C(0,1), M € IM,. Protoze A[M] je na
M, kladny funkcional, mﬁieome kazdé V € C(0, 1) prifadit nezdporné &islo N ,'
(relativni nep¥esnost aproximace fl Vdm):
’ 1
[vam

Ny = sup |~ —1].
VS e AL
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Tim jsme definovali na C(0, 1) nezdporny funkecional N,. Funkcionil N, je
spojity na C(0, 1), coz dokazeme takto:
Vyraz pro N, lze psati téz ve tvaru

N,:max{suprdM 1, 1 'fdeM}'.

wen, ALM] stam, ALM]

[Vam

stadi tedy, kdyz ukdZeme spojitost na pr. vyrazu sup
Mellt A[M]
Méjme tedy dvé blizké V, V' e C(0, 1), sup [V(z) — V'(zx)| = 6. Vzhledem
2e<0,1>
ke kompaktnosti M, existuji body M resp. M’ tak, ze plati
fvam [vamr fviam  [v'dm-
sup = ~—, sup = -
M, A[M] }'[M] M, }'[M] ]‘[M]

Nyni vSak plati nerovnosti
[vamr (v’ dm” < Jvam: [y’ dm
A[M'] AAM — AM] AM
v dm” _ [vam < v am~ _ [V am”
A[M"] AIMY — AL ALM)
Protoze A[M] mé na M, dolni mez

AM > flfll’(x, ) dM(x)dM(s), M eM,,
00
je
AM] > min I'(x,s)=A>0.

x,8¢<2,1-2>

A je vzhledem k vlastnostem oscila¢ni funkee I'(z, s) riizné od nuly a hotejdi
nerovnosti vedou k nerovnosti

Jvau:  [vidMr| _ 8
. A My | T A

kterd ukazuje spojitost funkcionalu

[VdM
na C(0,1).
by e OO
Obdobné bychom dokizali spojitost
vd

e
o, z[M]

z ¢ehoz uz pak plyne spojitost
v ax

A[M]

na C(0,1),

sup — 1\ na C(0,1).
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Protoze C(0, 1) neni kompaktni, nemiZeme tvrdit, Ze N, nabyva svého mi-

nima na C(0, 1). My viak ukdZeme, Ze tomu tak jest, ze tedy existuje jakasi
. 1

funkce V* tak, Ze plati inf N, = N,., a tedy, Ze funkcional [V* dM, pied-
0

VeC(0,1)
stavuje nejlepsi linedrni aproximaci velidiny A[M].
Pristoupime nyni k dikazu: Vezméme funkei I'(x, x) ¢ C(0, 1) a utvoime
! 4
! [I(z, x) A M (z)
4]

N e = L ———
ren = O | T A0
1

Protoze viak [I'(x,x) dM(x) piedstavuje horni aproximaci
0

AM) < fII"(x, x) dM (),
muzeme éislo N o) PS&L Ve tvaru0
f1 I'(z, x) dM(x)
N @z = sup O—Q,.Z.[_MT__ _

Oznaéme na chvili

S — —a>0.
aren,  ALM] r =

Protoze M, je kompaktni, existuje jakési M, tak, ze plati

fll’(x, z)dM, = «A[M,] .

0

1
Hledejme nyni takové g, aby funkecional BfI'(x, x) dM(x) daval nejmensi
0

1
fvauw |
mozZnou nepiesnost. Vyraz I?Ilcltl‘)l OT[W —1 ] Ize psat téZ ve tvaru
fvam . Jyam
m“{i?%, o T |
[z, x) dAM ()

Funkcional “— nabyva svého maxima na M, a svého minima

o
na funkeich typu M(z) = 0prox < ¢,2<t<1—=z, M(x) = 1 proz > ¢, coZ
! 1

je patrno z vyrazu pro stopu >4, = [I'(2, ) dM(x). Na funkcich zvoleného
0

1
[ I'(x; ) AM ()

2 — nabyva hodnoty 1.

typu je totiz A[M] = I'(¢, t) a funkcional Ay
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Pro tato M je mnoZina J, jednobodovd J, = (¢) a tudiz A[M] = I'(¢,t).

Hodnota tohoto minima je rovna jedné. Protoze funkcional g %ﬂ )

[I@,z)dM .
l[ﬂ_f]—_—’ je vyraz

nabyva svého maxima i minima na tychz M jako
1

pro nepiesnost aproximace g I'(x, z) dM dana vyrazem
0

Ny =max[fx — 1,1 — f].
Jedna se tedy o to, nalézt
inf Ny = min{max[fx — 1,1 — f]};
B

2 o —1

i Ve = a_I——l' Nyni tedy jiz vime,

snadnym poétem dostaneme f =

s | I'(x,x)

1
2 ’ ’ v —_— —
Ze aproximace g f I'(z, x) dM(x), dava nepiesnost N » TS
0

Nyni zbyva ukézat, Ze neexistuje lepsi linedrni aproximace, tedy Ze plati
> x—1 ,
x+1
Vezméme tedy libovolnou V e C(0, 1) a hledejme dolni odhad veli¢iny N,.
Ten dostaneme, stanovime-li nejvétsi hodnotu veli¢iny ’
|
|

VeC(0,1).

1
[vam
¢ 1
ALM] \’
ne vsak na celé IM,, nybrz jen pro specidlni M ¢ IM,. Za tato specidlni M bu-

deme volit
1. viechna diskretni jednobodové rozlozeni (J, = (t),z <t <1 — 2),

1
2. M,, pro niz plati [I'(x, x) dM, = xA[M,].
0

Pro M z prvé skupiny plati A[M] = I'(t, t) a tudiz

V(t)
N, > sup Two

zst<1-z2

b

l
1
pro M, plati [I'(z, x) dM, = «xA[M,], z dehoz
0

[V () AM,()

|
}cx—'—uwm - —1].
ﬁ
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Protoze I'(t,¢) > 0 na <(z,1 — 2z), muZeme poloiit AUN = H(t); nyni
‘ F(t" t) 2<t<l1-z

v8ak plati
sup |H(t) — 1| = max[ max H(t) — 1, 1 — min H(#)].

tedz,1-2> , te<z,1-2> te <z,1-2>

Polozime-li max H(t) = H, min H(t) = h, muZeme psit
te<z,1-2> te<z,1-2>

N, > max{H — 1,1 — h}.
1
[V(x) dM,

’ V] o v ’
Vyraz - —————— miZeme napsat nyni ve tvaru

fr(x9 x) dMO
0

[Hez) I, 2) dM (x)

[T(z, x) dM(z)
0
Plati ziejmé
[H(z) I'(z, x) dM,()
h< < H,
[T, x) dMy()

0

z tehos

1
[V(x) dMy(x)

x- Y 1< a«H —1;
[I(z, z) dM(z)

ah — 1<

z toho dale
N, >ah—1, N, >1—0aH.
Spojenim viech ziskanych nerovnosti dostaneme
N, >max{H — 1,1 — h,oh — 1,1 — xH} .
Avsak snadnou tivahou dostaneme rovnost
. o —
Il{l;f};{ma,x[ﬂ — 1,1 —h,ah—1,1 —xH]} = -i~£-,
z ¢eho# plyne, Ze pro kazdou V e C(0, 1) plati
a—1
llv" TS 2ree
2
x—+1

To ale znamend, %Ze funkce I'(z, z) je jednou z hledanych funkei V*(x).

ProtoZe viak vyraz .
max[H — 1,1 — h,0xh — 1,1 — xH],
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jakozto funkce H, k, uvazovana v oblasti H > h, nabyvd svého minima

T ) _
v jediném bodé h = H = R plyne z toho, ze funkce H(t) = w8
je konstanta. Proto funkce V*(x) = »&—~2_FT I'(z, z) je jedinou funkei, na ni%
1
[vam
funkcional N, = sup |%———— — 1| nabyvi svého minima.
metn, | ALM]

Cislo « je definovano takto:
1
[I(z, x) dM (z)
= °- .
YT, Ml
protox =1 + Ny, 0.

Vysledek tedy zni: Nejmen&i mond chyba, se kterow je mozno funkciondl

A[M] aproximovati linedrné, je rovna —&(—”'i—. Tim je tedy na mnoZiné
2 ‘+‘ NI"(a:,m)
N X,z
0 vSech osciladnich jader I'(z, s) zaddn funkeciondl @(2)[(x, s)] = 5—+ res
2 + NP(::: )

[Index 2z vyznaluje okolnost, Ze vie se vztahuje k urdité M,. z € (0, }), ktery
ud4vé, s jakou presnosti lze linedrng aproximovati funkciondl A[M] pro zvo-
2

lenou I'(x, s), pti demz nejlepsi aproximace je dana funkei N*(x) = ST Nros
I'(x,%)

. Iz, x).]
To vie se v8ak dosud vztahuje na zcela urditou IM,. Koneény vysledek

2¢(0,%)
obdrzime teprve limitnim pochodem pro z — 0.

Vezm&me tedy libovolnou nezépornou funkei Ve C(0,1) a k ni piislusict

1
aproximaci y[M] = [V dM. Pak N, je definovino takto:
0

[v
e = o
Hodnota N, pii pevném V zavisi na ze (0, }). Budeme zkoumat existenci
fl Vdm
liqu)l N,. Polozme jako diive yp[M] = O—A[M_T . Funkciondl y[M] je omezeny
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na kazdé IM,. To plyne na pf. ze vztahu (14). Z nich snadno obdrzime ne-
rovnost

U(z) U(s)
p[M] < max T s)

M, z,5€€z2,1-2>

kde opét U(x) =-V ﬁ_x_) JestliZe 1ze najit stejnomérné omezeni L,, tedy plati-li

sup Uz) U(s)

= Lv s
zee0,1) 1 (2, 8) o

pak je y[M] omezeno na > M.
) 2€(0,3)
Definujme funkei ¢(z) z € (0, }) takto: ¢(z) = max p(M]. Funkece ¢(z) je ne-
2¢(0,3) MeM,
rostouci na (0, 3) a omezena na (0, }). DokaZzeme, Ze je spojita v (0, ). Necht
tedy je lim 2, = 2, z;,, < z;,. Pak plati

(2. 1) = ¢(2:), @(z;) = max y [M],

M,

lim ¢(2;) = lim max y[M] = sup y[M] = max p[M] = ¢(2) ,
i—c0 2i—>00 uem . "‘ v !l? MeMi,

¢imZ je dokazana spojitost ¢(z) na (0, 1). Nazveme ¢ = lim ¢(z). Méjme nyni
z—0
danou oscila¢ni funkei I'(z, s). Pak &islo @,[I'(z, s)] oznaduje nejmensi moznou

nepftesnost linedrni aproximace funkcionadlu A[M] na mnozing M,. Toto &islo
je podle piedchéazejiciho rovno

-N x.x
D[I(@,8)] = 5 p +’1‘(,r; -
kde Np . znaéi nyni
1 1
i ({ Iz, ) AM(z) Of I'(z, x) M (z)

Nr@s = ———r— — = —_—  — 1= — 1.

re Metht, ALM) 1 | ?}:tl'?t Al M) 1=9¢()—1

I'(x, x) . I'(s, s)

Jestlize nyni I'(x, s) m4 tu vlastnost, Ze funkce To@,s) je omezena

na &tverci (0, 1) x (0, 1), existuje-li tedy

Ve VT _ ;
= Lp &+ © )
z,f:(lgl) F(x, 3)

pak podle piedchazejici véty plyne, Ze hodnota

o1 o = 1
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zavisi spojité na z a je omezena na (0, ). Ma tedy limitu
—1
OL (=, 8)] = lim O I(x, 8)] = 2,
z—0 ' 1
ktera udava, jak dobie lze linedrné aproximovat funkcional A[M] na celé M
pro zvolené jadro I'(x, s).
Jako piiklad uvedeme vypocet veli¢iny @[I'(z, s)] pro ptipad, Ze oscilaéni
jadro I'(xz, s) je Greenovou funkei okrajového problému
y""(2) = ®u(@), (15)
y(0) =y(1) =0, y'(0)=y"(1) =0, (15a)
coz je specialni ptipad okrajového problému (1), (1a) pro p(x) = 1.
Integrujeme-li postupné rovnici (1) s ohledem na okrajové podminky (la),

obdrzime ekvivalentni integralni rovnici (2), v niz jadro I'(z, s) bude samo
linearnim funkcionadlem na mnoziné funkei p(z);

Iz, s) = w2flU(x, s, t) p(t) dt . (16)

Universéalni funkce U(z, s, t) je dana vztahy

Uz, s, t) = U(s, z,t), (1 —2)(1—1), 0<s<x
Uz, t,8) = sz(l —s)(1 —t), 2<s<t, (17)
e <t, (L—spat, t<s<1.

Dosadime-li do (16) p(x) = 1, pak integraci vztaht (17) dostaneme vyraz pro
I'(z, s) problému (15) a (15a). Pro funkei I'(x, ) vychazi I'(z, x) = d2*(1 — 2?).
Vezméme nyni opét pevné z € (0, }) a pocitejme hodnotu N, na IM.. Hle-
dame tedy d&islo

1

[I(z, x) AM (z)

0

wew,  AM]

Polozime-li V(x) = I'(x, x) = $2*(1 — z)?, pak ze zdkladniho vztahu (11)
Jy C V, plyne:

Jestlize M je bodem lokdlntho maxima funkciondlu LF-(Q—;}%JZ};%?)
Yy je prislusnd vlastni funkce, pak plati J,CV,, kde V, je mnofina téch
x ez, 1 — 2>, pro néZ plats

@) e Ya()
21— ) tecrw H1—1)
ProtoZe yx je urdeno az na multiplikativni konstantu, miZzeme #4dat, aby
Yu(t)

et =g = 1. Z toho plyne pak, Ze funkce (1 — x) probiha pod
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funkei y,(x) na intervalu {z, 1 — 2) a %e ,,hmota’ muze byt jeding tam, kde
se obd kiivky dotykaji.

Déale budeme funkei z(1 — x) oznadovat U(z) a funkei y,(x) budeme psit
kratdeji y(x).

Necht tedy M(Z) je hledané extremélni rozloZeni hmoty a 4 = % k nému

ptisludnd prvni vlastni hmota. ProtoZe funkce M(x) nemusi mit derivaci
M’ (x) = u(x), nemizZeme a priori tvrdit, Ze je splnéna rovnice (15), t. j. ze
plati y""(x) = w?u(z) y(x). Po integraci této rovnice vSak dostaneme integro-
diferencidlni rovnici

y'(@) —y"(0) = sz[ y(6) dM (), , (18)

které spolu s krajovymi podminkami (15a) musi extremélni funkce M(t) vy-
hovovat.

Vezméme nyni mnoZinu J, a oznaéme z, = min J, (J, je uzaviend). To
tedy znamend, Ze na intervalu <0, z,> neni hmota a tudiz podle (18) plati
y'(®) —y"(0) =0, 0 < ax < x. Jinymi slovy y(xr) na intervale <0, x> je
polynomem nejvyse tietiho stupné. DokaZeme nyni, ze funkce y(x) je na ce-
1ém intervalu <0, 1> konkédvni, t. j. Ze plati y"(z) < 0.

Integrujme za tim tdéelem rovnici (18) v mezich od 0 do z s ohledem na
okrajové podminky (15a)

y'(z) — zy"(0) = w20f<x — tyy() dM() ; (19)

1
polozime-li zde x = 1, dostaneme — y”(0) = w?[(L — ¢) y(t) dM(t), coz do-
0

sazeno do (19) dava

y'() = wzf(f(x )y AM(D) — 2[(1 — 1) y(t) AM(1)]
a po upraveé
x 1
y'@) = = o0 — 2ty AL +2f(1 — )y AH@].  (20)

Protoze funkce y(t) je kladna na intervalu (0, 1) a protoze (0,1) n J, =+ 0,
plyne z toho dokonce y”(2) < 0 na (0, 1). Z toho viak plyne, Ze funkce y(x) ma
na intervalu <0, %) tvar

yY(x) = ax — cx?, (21)
kde

a>0, ¢c>0. (22)
Kftivky U(z) a y(x) se dotykaji v bodé z, e (2, 1 — 2>. Mohou nastat dva pfi-
pady: 1. zye(z, 1 —2), 2. ¢ (2, 1 — z). Ukazeme, %e prvy piipad nemize
nastat.
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Kdyby totiz bylo z < x, < 1 — z, musely by byt splnény vztahy
Uy = y@o), U'(m) =y'(@), U'(x) < y'(w) (23)

které plynou z toho, Z%e na (z, 1 — 2) je U(x) < y(x) a na V,, je U(z) = y(x);
(J» C V,). Dosazenim (21) do (23) dostaneme soustavu vztahii

xo(1 — x,) = ax, — cxy ,
1 — 2w, = a — 3cxj , (24)
— 2 < — 6ex, .

Z prvnich dvou vztaht v8ak plyne 1 = 2cx,, coz dosazeno do posledniho vzta-
hu (24) dava spor.

To znamend, Ze plati druhd alternativa, Ze totiZz z, je bud z, nebo 1 — z.
Kdyby vSak nase extremala M byla té povahy, %e by x, = 1 — 2, pak vzhle-
dem k soumérnosti okrajového problému by funkce M(z) =1 — M(1 — x)
byla taktéz extremalou, pro niz by bylo x, = z. MiZeme proto predpokladat,
Ze x, = 2z, coz znadl, ze zeJ, C V,.

Dokézeme nyni, Ze J,, neobsahuje interval, tedy Ze nemuze byt (z,, ;> C J,
kde z < 2, < z, < 1 — 2. Kdyby totiz bylo <{z,, z,> C J,, bylo by téz
{xy, 3> C Vyy, coi znamend U(z) = y(x) pro z e {x,, Z,»>. Derivovanim tohoto
vztahu dostaneme y”(z) = U”(x) = [2(1 — z)]” = 0. To vSak by bylo ve sporu
se vztahem (18), nebot y”(z) by musela byt rostouci funkei na (z,, x,>. Déle
ukazeme, Ze z neni hromadnym bodem mnoziny V,,, tedy Ze z € V,, — (). Kdyby
totiz bylo lim z; = 2z, x; ¢ V,, — (2), byly by splnény vztahy

U)=y), U@)=y@), xeVy— (), U'le)=<y'(x),
a vzhledem ke spojitosti vech funkei by z toho plynulo
UR)=y@), UR=yGr, Uk<yE.
Z toho viak plyne analogicky spor jako ze vztahi (24). Bod z je tedy isolova-
nym bodem mnoziny V.

Nazveme z; = min[V, — ()], (pokud V,, = (2)).

Dokézeme, Ze z, je opét isolovanym bodem mnoziny V,. Piedné jestlize je
2, =1 — 2z, je véc jasnd, nebot v tom piipadé V, se sklada z dvou bodu
z a 1 — z. MuZeme tedy pfedpokladat, Ze z < x, < 1 — z. Kdyby bod z, byl
hromadnym bodem V,, existovala by prosta klesajici posloupnost &; eV,
takova, ze by platilo lim &; = z,. Pro kazdé &; a pro z, plati vztahy

y(&) =U¢), yx)=Ulx), y(¢)=U'E), y@)=U').
Nyni plati '
V(E) = v@) _ o UE) = U'@) _ o

y (xl) = llm '——*éz?ar—— = 11m §i — xl
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Funkee y(x) a U(z) se tedy shoduji v bodé z, a%z do druhych derivaci véetns.
Nazveme nyni rozdil y(x) — U(x) = g(x). Protoze na intervalu (z, z;) neni
hmot a protoze U""(x) = 0, plyne z toho, Ze g""(x) = 0, x € (2, ;). ProtoZe
zeV,, spliiuje g(x) tyto okrajové podminky:

9(z) =0, g(x,)=0, g(x)=0, g'(x,)=0.

Z toho vsak plyne, Ze g(x) = 0 na (z, z,), coz znamend y(z) = U(x) na (z, x,)
a tedy (2, z;) C V,, coz je spor s faktem jiz dokdzanym, Ze z je isolovanym
bodem mnoziny V. Je tedy x, opét isolovanym bodem mnoziny V.

Nazveme opét z, , = min[V, — (2) — (,)], pokud je oviem V, =+ (z) +
+ (2y).

Dokézeme nyni, ze plati jiz , = 1 — z. V opa¢ném piipadé by totiz z, a
Z, byly vnitinimi body intervalu <{z, 1 — 2), tedy (z,, x,) C (2, 1 — z); odtud
plyne splnéni vztaht

Y) = Ulxy), yla) =Uly), y'(@)=U'm), y@)="U).

Rozdil g(x) = y(x) — U(x) mé na intervalu (2, ;) nulovou étvrtou derivaci,
nebot na intervale (z,, z,) neni hmota. Plati tedy g(x,) = 0, g(z,) = 0, ¢'(z,) =
=0, g'(xy) = 0, g"(x) = 0, x € (x,, x,). Z toho plyne, Ze g(x) = 0 na (2, x,)
a odtud (z, ) C V,, coZ odporuje tomu, coz bylo uZ dokazino, zZe totiz
z, je isolovanym bodem mnoziny V,,. Tim jsme dokazali, Ze x, = 1 — z.

Pro mnozinu V,, jsou tedy zatim tyto moznosti:

a) Vy=1(), b)Vy=0@)+ @, ¢ Vy=02)+ @)+ 1—2),

DV, =r+01A—2), z<z<] —2.

Piipad (a) nastat nemize, nebot pak by J, = (2) a tedy M by nebyl bodem

1
[I(x, x) AM
absolutniho maxima funkcionalu ‘L-WM—]——-—«, nebot pro to M, pro néz je
1
[z, ) AM
— P
Ju = (2), je AL 1.

Piipad (b) téZ nemuzZe nastat, nebot zaménou x — 1 — x dostaneme spor
plynouci ze vztahi (24).

Nyni dokaZeme, Ze ani piipad (c) nemuze nastat. Rozdilovd funkce g(z) =
= y(x) — U(x) by v tomto piipadé totiz spliiovala vztahy
g) =0, gr) =0, g1 —2)=0, g'@®=0, ¢g'(x) =0,
g””(t) —:;0 , g””(t.) —_ O s . (25)
te(z,z), te(x,1 —2),
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nebot v intervalech (z, z), (¥, 1 — z) neni hmot. Ze zdkladni rovnice (18) plyne,
ze funkce y”(t) ma v bodé ¢t = @ skok rovny w®mU(z), kde m je hmota v bodé ,
tedy: '

m = lim M(s) — lim M(s),

takze m > 0. Ze vztahl (25) plyne, Ze funkce ¢(t) je uréena vztahy:
[t — 2R byt — 2P, te(za), ”
g(t)_{az(t——x)2—{~b2(t——x)3, te(x,1 —2). (26)
ProtoZe g(t) mé spojitou jeSté druhou derivaci, je a, = a, = a, a protoZe je
g"(t) > 0, musi byt @ > 0. Aby mohlo byt g(z) = 0, g(1 — z) = 0, musi byt
by>0 a b,<O0. (27)
Protoze je U”(t) = 0, je skok funkce y”(¢) v bodé z roven skoku funkce g(t)
v témzZ bodé&, coz viak podle (26) dava, Ze

lim g”(t) — lim ¢”(¢) = 6(by, — b,) .

t—+x t——x
Je tedy 6(b, — b,) = w*mU(x). Protoze viak podle (27) je b, — b, <0 a
w?m . U(x) je nezaporné &islo, je to spor, coz dokazuje, Ze jediné piipad d) je
mozny. Mnoziny V, = J, se tedy skladaji ze dvou bodu:

Vey=dJdy=()u (1 —2). (28)

S extremalou M (z) je extremalni téz M(z) = 1 — M(1 — z),*) a podle vysledku
(28) plati, ze J, = J 5, z tehoZz podle véty o uselce extremal vpiedu dokazané
plyne, Ze té% 3(M + M) je extremala, tedy Ze muzeme predpokladat soumér-
nost extremalniho rozlozeni hmoty M. Funkce M(x) m4 tedy tvar

Mx)=0, 2e{0,2), Mx)=1, zez,1—2>, Mx)=1, ze{l —2, 1),

neboli v bodech z a 1 — z je hmota rovna }.

1
[z, x)dM
0

AM)
funkei M. Citatel zlomku méa hodnotu HI'(z,2) + I'(1 — 2,1 — 2], coZ ze

soumeérnosti I"je rovno I'(z, z). Jmenovatel je A{LM], tedy &islo vyhovujici integ-
ralni rovnici

Nagim tkolem je vydisleni funkcionalu

pro tuto extremalni

of I'(x, 5) y(s) dM(s) = 2y(x) ;

ta se v nagem ptipadé redukuje na soustavu rovnie
3 2) y(2) + 3z, 1 — 2) y(1 — 2) = WY(2) ,
M1 —2,2) () + 301 — 2,1 —2)y(1 —2) = Ay(1 — 2) .

*) M vznikne z M soumdrnosti podle bodu 3.

327



Protoze M = M, je ¥y(1 — z) = y(z). Z prvni rovnice dostaneme 1 = }[I'(z, z)+
1
[I(x, x) dM (x)

+ I'(2, 1 — 2)]. Studovany funkcional y[M] = *— M mi extre-
malni hodnotu revnou
2I(z, ) »
I'(z,2) + I'(z,1 —2)° (28)

Integraci vztaht (17) pro p(z) = 1 dostaneme
F(Z, Z) = %ZZ(I - 2)2 H F(Z, 1 — Z) = %22(1 - 222) ’
coZz dosazeno do (28) dava vysledek

1
[z, ) dM(x)
@ = lim sup o | =

20 | Meh, A[M] | 3
a tedy
' _e—1_1
D1z = FES I

Zdvérem dékuji dr LADISLAVU SPadKkoVI, lauredtu st. ceny za podnét k této prdci a za
cenné rady, které mi pii jejim vypracovdnt poskytl.
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Pesome

AMIIPORCUMAILINA TIEPBOTI'O COBCTBEHHOI'O 3BHAYEHUA
OQHOPOIHOI'O MHTEI'PAJILHOI'O YPABHEHN S JINHENHBIM
OYHRIMOHAJOM
JIVIBUK AHOII (Ludvik Jéno¥), IIpara.

(ITocrymuiro B pegakuumio 2/VII 1955 r.)

Hamn paccyxkpmenna ocHOBHBAIOTCS HA MHTETPAjbHOM YPaBHEHUH
1
[T, 8) y(s) AM(s) = 2y(=) ,
0

rpe I'(x, 8§) — wonebmiomeeca Appo @ M(s) — mpoussoibHasg HeyOmBawouag
¢yuxnus Ha {0, 1), ynosnerBopsiiomas ycaosusam M(0) = 0, M(1) = 1. Ilycrs
MHOecTBO 3THX QyHrmuit Gymer IN.

CrneKTpoM HHTErpajbHOTO ypaBHEHHSA ABIACTCH yOnIBaIOLIasA IOCJE0BA-

TEJIbHOCTh MOJIOMKHUTEJIbHBIX YHCEJI }» > }»2 > )»3 > ..., U Kamjpgoe M3 3ITUX
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unced A, Apiaserca gyaxumonanom va IM: 1,[M], M « M. Hac 6yger unrepeco-
BaTh, ¢ KAKOi TOYHOCTHI0 MOMKHO aNNpPOKCHMMHPOBaTh QYyHKIUOHAN A[M] =

1
= A[M] na M nuneitnniv ynxnumonasnom y[M] suna y[M] = [V dM, rpe
0

,,BecoBag‘‘ ¢yurnus V uenpepsiBHa Ha {0, 1>, cmegoBarenbHo, V e C(0, 1).
,,Herounocrsio‘* annpoxcumanuu y[M] nasosem ymeiio

N, = sup 1.

Mett

My
ITUM MBI OIIpefesHJIi HeKOTOpHil ¢pynknuonan na C(0, 1):

flVdM l
1

0
N = k|
OrnocurenbHoO 3TOro (QyHKIMOHAJNA MBI JIOKa3ajy, 4YTO OH HEIpepHBeH Ha
C(0, 1), npuHIMaeT TaM CBOe MIHNMMAaJbHOEe 3HAYEHMe U IPUTOM TOYHO B OJHOM
toure. Dyuxuusa V* e C(0, 1), HA KOTOPOH JOCTUraeTcA 5TOT MHHUMYM, OIpe-
HeJIsIeTCsA COOTHOLICHHEM !

, VeC(0,1).

2
= I Ny (@@

1 HayuMeHbIlasgd HETOYHOCTH ]V,m JaHa COOTHOIIeHueM

V*(x)

M= Nreo
2 4+ Nr@a
Kax Buano, BblUMCcJeHUEe HETOYHOCTH HAWJIy4Ymied ANNPOKCHMAIMU CBOJAMTCH
K Buncsienuio ynena Ny . B Buge npumepa Bounciaeno Ny, AA caydas,
xorpa [(z, s) aBngerca GyHkuumeli I'puna Kpaepoii 3amaun

Ay"(@) = p)y) , y(0) =y(1) =0, y'(0)=y"(1)=0.

B srom caysae HaxogmM HeTOYHOCTH N rems = 3, ciemoBaTejbHO
N, —1
4 v — T

Zusammenfassung

EINE APPROXIMATION DES ERSTEN EINGENWERTES
EINER HOMOGENEN INTEGRALGLEICHUNG DURCH
EIN LINEARES FUNKTIONAL

LUDVIK JANOS, Praha.
(Eingelangt 4. VII. 1955.)

Der Gegenstand unserer Uberlegungen ist die folgende Integralgleichung:

0f I(=, 8) y(s) dM(s) = Ay(z) ,
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wo I'(x, 8) ein Oscillationskern und M(s) eine beliebige nicht abnehmende
Funktion auf <0, 1> ist, welche die Bedingungen M(0) = 0, M(1) = 1 erfiillt.
Die Menge dieser Funktionen sei .

Das Spektrum der betrachteten Integralgleichung bildet eine abnehmende
Folge: A, > 1, >"4; ... positiver Zahlen und jede dieser Zahlen 1, ist ein
Funktional auf M: 1,[M], M ¢ M. Es interessiert uns, mit welcher Genauigkeit
es moglich ist, das Funktional A{M] = A,[M] durch ein lineares Funktional

1

y[M] = [V dM zu approximieren, wo die ,Gewichtfunktion V eine ste-
0

tige Funktion auf {0, 1) ist.
Als die Ungenauigkeit der Approximation y[M] nehmen wir die Zahl:

v[M]
N, = e — 1.
| " e | A0M) !
Dadurch ist aber ein gewisses Funktional auf C(0, 1) definiert:

1

[vam

— °
NV_;?le)‘( A7 ll, VeCO,1).

Wir haben bewiesen, dass dieses Funktional stetig auf C(0, 1) ist und dass es
dort sein Minimum erreicht und zwar genau fiir eine Funktion V* € C(0, 1).

Die Funktion, auf der das Minimum erreicht wird, ist durch die Beziehung

V*(x) = QTJ%E; I'(z,z) bestimmt.
Die dazugehorige kleinste Ungenauigkeit ist
Nrea
Nyo = ——F—.
" 72+ Nrwe

Man sieht, dass die Berechnung der Ungenauigkeit der besten Approxi-
mation auf die Berechnung des Zahles N ., reduziert ist. Als Beispiel ist
die Zahl N, ., berechnet fiir den Fall, dass I'(z, s) eine Greensche Funktion
des Randwertproblems

Ay (@) = p@yx), y(0)=y1)=0, ¥y (O0)=y"(1) =0, ist.

In diesem Fallist N, ,) = 3, also Ny = §.
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