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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 82 (1957), Praha 

0 KIEFER-WOLFOWITZOVĚ APROXIMAČNÍ METHODĚ 

VÁCLAV DUPAČ, Praha. 

Poš lo dne 20. ledna 1956.) DT: 519.282 

Jsou vyšetřovány asymptotické vlastnosti Kiefer-Wolfowitzova 
stochastického iteraěního postupu pro odhad hodnoty x = @, v níž 
regresní funkce M(x) nabývá svého maxima. Rozlišují se dva případy: 
V prvním se předpokládá, že derivace M'(x) leží mezi dvěma přímkami 
s kladnými směrnicemi ( = vlastnost V) a že rozptyly odchylek od 
regresní funkce jsou ohraničené; v druhém případe se předpokládá, že V 
platí v nějakém okolí 0, že odchylky od regresní funkce jsou ohraničené 
a že je znám konečný interval obsahující 0. V obou případech jsou 
odvozeny řádové odhady rozptylů n-týéh aproximací, je zodpověděna 
otázka o optimální volbě konstant an, cn a za dodatečných předpokladů 
je dokázána asymptotická normalita vhodně normovaných n-tých 
aproximací. Myšlenkově je vzorem práce K. L. CHUNGA [7], v níž se 
studují obdobné vlastnosti Robbins-Monroovy methody pro řešení 
rovnice M(x) = ot. 

1. Stochastické aproximační methody 

Stochastickými aproximačními methodami se nazývají jisté iterační po
stupy, jimiž lze přibližně řešit tuto úlohu: 

M(x) je funkce, jejíž analytické vyjádření neznáme, která však splňuje 
určité předpoklady. Kromě těchto předpokladů lze získat další informaci 
o funkci M(x) jenom tak, že zvolíme libovolně nějakou hodnotu x a k ní 
experimentálně zjistíme hodnotu y = M(x) + £> kde e je určitá náhodná 
složka. Pokusů můžeme provést Kbovolný, avšak konečný počet; hodnotu x 
můžeme od pokusu k pokusu měnit a to i v závislosti na výsledcích pokusů 
předcházejících. Je-li xn hodnota x zvolená v n-tém pokusu, pak nechť pod
míněné rozložení pravděpodobností náhodné složky en závisí jen na xn (a ni
koli na pokusech předcházejících) a střední hodnota tohoto rozložení nechť 
je rovna nule. 

Úkolem je nalézt co nejlepší přiblížení té hodnotě x> pro niž funkce M(x) 
nabývá nějaké význačné hodnoty (na př. svého maxima nebo dané hodnoty 
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Úlohy řešení rovnice, resp. nalezení extrémů funkce mají popsaný charakter 
v mnoha praktických případech, kde funkční závislosti jsou zjišťovány empi
ricky. Jestliže náhodné složky jsou zanedbatelné velikosti, nebo jestliže ne
známe pouze parametry funkce M(x), ale známe typ této funkce (a splňují-li 
přitom náhodné složky určité předpoklady), lze k řešení použít běžných 
method praktické analysy, v posledním případě ve spojení na př. s methodou 
nejmenších čtverců; není-li tomu tak, jsou úloze adekvátní stochastické apro
ximační methody. 

První methodu tohoto typu (pro řešení rovnice M(x) = oc) odvodili EL ROB-
BIIŇTS a S. MOFKO [1]. Autoři předpokládají: 
{H(y\x)} je systém distribučních funkcí, závislých na reálném parametru 

oo 

x; M(x) = fy áH(y\x) je regresní funkce; oc je daná, © hledaná konstanta; 
- oo' 

dále platí 
c 

(A) existuje konstanta G > O tak, že fdH(y\x) = 1 pro —- oo < x < + oo,' 
~c 

a budto 
(B) M(x) _ oc — ó pro x < 0, M(x) >̂ oc + 6 pro x > 0, pro nějaké 6 > O, 
nebo 
(B-.) M(x) je neklesající, M(6) = a, M'(&) > 0. 

OO 00 

Budiž {an} posloupnost kladných čísel taková, že ^an = -f oo, ^an < -f oo. 
n=l n » l 

Zvolme libovolně konstantu xx a pro n ^ 1 definujme 
a W = xn + an(oc — yn), 

kde yn je náhodná proměnná, jejíž distribuční funkce pro daná xl9x2,... 
..., xn; yx, y%,...,yn~i j©st H(y\xn). Za těchto předpokladů xn konverguje 
k © (pro n -> oo) podle kvadratického středu a tedy také podle pravděpodob
nosti. 

J . WOMOWITZ [2] nahradil (A) předpokladem 
co 

(Ax) \M(x)\ <; C, f(y — M(x)Y áH(y\x) < <r2 pro — oo < x < + oo 
- co 

a současně zeslabil (Bx) na 
(B2) M(x) 0 oc pro x 0 0, M(x) je rostoucí pro \x — @\ < <5, 

inf [2f(a?) — a| > 0. 

Za těchto předpokladů sew konverguje k © podle pravděpodobnosti. 
J . R. BLUM [3] nahradil první nerovnost v (Ax) slabší nerovností |-M"(#)| <̂  

^ C + D\x\, C^>0,D^O, současně zeslabil (B2) na 
(B3) M(x) ^oc pro x ^ ©, inf \M(x) — oc\ > O pro lib. O < ó\ < á2 

a dokázal, že za těchto předpokladů xn -> © s pravděpodobností 1. 



Konvergenci xn~> 0 s pravděpodobností 1 dokázal rovněž <•*-. ELAX.LIANPTJR 
[4] za původních RM předpokladů, s jistým omezením na volbu konstant 
an. (Toto omezení obsahuje implicitně i omezení na funkci M(x).) Důkaz je 
odlišný od Blumová a umožňuje jako vedlejší výsledek horní řádový odhad 
veličin bn = E(xn — 6f. 

Odhady veličin bn se podrobněji zabýval L. SCHMETTEREB. V článku [5] 
vychází z předpokladů 

(A2) E[(yn - oc)*\ £ C = C(xx, 0) pro n = 1, 2, ..., 

(B4) M(x) 0 oc pro x 0 0, \M(x) —• oc\ >̂ K\x — 0\ pro — oo < x < + oo 
a nějaké jK > 0; 

v článku [6] pak vychází z předpokladu (A) a 

(B5) Jí(a;) ^oc-ptox^0, \M(x) — «| >̂ JKTja? — <9| pro jg — <9| < e, \M(x) -
— oc\ ;> _B pro |# — <9| 2> 6, pro nějaká Z > 0, J5 > 0, a > 0. 

(Předpoklad (B5) je slabší než (BJ.) V obou případech je dokázána konver
gence xn -> 0 podle kvadratického středu a při speciální volbě an jsou odvo
zeny horní řádové odhady veličin bn. V prvním případě platí 

(°» = i ' ^<«<1)=>b» = 0(lr)' 
(°» = ¥' a > iH«= 0(i) ; 

v druhém případě 

(a» = Í.' ¥ < « < *) =*ž" = ° (nMî -̂L.d-,,))) ; 

a » = = ¥ * 6 » = = 0 ( l ^ ) ' 
kde JKX je určitá konstanta závislá na M(.), C, \xx — <9|. 

Pozoruhodné asymptotické vlastnosti EM methody odvodil EL. L. CHXJíra 
[7]. Rozlišuje dva případy — „omezený" a „quasi-lineární". Vprmím případě 
vyslovuje předpoklad (A), dále 

(B0)M(x) 0oc^tox0Q, M'(0) > 0; 
(C) inf \M(x) — oc\ > 0 pro každé d > 0; 

\x-e\>d 
případně ještě 

co 

(D) J(y - M(x)Y dH(y)\x) I> išT > 0 pro -- oo < a; < + oo , 
— co 

CO 

(E) f(y — M(x)f dH(y)\x) = o* > 0 pro — oo < a; < + oo . 
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Za předpokladů (A), (B0),'(C) apři volbě an = — , < e < —, kde Kr 

je určitá konstanta závislá na M(.), C, \xt — 0\, odvozuje horní odhady pro 
absolutní momenty (1% = E [|a?n — 0\r] všech řádů, za dodatečného před
pokladu (D) také dolní odhady pro /?£> a za dodatečného předpokladu (E) 

dokazuje1), že liínitní rozložení náhodných proměnných n 2 (xn — 0) je 
a2 

normální s nulovou střední hodnotou a s rozptylem -—, kde ax = M'{9). 

V druhém případě nahrazuje (A) předpokladem 
(Ao) Ií(x) je ohraničená v každém konečném intervalu, 

0 < hm in£—— <1 lun sup —— < + oo 

a vyslovuje další předpoklad 
00 

(F) / (Í/ — M{x))v dH(y\x) <LK„ pro — oo < x < + oo a pro nějaké sudé p > \ 
- oo 

rt 1 

Za předpokladů (AQ), (B0), (C), (F) a při volbě an = —, a > -=7„ (K" má ob-
dobný význam jako K') odvozuje horní odhady pro /S^, r ^ p a za dodateč
ného předpokladu (E) a za předpokladu, že (F) platí pro každé sudé p > % 
dokazuje,1) že limitní rozložení náhodných proměnných n%(xn — 0) je nor-

o, 0
 a a

 T 

Závěrem je za jistých podmínek dokázáno, že veličina xn+l9 kterou dosta
neme provedením n kroků KM methody, je asymptoticky minimaximákiíni 
odhadem 0. 

Zobecněním RM methody na případ, kdy x i M(x) jsou ž-rozměrné vektory,, 
se zabýval J .R. Blum [8]; za dosti speciálních předpokladů dokázal,žezobec-' 
něná RM methoda konverguje s pravděpodobností 1. 

J . KIEFER a J. WOLFOWITZ [9] odvodili (vhodnou modifikací RM methody) 
stochastický iterační postup pro odhad hodnoty x = 0, v níž regresní funkce 
M(x) nabývá svého maxima: 

NecM H(y\x) a M(x) mají týž význam jako dříve; dále nechť 
(A') M(x) je rostoucí pro x < 0 a klesající pro x > 0, 

00 

j(y — M(x))2 dH(y\x) <I a% pro — oo < x < + oo; 

1) Důkaz obsahuje chybu (neoprávněné použití 1. věty o střední hodnotě v integrálním 
poctu); nicméně tvrzení i základní myšlenka důkazu jsou správné. 
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(B') existují fi > O, B > O tak, že 

\x' -0\ + \x" -0\<p=> \M{x') - M{x")\ £ B \x' - x"\; 

(C) existují Q > O, B > O tak, že |a' — aj*| < Q => \M{x') — Jř(a;'')| < B; 

(D') k libovolnému d > 0 existuje jr(á) > O tak, že 

|a? — @j > d => mf — - -̂ > 7t{6). 
Í<5>e>0 S 

Nechť {an}, {cn} jsou posloupnosti kladných čísel takové, že 

< + 00. 
oo oo oo / \ 2 

Cw -> O, 2 an = + OD , 2 Wn < + <*> > 2 T2) 
ÍI = 1 n = 1 ti *= 1 \ C n / 

Zvolme libovolně konstantu a?2 a pro w I> 1 definujme 

~ __ ~ i „ Ž̂ an — Ž/gn-i 
JOn+1 — Jsn "T Wn ; - 5 

Cn 

kde y2«> Vrn-i jsou náhodné proměnné, jež pro daná xl9 x29..., xn;yl9 y2,..», 
..., ž/2n-2 m a j í P° řadě distribuční funkce H{y\xn + cn), H{y\xn — cn) a jsou 
nezávislé. Za těchto předpokladů xn -> 0 podle pravděpodobnosti. 

J . R. Blum dokázal [3], že KW methoda konverguje s pravděpodobností 1; 
00 

přitom lze vynechat předpoklady (B') a yancn < + oo. Eovněž tato methoda 
n = l 

byla v [8] zobecněna na případ, kdy M{x) je funkce h proměnných. 
Naproti tomu nebyly dosud odvozeny odhady veličin bn a (nezvrhlá) limitní 

rozložení xn; rovněž nebyla zodpověděna otázka — kterou kladou KW v [9] — 
o optimální volbě konstant an, cn. Částečné řešení těchto problémů je po
dáno v následujících odstavcích tohoto článku. Předpoklady KW methodý 
jsou modifikovány tak, aby bylo možno použít Chungovy myšlenky důkazu. 

Rozlišuji opět dva případy; v prvním — „quasi-parabolickém" — jsou před
poklady (B'), (C), (D') nahrazeny jediným předpokladem 

(E') K0 \x — 0\ £ \M'{x)\ £Kt\x- 0\ pro - co < x < + oo 

a je dokázána konvergence xn -> 0 podle kvadratického středu. (Konvergence 
neplyne z dříve uvedených vět, neboť předpoklady (E') a (C) se navzájem 
vylučují.) 

a c 1 

Pro posloupnosti {an}, {cn} typu an = —9 cn = —, kde oc = 1 =>a > -g^, 

jsou odvozeny horní řádové odhady vehčin bn a je dokázáno, že volba ot =- 1, 

y = h která dává odhad bn = O l—\, je optimální v následujícím smyslu: 
Jestliže budto oc 4= 1 nebo y # \9 potom existuje systém {H{y)\x)}9 splňující 
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(A'), (E') a takový, že bn = O""1 V~jr\ P^o nějaké a > 0. Za dodatečného 

předpokladu 
(W) I J I ř ^ ) ! . ^ Q pro - oo < x < + oo ; 

je optimální volba oc = 1, y == J, která dává odhad bn = O l—j; za dóda-

tečného předpokladu 
(G') Jř(2*+D(0) = O , | J ř ^ + % ) i f̂  -á»+i{2jfe + i)[ 

pro —- co < x < + oo, fc — 1 , 2,.«. 

existuje k libovolnému e > O takové y0, že (ťx = 1, y ==- y0) -->bn = O j - j ^ J . 

Jsou-H splněny předpoklady (A'), (E') a dále 
oo 

(H') cr2(a?) = /(y — M(x)YAH(y\x) je spojitá a kladná v nějakém okolí 0, 
— 00 

(I') pro každé sudé p > 2 existuje JT^ tak, že 

/(ý — M(x)y áH(y\x) <LKP pro - oo < x < + oo 

a nastává-li některý ze tří případů: 1° y í> J<% a v nějakém okolí 0 existuje 
spojitá M"(x) < O, 2° y > -1* a platí (F) , S° platí (G'), potom náhodné proměn
né n^~2y) (xn — 0) jsou asymptoticky normální se střední hodnotou O a 

s rozptylem ^ pro * < 1, ( 2 w a _°|^. y ) ^ pro * = 1, k d e o% = <T*(6>), 

m=*\M'{e)\. 
Druhý případ — ohraničených odchylek od regresní funkce — je charak-

terisován předpokladem 
(A") M(x) je rostoucí (klesající).pro x < © (x > O), 

M(X) + C 

existuje O > 0 t$k, že / dH(y\x) = 1 pro —• oo < x < + co, 
Jf(as)-<7 

existuje omezený interval (A> By takový, že 

1« 9 . (A, B), 2° * non . <A, B> => i%|*) « {j j £ J f ££> ; 
dále předpoklady (C), (D') a lokálně (pro \x —- @j <I á) vysloveným před
pokladem (E'). Poslední předpoklad je splněn zejména tehdy, když existuje 
M"(&) < 0. Speciální tvar distribučních funkcí H(y\x) pro x non € <J., By 
není omezením, jestliže je předem známo, že &e(A, B)\ potom lze totiž 
H(ý\x) a M(x) změnit vně intervalu (A9 By ve shodě s (A") a ostatními před
poklady. 

Za předpokladů (A"), (C), (D') a (B') platí (s nepatrnou změnou) všechna 
tvrzení, dokázaná pro první případ; rovněž předpoklady (F), (G') staéí vy1 

slovít v tomto případě jen lokálně; předpoklad (!') je již obsažen v (A"). 

52 



y práci používám těchto symbolů a úmluv: 
Jsou-li f(n) a g(n) > 0, n = 1, 2,... dvě posloupnosti, potofri symbol f(n) =• 

== 0(g(n)) značí, že lim sup ^—L < + oo (může být i nula);* symbol /(^) = 
n-»oo žlV&) 

= č?"""1^)) zAací, že lim inf ~-~ > 0 (může být i + oo). Symbolu „o" použí-

vám jen ve spojení f(n) = o(l), t. j . lim f(n) = 0. Je-li s přirozené číslo, potom 
n—>oo 

značím (28 - 1)!! = (2s - 1) (28 - 3) ... 3.1, 
Píši-li rovnost (nerovnost) mezi náhodnými proměnnými, rozumím tím vždy 

rovnost (nerovnost) s pravděpodobností 1, aniž to výslovně připomínám. 
(Některé rovnosti v textu platí ovšem jistě; rozlišovat mezi oběma případy 
je však zbytečné vzhledem k tomu, že všechny věty obsahují pouze tvrzení 
o středních hodnotách.) 

V definici xn+1 předpokládám (jak se mlčky činí i ve zmíněných pracích 
o EM a KW methodě), že náhodné proměnné yn požadovaných vlastností 
existují. Tento předpoklad znamená jisté omezení na distribuční funkce 
H(y | x)2); k jeho splnění stačí, aby pro každé y byla H(y \x) borelovsky měři
telná funkce x. 

2. KW methoda v případě „quasi-parabolické" regrese 

Pro každé reálné x nechť B(y\x) je distribuční funkce. Regresní funkce 
co 

M (x) = fy dH(y\x) nechť je konečná, rostoucí pro x < 0 a klesající pro x > 0. 
— tt> 

Učiňme předpoklady 
co 

(I) o*(x) = f(y — M(x)f AH(y)\x) £o2 pro — oo <*x < + oo ; 
- C O 

(II) K0 \x- 0\ £ \M'(x)\ <LK1\x — 0\ pro - oo < x < + co ; 

(o2, K0, jKi jsou kladné konstanty). 

"Nechť {an}, {cn} jsou posloupnosti kladných čísel, nechť 
oo e© co / \ 2 

c„->0, 2 a « = + co, 2 a * c » < + c ° J . 2 ( . r ) < + 0 0 - (*•> 
n - 1 n U n.»1 \Cn J 

Budiž xx libovolná konstanta (nebo náhodná proměnná, která má konečné 
momenty všech řádů). Pro n I> 1 položme 

y%n — y%n-x 
°n-tX = ** + a«! 

2) Upozornil na to O. IIANŠ ve svém sděleni na IV. sjezdu čs. roatematiků. 
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kde y2n
 a ž/2«-i jsou náhodné proměnné, jež pro daná xt, x2, .... xn; yl9 y2, ...5 

.-., ž/W-2 ^ a J 1 P° řadě distribuční funkce H(y | xn + cw), I i % | x n — cn), a jsou 
nezá*vislé. 

Věta 1. .Za předpokladů (I), (II) a (1) konverguje xn->0 podle kvadratického 
středu. 

- T . O , T> ,, ' A Tv „.r/N l f ( ^ + c) — i f (x — c) D ů k a z . Pro # realne a c > 0 položme Mc(x) = — — ; c 
dále položme 

— M'(x) 
K®W =* z — e p r o x + 0 5 ^ ( 0 ) ^ ^ • 

Vzhledem k (II) a Tzhledem k monotonii J í (o;) pro x < 0 a x > 0 jest 

•̂ o ^ *e(x) ^ %i W° — oo < # < + oo . 
Dále jest 

Mc(x) = Jf'(a: + #xc) + M'(x — #2c) = — :*e(r + ^c) (a? + $tc - 0) -
— %e(a; — ů2c) (x ~ #2c —• 0) == ~~- {x&(x + &xc) + a;0(a; — #2c)} . 

. (.a? - 0) + {#2*e(a; - #2c) - ť t W a + 0xc)} c = - KeJx) (x - 0) + 
+ £©,c(#)č> 

kde 
O < 0, < 1, * = 1, 2, 2K0 ^ ^ ( a ? ) £ 2KX , \GeJx)\ < Kx . (2) 

Jest tedy 
(x - 0) Mc(x) = - K@Jx) (x - 0f + cG@iC(x) (x-0), 

- 2Kx(x - <9)2 - -fficla: - 0\ £ (x _ 0) 3f,(a?) <; - 2ř0(ař - 0) 2 + 
+ ZxC |a; ^ 0\, (3) 

O ^ -»*(*) £ 2 { . K | » (* - 0)2 + C2(?| c{x)} < 
< SXfta? - ©)* + 2.JřJc». ' * (4) 

Z monotonie funkce M(x) pro x < 0 a a? > 0 a ze spojitosti v bodě a; = © 
následuje platnost implikace (a; — 0) Mc{%) > o => |x — 0| < c; z této impli
kace a z praTé TětTe nerovnosti (3) Typlý^á neroTnost (x — 0) Mc(x) < Kxc

%* 
Z definice náhodných proměnných xn plyne 

(a»+i - ©)2 = (** - 0 ) 2 + 2a»fo - 0) g * ~ y ^ x + a* ( ^ L = ^ ! ^ \ . 
c w

 n \ cw / 
Vypočteme podmíněné střední hodnoty výrazů 

%n — yzn-x íy2n — y%n~iY 
Cn ' \ Cn J 

za předpokladu xn. Píšeme-li y2n - y^_t = (y2n _ j f ( ^ + <g) _ ( ^ ^ — 
- M(xn - cn)) + (Jf (av + cn) - Jf (a?n ^. 0n))y dostaneme 

Угn 

вЏ~Г^\^] = мesxя), 
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a vzhledem k nezávislosti yZn, yZn„t 

E [ ( - - s - - ^ ) " * n ] = *»(*» + cn) + <x2(*n -3:2 + ^ > n ) _ 
Odtud a v dalším řádku postupně dle (5), (I) a (4): 

E [ ( z » + 1 - < 9 ) 2 | < ] = 

- (a.. - <9)2 + 2an(xn - o) Jf Cn(xn) + a2 g 2 ( *" + c J + q 2 ( X " ~ ^ + a 2 i f 2 > n ) ^ 

£ (xn - o)2 + 2Z1anc2 + 2a%2cn
2 + 8K?a2(a£ - o)2 + 2Zfa2cn . (6) 

Označíme-li jako &n+1 nepodmíněnou střední hodnotu 

E[(.W - ©V] = E[E[(zn+1 - <9)2|<|] , (b, = E ^ - o)2]) , 
dostáváme 

K+l £ 2n&» + «V , % = 1, 2, ..., 
kde 

Í B = 1 + 8K\al w„ = 2 Z A c n + 20-aJc,:8 + 2 . 8 X ^ • 

Odtud 
n n n n 

bn+i ^ &i J I ff* + 2 ^* TI &> ^ = 1, 2, ..., kde symbol J^ í* z n a & 1* Dle před-
fc^l fc = l í" = fc + l 3=n + l 

QO 00 

pokladu 2 &n konverguje a tedy také J~J £fc konverguje; z ostatních předpokladů 
n « l fc»l . . ' 

oo co 

O an, cn vyplývá, že také 2 wk TI ?i konverguje. Ježto qn > 1, jest 
k~l á*k+l 

' ^ + 1 ^ 6 i f t í* + 2 « » n ' ? / . ' • ť-J- •&.-S--3. » = 1 , 2 ; . . . . (7) 
J f e _ l fc-1 i-le+1 

Ze známé nerovnosti E[|z|] _; ]/E[z2] plyne: 

E [ | * » - o | ] = £ , » - = l , 2 , . . . . (8) 

Z rovnosti (6) dostáváme použitím pravých větví nerovností (3), (4): 

E[(as-+i - o)21 xn] £ (xn - 0f - éK0an(xn - o)2 + ^ a ^ x , - 6\ + 
+ 2<r2a°cn

 2 + SKlal(xn - o)2 + 2E>*cn . (9) 

TJtvořlme-li na obou stranách střední hodnoty a užijeme-li (7), (8), dostaneme 
*»+i £ ťrPn + < , n -= 1, 2,..., kde qn = 1 - 4E.A,, < = 2Z1.Banc,, + 
+ 2ai!anc-2 + 8Z2£2a2 + 2Zfasnc

2. Pro všechna n ;> n0 je ?; > O (neboí 
n n 

«n -> 0). Nechť N í> %; indukcí se snadno ověří, že bn+1'^'hK TI ?fc + 2 wk -
k^jsr fc=iv 

** oo 

* TI &> n = N, N + 1 ? . . . . Z (1) plyne, že f j g£ diverguje k nule (při tom sou-
-f-fc + l fc=.y 

n oo 

žiny {[ Sí jsou vesměs nejvýš rovixy 1), a že 2 w
k konverguje. K libovolnému 

i-fc + l fc*=.y 
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au « /t-j 

£ > O zvolme N0 í> ra0 tak, že 2 K < ¥> a nx>NQ tak, že f j fi£ <'ITB*'Í 

potom bn+1 < e pro všechna n I> %. To jest, lim bn = 0, c. b. d. 

V dalším budeme vyšetřovat rychlost konvergence bn ->- 0. Omezíme se 
na případ, kdy konstanty ani cn jsou typu 

a c an = — , cn = — . (10) n na n w v 7 

Z (1) vyplývá: 
f < < % < I l , 1 — <x<y<oc— | , < x > 0 , c > 0 ; (11) 

jestliže oc = 1, pak budeme předpokládat, že 
a>i- (12) 

K řádovým odhadům veličin S„ použijeme následujících lemmat, která odvodil 
Chung [7]. 

Lemma 1. NecM {bn} je posloupnost reálných čísel; pro všechna n^>n0 necM 
platí 

*™£(I-Ž)K+±, (13) 

Jede 0 < s < 1, 8 < tf c > 0, c' > 0. Potom 

* V 
lim sup wť~s&n <I — . (lí) 

Lemma 2. Necht {bn} je posloupnost reálných čísel; pro všechna n^>n0 neckt 
platí 

* n + 1 < : ( i - - ^ + ̂ , (15) 

Jede c > p > 0, o' > 0. Potom 

, ^ c' 1 , ^ / 1 l\ 
— c — y %* yi**1 ^ c ; 

(iб) 

Lemma 1 platí i tehdy, zaměníme-Ii v (13) a (14) současně ,,^ f C na „ í > u 

a „lim sup" na,,liminf". Lemma 2 platí i tehdy, zaměníme-li v (15) a (16)současně 
n—+co n—KJO 

,,<?' na ,, !>". Na tato tvrzení se budeme odvolávat jako na lemma 3, resp. 4. 
Dokážeme nyní 

větu 2. Za předpokladů (I), (II) a (10), (11), (12) platí 

Ъn 

°(«Ц' ***У--;*«• 
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Poznámka. Případ y < %oc může (vzhledem k (11)) nastat jen tehdy, je-li 
í<a<Ll. 

Důkaz věty 2. Utvoříme-li opět střední hodnoty na obou stranách ne
rovnosti (9) a užijeme-li (7) na předposlední clen vpravo, dostaneme 

. / 4K>\ 2Kxac . . 2cr%2c-2 
5 < l + 1£ ( 1 - ^ ) 6 . + — ^ E [ K - 0|] + — - + 

8Kf-B%2 2Xfa2c2 

+ n*« " + ^ + 2 ^ * ( ' 
Platí nerovnost 

E |> n - 6>|] = / | . r „ - 6 > | d P + / [ .- . , -0 | dP <. 

< e»P[|җ.- o| < £ „ ] + - Г (я. - o)2dP <Єn+-Ъn ~ єn J — en 

(18) 

K-a|>в„ 
2 ^ 0 

pro libovolné en > 0; položme sn = ^ (0 < e < 4) a dosaďme do (17). 

Pro n > n^rj) dostáváme 
h <U- ( * - « ) - M * , •'4itqg--a--ac- (2 +17) o2a2c-' 

B + 1 - \ w* / " "• w^ží ' ň«"--r 
kde ^ je libovolné kladné číslo. 

Posloupnost {6n} zřejmě vyhovuje předpokladům lemmatu 1, resp. 2. (Ježto 

a > -=- dle (12), lze volit e tak, aby (4 — e) K0a > Max (2y, 1 — 2y).) Použi-
4K0 

tím těchto lemmat plyne tvrzení věty 2. 
a 
*'""- ni'""- éK, Věta 3. Platí-li (I), (II) a je-li an = —, cB = —, a > - j ^ , jjofom 6„ = Oí—j-l 

A*v. 
Taío wZ6a {a„}, ,{c„} ?e oyřimářwí v následujícím smydu: Jestliže a'n = —-,, c ' = 

c' = _ splňují (10), (11), (12j a jestliže budtooc =# 1 we&o y' 4= £, yořom existuje 

systém {H(y\x)}3 splňujicí (I), (II), p-o n£/£ bn = O-1 (--— ], Me e > 0. 

Důkaz. Dokážeme, že pro každou přípustnou dvojici oc9 y existuje systém 
{H(y\x)}, pro nějž platí tvrzení věty 2 i tehdy, nahradíme-li symbol „ 0 " symbo
lem „O-1". Tím bude dokázána i věta 3. 

1) Nechť y j> i*. Učiňme předpoklad 
tf2(#) ^ o*2 > 0 pro" — oo < x < + oo . (19) 

Vyjděme z rovnosti (6). Použitím (19) a levých větví nerovností (3), (4) do
stáváme 

E [(xn+1 - 6>)-|ag >. (s-, - 0) 2 - éKian(xn - . © ) - -
- Ž Í A ^ K - oj + 2o2a|c-2 ; 
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odtud 

___(.-*£)«.- _ _ ? « E [ Ҝ _ в n + _ _ _ _ 
n л + y n2ot-2y 

(20) 

Položme v nerovnosti (18) 

Sn = mţß 
2Kчc*nr 9 0<e<2, 

a dosadme do (20); dostaneme 

h > / l ^ + ^ ^ A h , (2-e)ota?c~* í>n+1 t>y. — j bn + — - ^ ^ — , 

neboť oc + 2y >̂ 2oc —- 2y. Dle lemmatu S resp. 4 jest bn = O"1 (-------

2) NecM y < J#. NecM {_ET(y|a;)} je systém takový, že 

ад í - {x- ү pro * ^ o , 
l ( s — 6>)2 pro x>0. ^ 

Předpoklad (II) je zřejmě splněn s konstantami K0 = 1, Kx = 2. Předpoklad 
(I) necM je splněn s konstantou a2 = 1. NecM pro jednoduchost 

0 = 0 . (22) 
Vyjdeme-li z rovnosti (6) a užijeme-li pravé větve nerovnosti (4) a odhadu 
věty 2, dostaneme snadno nerovnosti 

&.. i __ K + g EfeJf «,(«.)] + <? + £ , ? * " ' , n > nM , „ > 0 , (23} 

2a 
&» +1 __&»+ — Efoitf «_(«,)] , TO — 1, 2, . . . 

7la 
(24) 

Odvodíme nejprve nerovnosti pro E[xnMCn(xn)\ Pro a: reálné a c > 0 jest dle 
(21), (22): 

- 4& pro a? ^ — c , 

Җ(*0 = — x2 — Зx + -ñC pro — C < Í Г < C ; 

2a; 

xMc(x) -= 

— 4 ^ 

— 2x2 

pro æ 2> c ; 

<; _2а;2 + c2"; 

(25) 

(26) 

dále 

xMc(x) = - 4a;2 + a;2 (l + j U ) % (*) + ica# (x) + 2x\ (x) , 
\ ZC / ( - c , c ) (-c„c) <C, + O0) 

kde 2. clen vpravo je >̂ 0 a 4. clen je 12: i#2# (a;) ^ ica# (a;) ; odtud 
< c . + oo) < c , + oo) 

xMc(x) I> — 4a;2 + lcx% (x) l> — 4a;2 + \vx . 
( _ C , + oo) 

(27) 
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Z (26) a (27) vyplývá 

£[xnMЄn(xn))й -2bn+^, (28) 

E[xnMCn(xn)] ^-4bn + ~ E[xn]. (29) 

Dosadíme (28) do (23); ježto oc + 2y < 2oc — 2y, dostaneme 

&n+i^^--j&n + V
 nJJy Pr° n > n o ( i í ) , ^ > 0 . 

Vzhledem k libovolnosti rj' > 0 jest dle lemmatu 1 (2): 

I Je2 pro oc < 1, 
2ac2

 0 . 

i _ - 1 - = ^ pro « = - l . 
Ježto | < g < 1 (neboť y < J < a), je v obou případech. 

K ^ | £ r Pr o w > %o(2'), ff < íť < - • 
/& l^ 

Z Čebyševovy nerovnosti plyne 

ÍW^]^^^iť.t.i.p[w<^]-ži-.ť--p' 
pro •*& > w0(?')* Z definice náhodných proměnných xn pak vyplývá 

liminf^r E[xn] I> 

V obou případech tedy 

r |;P'c P r o л < ! 

> J ř c P r o <* = 1 
[Зa — y 

pc 
ln*> 

pro n > % (nějaké). (32) umožňuje zpřesnit nerovnost (29): 

Un*r 

(30) 

E[s„+1] = -IXI + ^ E[Jfc„(sn)] . '(31) 

Dle (25) jest MCn(xn) ^ - Zxn + \cnt (xn) ; s použitím (30) jest 
( ~ cw en) 

E[̂ c(x„)] ^ - SEM + | £ 

pro 7i > %(?'). Dosazením do (31) dostaneme 

EtW! 2í (l - | ) Efe] + | g pro n > rf) . 

Dle lemmatu 3 (4) je 

Eþg > | І L (32) 
4 7и.r 

E[ajlf Jas.)] ^ - 46. + p C * 
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pro n > %. Dosazením do (24) dostaneme 

^i i -¥k+ *** 
n*} 7^a+2y 

pro n > %, a dle lemmatu 3 (4) 

K m i n f ^ ^ ^ > 0 5 t. i. 6n = o - ^ ) . 

Obor čísel y, pro něž bn = Ol a , 2 y h lze rozšířit připojením dalších před

pokladů o*funkei M(x). Učiňme předpoklad 

(III) \M'"(x)\ <LQ pro - co < x < + oo a pro nějaké Q > 0. 

Potom platí: 
Věta 4. JZa předpokladů (I), (II), (III) a (10), (11), (12) jest 

pro y <\ot> o(è ПŁУ) 

pГO y ^ Jöt . 

Zejména tedy platí bn = O I—-j-i pro an == —, cn = -íl a > - i - . . jPařo voZřa 
\^f/ 

a —. c * 
7~5 £» — —r, # > -TřŤ ' n n i 4jK0 

konstant an> cn je optimální v následujícím smyslu: Jestliže {an}, {c'n} splňují 
(10), (11), (12) a jestliže buďto oc' + 1 nebo y 4= J, potom existuje systém {H(Í/\X)} 

splňující (I), (II), (III), pro nČjz 

°~ІЛ kde є > 0. 

D ů k a z . Pro x reálné a c > 0 je za předpokladů (H), ( m ) 
Me(x) = 2Jrf'(z) + | c 2 {Jř'"(a; 4- tV) + M"'(x - <?2c)} , 

Mc(x) = - 2*e(.r) (x - 9) +'fy,Q9,(x), 
kde 

l « e » l _ ^ - ^ - (33) 
Odtud 

(x - o) Me(x) £ - 2X„(:E - o)8 + iQc* \x - 0] . (34) 
Použijeme-li v rovnosti (6) nerovností (34)> (I)> (4), utvoříme pak střední 
hodnoty a použijeme (7), dostaneme 

ÍW« < (l - **±) K + 1 % ! E [K - * | ] + ( « + ? < * * " (35) 
— \ na f na+2y n2*-^ 

pro n > %(??)> *? > 0. Položme v nerovrto^i (*&) 
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kde O < e < 4 je takové, že a > JJ r-^-, a dosaďme do (35): 
(4 8) A 0 

< / i (4 - 6) M i , ^ J C j ^ a c * , (2+77)r/Vc^ *>n+1 ^ J — ^ on + - ^ + ^ ^ r ^ r 

pro n^> n0(7f), r\ > 0. Lemma 1 (2) dává pak výsledek. 

Důkaz optimality provedeme stručně; je obdobný důkazu věty 3. Pro 
y^\(x stačí opět předpoklad a2(x) I> a\ > 0 pro — o o < a ? < + ook tomu, 

aby 6n = 0-1 Í ^ ^ L Pro y < \<x položme (jest (9 = 0) 

- Lx* + x3 pro \x\<L!> (L > 0, 0 < 5 < 1), 
M(x) = , i i \ i 

v [ -— Lx2 pro |#| 2: 1 
a pro 3 < |a?| < 1 definujme M(x) tak, aby pro všechna x byly splněny před
poklady (II), (III) a předpoklad monotonie. To lze na př. pomocí Lagrange-
Silvestrova interpolacního polynomu a vhodnou volbou L > 0. Pro |a?| + c < 3, 
c > 0, jest 

Mc(x) = — 4Lx + 6a;2 + 2c* . (36) 
Další krok důkazu se opírá o lemma 5, jež bude dokázáno později; předpoklady 
tohoto lemmatu nechť jsou splněny. Potom 

E[xnMCn(xn)]= JxnMCn(xn)áP+0^\ 
Má* 

pro libovolné <5 > 0 a q > 0; obdobný vztah platí i pro E [Men(xn]\. Odtud 
a dle (36) platí pro 0 < dQ < J3 a cn < dQ (t. j . pro n > nQ(dQ)) t 

E [xnMCn(xn)J ^ - éLbn - Ů60bn + 2c* E [xn] + O ( i ) ; (37) 

E [MCn(xn)} Z-^LE [xn] + 2cl + O ( i ) . 

Dosadíme-li poslední nerovnost do (31) a použijeme lemmatu 3 (4), dostaneme 

pro n^> nv Tuto nerovnost dosaďme do (37), a (37) do (24). ((24) i (31) platí 
obecně — pokud 0 = 0). Lemma 3 (4) pak dává 

Učiňme konečně předpoklad 
(IV) Jf<-*+i)(<9) == 0 , |jtf<*+*>(a,)| <LA*k+1(2k + 1)1 

pro — ao < x < + oo, i? = 1, 2, ... a pro nějaké -á > 0. 
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Věta 5. Za předpokladů (I), (II), (TV) a (10), (11), (12) platí 
6» = ° (~-^) • 

a c 
P o z n á m k a . K libovolnému e > 0 lze tedy volbou an = --, cn = ---, ti 

a > _— dosáhnouti toho, že 6n = O I ----.) -
4 ~ 0 

Důkaz v ě t y 5. Budiž x reálné a 0 < c < —r-pi. Potom 
A]/2 

M(x + c) -= 2 Ž ^"(fc)(*) , Jtf(* - c) = f ( - 1)* S -*<»(*) 
fc-0 

jsou absolutně konvergentní řady a je tedy 

= j - 2*в(я0 + 2 Д (2ГTT)! Лř(*+"> (б> + ^(* ~ ))} (* ~ )' 
Ы e 

Aá- (38) 2 2 ^ 2 2 c^J^+i — 2Lá ' < 4á3c2 . 
i « l i = l •-* 6 —* 

Odtud 
(ÍK. - 0) MCA(xn) £ - (2 - , ) K"0(^ - <9)* (39) 

pro ?& > n0(rj) , 0 < T? < 2 . 

Použijeme-li (39) v rovnosti (6), dostaneme obdobně jako dříve 

VKL ^ ^ — j ©• + 

pro ^ > %,(?/, ^ ) J *?' > 0- ??" > 0, odkud plyne výsledek. 
Za jistých dodatečných předpokladů lze dokázat asymptotickou normalitu 

náhodných proměnných xn. K tomu cíli odvodíme nejprve řádové odhady 
absolutních momentů ^ == E ]\xn — ©\r] všech řádů. 

Vyslovme předpoklad 
(V) pro každé sudé p > 2 existuje K# > 0 tak, že 

c© 

f(y — M(x))*> dH(y\x) <£ iT^ pro — oo < a; < + oo . 
_ co 

Věta 6. Necht pMí (I), (II), (V) a (10), (11), (12). Nastává-U jeden z připadl 

1° y :> l a, 2° y :> loc a platí (III), 3° platí (W), potom f& = O i— \ 
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pro r = 1, 2, ... (40); jestliže 4° y < Joc, potom /íjj0 = O { — ) pro r = 1, 2, ...; 

jesťKáe 5° y < J« a platí (III), potom /?£> = O í-_-r) pro r == 1, 2, . . . . 

Důkaz. Uvažujme případ l p. Pro r = 2 platí (40) podle věty 2. Budiž r > 2 
sudé. Vyslovme indukční předpoklad: 

lim sup n2 pf<Bt pro [2 £ t £ r — 2 
W—>CO 

a pro nějaké JE^ > 0. Z definice náhodných proměnných xn vyplývá 

fo+i - ®Y =\xn-e + an
 Vin / * - * 

odtud 

kde 

Jest 

/*2ti = P? + "** E [(as- - o)-1 -fc-í-*)] + 2 ( \ J J ť , (41) 

Jt = a* E ^ - 6)*-* ( ^ " J ' " - 1 ) ] • 

J_ <_ «• E[(.-, - ©)-» {20-cl + J-?>„)}] = - J ^ - . r7- 2 - + 
'b T _ _ ( « _ 2y) 

% 2 

, 8Kfa* m r ) , 2Kyc* j? r„2 (2 + g') _V,gWr« 8Kfa* 
+ ^2a P» + ^ 2 a + 2 r • ^ ( a _ 2 y ) ^ . + i ( *_ 2 y ) "^ tt* P W l ' 

h 2 n * 
pro n > noí^'), ./ > 0. (Použili jsme (4) a indukčního předpokladu.) S použitím 
(2) a nerovnosti ]a + 6 + c|* <_ 3ť (|a|* + |6|* + Jc|ř) odhadneme výraz 

E [|̂ !L___l__z_ |ť J ^ 2 . &Ktc~* + 3* l-lf j^)! ' _^ ^ . 3'i_>-' + 
L| Cn I J 

+ ( l-řx) '^, - 6>|ť + (ft-^e*. 
00 

Zde Kt pro ř lichá, t > 3, značí konstanty, jež ohraničují momenty / \y — 
— _ o o 

— Jf(a;)|*d_5r(j/Ja:); existence těchto konstant plyne z (V) a z Ljapunovovy ne
rovnosti. 
Odtud pro 3 <_ t <^ r — 2 
I r r<- ( 2 + 9 ) 8 ' í ^ - ' -5,-. __ (12LÍ)V *<„ <_ ( 2 + ? ) - B ^ 8 ' _ g ^ - ' , 
K*l -* JJSZÍ} • r-« + - ^ 5 " P. _- * ' (__ ly) 

% 2 n- z 

+ !ííS_«' 
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pro n >nú(rj)3 t. j . 

W-0(J4^:))+
0(i)«,• M 

Snadno se zjistí, že odhad (43) platí i pro Jr_x a / , . Dle (2) jest 

E [(*„ - o)-1 MCa(xn)} £ - 2#o/S<f> + KčJZ-v . 
Platí nerovnost 

bn 

K K^e-^c pro libovolné en > 0. Položme en = -̂ —~ , kde e > 0 volíme tak, aby 

(2 — e) K0 a > i — y; to lze vzhledem k (12). Dostáváme 

• E[(x„ - 0 ) - - i r J a g ] £ - (2 - 8) ̂ j y + Z f Z ; 2
1

y
ť " l c /?<r2>; 

odtud 
c r / * n w , ¥ , n ^ (2 — e)K0raaM KfK^B^e^rac* . 

raw E[(zn - 0)^-i J í 0m{xn}} £ - "• ' 0% + 1 ° / . (45) 
^ a 4y + T («-2y) 

n Á 

Dosazením (42), (43), (45) do (41) dostáváme (vzhledem k tomu, že 4y 2> oc) » 

r | (2 + i/) BT^oWc-*+KfKťBT„2e-h(w* 

ß:%4r(^9Щк Г"-0 ---*r-2c 

+ '"' 
л+-(л~2y) 

tt 2 
(46) 

pro n > »0 (?}', ??"), ~T" > 0,77' > e > 0. Odtud vyplývá 
•• r 

lim sup ^ /3(J} < i? r 

pro nějaké J5r > 0. Konečně ze známé nerovnosti (vynechávám index n 
i i 

plyne (40) i pro t = r — 1 a ř = 1. 
V případě 2° platí (40) pro r^= 2 podle věty 4. Předchozí důkaz lze pak opa

kovat s tím rozdílem, že používáme vztahů (33), (34) místo (2), (3). Výsledné 
nerovnosti (42), (43) platí beze změny; v (44) položíme 

__ IQKŠH-W m 

K — n*y -
poslední clen v (45) pak přejde ve výraz 

•iQzKťB^e-irac* 

n 
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Ježto 6y ;> oc, platí opět (až na konstanty v čitateli 2. clenu) nerovnost (46) 
a t ím i odhad (40). 

Rovněž v případech 3°, 4°, 5° lze důkaz provést obdobně jako v případě 1°, 
s příslušnými změnami. 

Důsledkem věty 6 jest: 
Lemma 5. Za předpokladů (I), (II), (V) a (10), (11), (12) jest 

/k-*| 'dPTo(i-) 
\xn-e\>d 

pro každé á > 0 , r ^ O , g > 0 . 
D ů k a z . 

/ \xn - ev dP <: a-* / \xn - <9j'+ť dp = <5-^+*> 
|я„- |><5 -é> |><5 

o(-±A 
\nír+t)y I 

pro y ^ j « , 

pro y < — « 

Nyní stačí volit ř tak, že 

r+t (a — 2y) _• g , resp. (r + £) y ^> g 

Učiňme předpoklad 
(VI) funkce a2(x) je spojitá v bodě 0; a2(0) = a® > 0. 

Nyní již můžeme přistoupit k důkazu asymptotické normality náhodných 
proměnných xn. 

Věta 7. Platí-li (I), (II), (V), (VI) a nastává-U jeden z případů 1° y = J * 
<x v nějakém okolí bodu © existuje spojitá M"(x) < 0, 2° y > -J-# a pZaří (III), 
3° přatí (IV), potom limitní rozložení náhodných proměnných n^a~2v) (xn — 0) 

2 2 2 

íe normální se střední hodnotou Oas rozptylem -^—-pro oc< l,resp. ,-• ^-——r-r 
r * 2mc% (2ma~-f+y)c2 

pro oc = 1, kde m = — M"(0). 
P o z n á m k a . Na rozdíl od věty 6 není ve 2° zahrnut případ y = \oc. 

D ů k a z v ě t y 7. Označme 6<f = E [xn - 0 ) ' ] , r = 1, 2, ...; tedy 6 f = 6n. 
J a k známo (viz na př, [10], str, 111—112), stačí dokázat, že 

0 pro r = 2s — 1 

I^V^-i)!! 
limtІ("-адЬir> = \2mc2/ 

2 9 

(2ma — | + y) c2 

pro r = 28, oc < 1 

| (25 — 1)!! pro r = 2*, oc = 1 

5 = 1 , 2 , . . . . (47) 
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1) Uvažujme nejprve případ 1°. Neehf x + c, x —* c (c > 0) náležejí do* 
intervalu, v němž existuje M"(x), Potom jest 

Mc(x) = 2./¥,(x) + ic{M"(x + ůtc) - M"(x - #2c)} , 
kde 0 < ůi < 1, i = 1, 2. Jak plyne z 1°, je _ř"(a;) stejnoměrně spojitá v něja
kém uzavřeném intervalu < 0 — <5, (9 + <5>; existuje tedy k libovolnému 
rj > 0 číslo 0 < á2 < <5 tak, že 

(|a - 6\ ^ ó - A , 0 < c < <5-J => J |_T(s + ůxc) - M"(x - #2c)| <; V . 
Dále jest M'(x) = _T'(O) + (a? — 0) Jf*(©) + o(|a? - <9|), _T'(0) = 0; existuje 
tedy <52 > 0 tak, že \x — 0\ <g d2 =>\M'(x) - (x — O) M"(6)\ <1 frj\x — 0\. 
Položme <50 == Min (<5 — <5l5 <52). Celkem pro \x —• ©\ <± <50,0 < c <̂  <5j dostáváme 

Jfc(aj) = - 2m(x - 0) + r]f(x - <9) + *?<f c , (48) 
kde m = — M"(0) a fjjp, ^L2) ( a v dalším q£>, ^^) značí funkce a; (a také c), pro 
něž l ^ j <j rj pro |aj — <9| <J <50, i _. 1, 2, 3, 4. Písmena %, wa,..., ^ n značí 
v dalším čísla (mohou být i nekladná) taková, že |ijť| <I rj, % = 1, 2, ..., 1L 
Tvrzeni (47) dokážeme nyní indukcí. V celém důkazu budeme předpokládat,, 
že cn <I <51? t. j . že n > %(o\). 

2) Nechť r = 1. Dle (31) jest b^+1 = &£> + ^nE [MCn(xn)\ Dle (3) a lemmatu 
5 a dále dle (48) jest 

E[Jfc>n)]= f MCn(o:n)dP + o/^ rj=---2m f (xn - 0) dP + 
K-el^A, K-«|<*. 

+ J <K-@)dP+cn j <dP + otU-

= - fttó? + ^ + W* + 0 (^) • , 
Odtud a dle věty f> je pro dostatečně velká n 

&a> = /x _ *_i\ 6a> + ^ - a + M^ +0l±\ 

Ježto \(a —- 2y) <^ y, jest 

|6<i> | < li _. * _ i \ ISCDÍ + i?(-Bia+ac + o(l)) 

Dle lemmatu 1 (2) (posledního smíme použíti, neboí m ^ K0 a a > —=-- dle 

předpokladu) 

l i m s u p ^ - v ) | 6 a ) | ^ _ l j t _ resp. - _ _ - _ - , 

w^oo i n j __ 2m r 2ma — £ + y 

a vzhledem k libovolnosti rj > 0 

lim w*<* - *y> &£> = 0 . (49) 
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3) NecM r = 2. .Nechť d0 je už voleno tak, že také 
|* - 0\ £ d0 + dx => |cr2(a;) - 4 | ^ In . (50) 

Podle (6) jest 

&»+i = &n + 2awE [fo - 0) MCn(xn)] + - J E [cr2(*n + cft) + a*(xn - cn)] + 

+ <£E [-M^K)] = í>n + 2 ^ + -g- J , + oJB, . (51) 

Podobně jako ad 2) dostáváme 

-?i = f ( a : w ^ O ) J í c > n ) d P + O / ~ j - = ^ 2 m f (*n--<9)2 dP + 
• !<w _ / a i < r * A I*. .„/G)!<**Á líBn~0|<Ao 

+ j < -̂~6>)2dP+cn J <(«.-«)dP+o/i.J---
|**-©|<A lx„-@i<(50 

B - . - ( ^ + ^ 6 . + . 7 , ^ . + 0 ^ 

#2 = f {<**(*- + c„) + o-(as,, - c„)} dP + o /-Ij = 2<& + y7 + o /-j-) ; 

konečně dle (4) jest E3 = o(l). Dosazením do (51) dostaneme 

Ь . + i = I I 
(4m + 2rj4) o\ , (2c4 + rj7) o*;-- 2??6.B1ac + o(l) 

Vzhledem k nerovnosti 2a — 2y <. fa a vzhledem k libovolnosti ?? > O 
obdržíme pomocí lemmat 1 — 4: 

lim П*--2YЬП = 

2 

aф 

2mc% 

2 9 

a a2 

pro <% < 1 , 

pro oc = 1 . 
I (2wia — i + y) c2 

4) NecM r > 2. Pro r > 2 platí (srv. (41)) 

KU = 6jr + ««*-1(«- - 0) r - x -*.„&.)] + i (I) <I<> 
kde 

J^^E^-o )^^"-^"-^]. 
Podobně jako ad 2), 3) odvodíme 

E [ ( a ; B - o ) - i J f C | i ( a ; n ) ] = - 2 m f (xn - 9)' dP + 

(52) 

(53) 

|a»- |<A 

+ f v%l(xn- yà? + cn f ^ ( җ . - © ) - " - d P + o Ш 
I л . i Q І < Г * Л I™> / 2 J I.-—J» l*n-©|<A |я«~ØI<A 

2fяЬ j> + - Ä - + - J * 5 ' -
£(«-2y) y + 

tt* w 
И-+OÍ-) (54) 
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o! / (*_ - S)r-» j ^ p ^ + nwJdP + 0.(1) = 
|_„-в|sг, 

П 2 

Dle (43) jest 

Jt _= 0 / _ — í \ pro 3 < . < 
1 |_.|f_-_y)/

 ť 
(56) 

. „ , _-.n:~2"i. . I 

Dosaďme nyní (54), (55), (56) do (53) a současně položme jako indukční před-
___=_!(*- 2y) 

poklad l im* 2 &ír~2) = JS*_2 ^ O, kde jBf„2 = B*.^*, y). Dostáváme tak 
n—>oo 

p r o ^ > ^ ) 

íg.. » (i -*=2-U« + _ ? Z ^ - + ^!_2™_ + 

\ n* I n «+£<___«) |_+sr+i(_-2y) 

, g|(^.-2 + »7i.) K' - 1) «2c~a • *7_,-g,-_ ¥(r - 1) a2,-* + o(l) 
« + l(<*~2y) a + £ ( a _ 2 y ) 

^ 2 ^ 2 

Jestliže -B*^ > O, potom vzhledem k nerovnosti \a + 2y^>oc a vzhledem 
k libovolnosti ?? > O platí 

a«-> __• / i 2 m m \ ^ i r<r - *> (J3?-- -=£) g ^ 2 c " 2 

^ l — l 1
 w_ I0» + . ^ . . ^ 

pro libovolné e > O a všechna ». > »..(_); odtud 

l imт/ &<r> = -B* 
( ^ i ) ^ . r a P r o * < x > ' 2mc2 

•2/7.2 W ( r - l ) _ B « l l 7 5

 Ц < Г , ч -г pro « = 1 
' r J (297Ш - | + y) C2 ^ 

Jestliže -B?_2 = O, potom 

te,l_(l-^)W+-+TT 
\ W* / a + f(«~21.) 

£(« - 2y) 

pro £ > O, % > %(e), a odtud lim n% &£} = _B* = 0. Poněvadž dle (49) 
n—KJO 

a (52) je indukční předpoklad splněn pro r = 1 a r = 2, při čemž J3* = O, 
<S%fk O"2 (X 2 

j j* = ~~z pro oc < 1 resp. 5 * == Tťr——%—•——- pro a = 1, je tím v případě 2 2mc2 r r 2 (2ma — f + y) c2 r J ^ ť 

1° tvrzení (47) dokázáno. 
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5) V případě 2° a 3° lze vést důkaz stejně jako v případě 1° s tím rozdílem, 
že tfiísto (48) použijeme v případě 2° vztahu Mc(%) = — 2m(x — 9) + rj1^ . 
.(x-0) + Qx,cc\ kde \QX>C\ £ %Q, pro \x - 0\ £ dQ(rj), a v případě 3° 
vztahu 

Mc(x) = - 2m(x — 0)+ r)f(x - 0) pro \cc — 0\ <̂  á0(^) . 
Tyto vztahy vyplývají z (33) a (38). 

3. KW methoda v případě ohraničených odchylek od regresní funkce 

Nechť H(y\x)3 M(x) (— co < x <.+ oo); xn, y%n> ž/an-i, ^n, cn (n = 1, 2,...), 
mají týž význam jako v odstavci 2. Předpoklady (I), (II) nahradíme však před
poklady 
(VII) existuje konečný interval (A, B) tak, že 

l°0e(A,B); 

rxnone(A,B>^H(y\x)^\°i * * *£"&' -
[ 1 pro ž />Jf(o; ) ; 

(Vlil) existuje konstanta O > 0 tak, že 
M(x) + C 

J áH(y\x) = 1 pro — oo < x < + oo; 

2H(o;)~C' * , 

(IX) existují <5 > 0, K0 > 0, Kx > 0 tak, že 

Ko |o? - 0| ^ |Jf'(a?)| ^ J?i Js - ©| pro \x-0\<Ld; 
(X) existují £ > 0, iž > Q tak, že 

\z' - #"| < Q => \M(xf) - M(ď)\ < R; 

(XI) k libovolnému d > 0 existuje ^(á) > 0 tak, že 

. n] ^ * . r |Jtf(a? + e) — Jř(x - e)| ^ / j lx Jař — 0\ >• o => inf i — i — — — > n(d) . 
|í>fi>0 e 

Dále nechť x1€(A,B}. 

Poznámka. Splnění předpokladu (VII) můžeme dosáhnout zejméua 
tehdy, když H(y\x) splňují (VIII) -— (XI) v nějakém konečném intervalu 
(A, By, o němž víme, že obsahuje 0 jako vnitřní bod, a když známe nějaký 
dolní odhad hodnot M(A) a M(B). (Tento případ v praktických úlohách 
zřejmě často nastává.) Potom lze totiž změnit distribuční funkce H(y\%) pro x 
ležící vně (A, B) a stanovit je ve shodě s předpoklady (VTI) —• (XI). 

Předpoklad (IX) je ovšem podstatně slabší než předpoklad (II) odst. 2.; je 
splněn zejména tehdy, když existuje M"(0) < 0. Předpoklady (VII) —• (XI) 
představují (na rozdíl od předpokladů (I), (II)) speciální případ původního 
případu Kiefer-Wolfowitzova; odtud plyne konvergence xn —> 0 s pravdě
podobností 1. ' 



Položme 

g = sup ~-y q' = sup cn, 
w = l ,2 , . . . Cn л-»1.2,... 

A0 = A - q' - 2(2(7 + Jř) , J50 == J5 + g' + g(2O + iž). 

Předpokládejme, že g' < | # ; to lze bez újmy obecnosti: platí-li totiž (X), 
pak existují čísla Q' > 0, iř' > 0, která rovněž vyhovují (X) a taková, že q' < 

Lemma 6. Za předpokladů (VII) — (XI) jest 
A0<Lxn<LB0 pro n = 1, 2, ... . (57) 

D ů k a z . Pro n = 1 platí (57) dle předpokladu. Budiž nyní n > 1 pevné. 
1) Nechť A — q' <L xn £ B + q\ Jest 

%n+l = 2?« + —• (y%n "^ Vln-l) > 
C n 

kde 
llfe - y*-il ^ 2O + Jž (dle (VIII) a (X)) ; 

odtud 
-4 - qr - q(2G + R) £ xn+t <LB + q' + q(2C + R), 

t . j . 
-̂ •0 -Si *^n+l ^ -**0 * 

2) Neeht buďto a?n < A — g' nebo .rn > B + g'. Potom dle (VII): 

£n+l = *n + ~ {M(xn +Cn) - M(XU - Cn)} ; 
cn 

ježto A — g' < 0 — cn, JB + q' > (9 + cn — a tedy #n ± cn < 0 v prvním 
a ^n db cn > 0 v druhém případě — a ježto Jf(#) je rostoucí (klesající) pro 
x < © (x > ©), jest v prvním případě xn < # n + 1 < A — g' + qR < B0 

a v druhém xn > &n+1 > J5 + g' -— qR > Al0. Dle indukčního předpokladu 
je však .á0 <I xn <i I?0; tedy i A0 <1 a;n+1 <£ i?0. 

Lemma 7. Za předpokladů (VII) —- (XI) existuje konstanta K > 0 a přirozené 
Sislo % tak, ze 

\xn - ©) MCn(xn) £ - K(xn - ©Y + K1cn\xn~~©\pron^n0. (58) 

D ů k a z . Dle (IX) jest pro \x — ©\ + c < d, (c > 0) 

(a — 0) Jf c(z) <: - 2K0(x — ©)* + Ktc \x - ©\ . 

Budiž % = % (J<5) index, od něhož počínaje jest cn < |<5; potom 
(xn^&)MCn(xn)£^2Ko(xn~-0)* + K1c1\xn-~©\ (59) 

pro n 2> % a ja;n — <9| <I f <5 . 

Pro n ^ ^ a |xn — ©| > | í je však dle (XI) 

IMM\ % inf ! * ( * + « ) - * ( « . - « > ! > n 12 gV 
|<5>e>0 * \ á / 
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Označme D 0 = Max (|.á0 — 0\, \B0 — 0\); dle lemmatu 6 jest 

\*n ~ ®\ . ^ 1 pro n = 1, 2, ... 

a tedy 

\MCn(Xn)\ > ~ ^ \*n — ©| P ^ tt ^ ^ 0 a \xn — 0\>~6. 

Vzhledem k nerovnostem cn < ^d, |a?w — @| > f á a vzhledem k monotonii 
.$?(#) pro a; J í 6 jsou výrazy (#„ —- 0) a Jf Cft(#n) opačného znaménka a tudíž 

-D. 
Spojením (59) a (60) dostáváme pro n I> % nerovnost (58), kde 

<*„ - ) ҖJҗ.) ^ - Ä ! - K - 6>)2 pro n ^ я , a |xn - | > 3Ó . (60) 

#==Mmtóp-, 2Қ,)-
Vyslovme ještě dodatečné předpoklady 

(XII) \M"'(x)\£Q pro \x - 0\ £d ; 

(XIII) Jf<*+D(0) = 0 , |Jf<2fc+2>(a;)| < ^2&+1(2ifc + 1)! 

pro \x — 0\ <1 á , A = 1, 2, ... a pro nějaké A > 0. 

Jako (12a) označme implikaci a = 1 => a > ™=--. 
2K 

Nyní již můžeme vyslovit hlavní tvrzení tohoto odstavce. 
Věta 8. Věty 1—7 (odstavce 2) platí i tehdy, když současně nahradíme 

předpoklady (I), (II) - předpoklady (VII) - (XI), 
předpoklad (III) —- předpokladem (XII} > 
předpoklad (IV) — předpokladem (XIII), 
předpoklad (12) —- předpokladem (12a), 
Iresp* nerovnost a > —=r — nerovností a > —-=-1 ,s) 

vynecháme předpoklad (V), a vše ostatní ponecháme beze změny. 
Důkazy vět 1-7 za nových předpokladů jsou obdobné důkazům uvedeným 

v odstavci 2. Omezíme se proto na vytčení některých odlišností. 
K větě 1: Konvergence xn ->• 0 podle kvadratického středu plyne z kon

vergence xn -> 0 s pravděpodobností 1 a z lemmatu 6. 
K větě 2: Msto nerovnosti (3) používáme (jako všude v dalším) nerovnosti 

(58). Místo (I) a (4) užíváme nerovnosti 

E Wzn - 2/2n-l\21 ^ c „ 2 ( 2 ( ? 2 + R2) ^ ( 6 1 ) 

která plyne z (VIII) a (X). 
3) Jde o konstantu K, vystupující v (58). 
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K větě 3: K důkazu použijeme lemmatu 5, které (jak později ukážeme)? 
platí i v tomto případě a které umožňuje omezit se při vyšetřování středních 
hodnot jistých náhodných proměnných na integrační obory typu \xn —- &\ £ 
<1 ó, d > 0. Rozdílnost proti důkazu v odstavci 2 záleží pak v tom, že splnění 
(19). resp. (21) požadujeme jen v nějakém okolí 0; dle (IX) platí v tomto okolí 
(3) i (4), a tedy i jejich důsledky. 

K vě tě 4 a 5: Jako v důkazu lemmatu 7 zjistíme, že 
' (xn - 0) MCn(xn) £ ~~ K(xn - ©Y + lQc\ \xn - <9| pro n ^ n0, 

resp. 
(xn ~~ 6) MCH(xn) £ - (K - tj) (xn - 0)* pro n>n1(r1)* 

V důkazu optimality je třeba jen triviálních změn. 
K v ě t ě 6: K odhadu výrazu 

F f y*n y%n-i i 
LI > "i J 

používáme nerovnosti 

Předpoklad (V) není třeba výslovně uvádět: je zřejmě splněn dle (VIII). 
Důsledkem věty 6 je opět lemma 5. 

K v ě t ě 7: Lemma 5 umožňuje omezit se při vyšetřování středních hodnot 
na integrační obory \xn —- 0\ £ <50, <50 > 0. V určitém okolí bodu 0 lze však 
zpřesnit vztah (58) takto: K Hbovolnému r\ > 0 existuje d0 > 0 tak, že pro 
\x — 0\ + c < 4 (c > 0) jest Mc(x) = — 2m(x — 0) + rjf(x — 0) + q«> c, 
kde j ^ ť > | <1 ̂ , i = 5, 6. Podobně lze zpřesnit ostatní vztahy, na př. (61): 

kde |^i2 | <I r\. Nerovnost áma > 1 — 2y je splněna, neboť a > ^ dle (12a) 

a m 2> Jř0 .> — K dle definice K. Předpoklad (VI) je ve znění věty podstatný* 

Poznámka,. V době, kdy byl tento článek v tisku, vyšla práce: O. DBRMAN, 
An application óf Ghung's lemma to the Kiefer-WoMbwitz stochastic approxi-
mation proceduře, Annals Math. Stát. 27 (1956), s, 532—536. Výsledky této 
práce jsou zformulovány ve dvě věty, jež jsou podobné — co do předpokladů 
i co do tvrzení ~ větě 5 a větě 7> případ 3% našeho článku. 

LITERATURA 

Zkratka: ÁMS — Annals of Mathematical Statistics. 
[1] H . Bobbins, S. Monro: A stochastic approximation method, AMS 22 (1951), 

400—407. 

72 



[2] J. Wolfowitz: Oц t h stocbastic apprommation method of Robbins and Monгo, 

AЖS 23 (1952), 457—461. 

[3] J. R. Blum: Appгoximation m thods which conv гg with probability on , AMS 25 

(1954), 382—386. 

[4] O. Kallianpur: A not on t h Robbins-Monro stochastic appгoximation m thod, 

AMS 25 (1954), 386—388. 

[5] L. Schmetterer: B m rkung n zum V rfahr n d r stochas isch n I t гation, ös t r-

r ichisch s Ing ni ur-Archiv VII (1953), 111—117. 

[6] L. Schmetterer: Zшn S qu ntialverfahren von Robbins und Monro, Monatsh ft 

für Math ma ik 58 (1954), 33—37. 

[7] K. L. Chung: On a stochas ic approximation m hod, AMS 25 (1954), 463—483. 

[8] J. R. Blum: Multidim nsional stochas ic approxima ion m hods, AMS 25 (1954), 

737—744. 

[9] J. Kiefer, J. Wolfowitz: S ochas ic s ima ion of h maximum of a regr ssion 

func ion, AMS 23 (1952), 462—466. 

[10] M. O. Kendall: Th Advanc d Th oгy of S a is ics, vol. L, Griffin, London 1943. 

, Р е з ю м е 

О Б А П П Р О К С И М А Ц И О Н Н О М М Е Т О Д Е К И Ф Е Р А - В О Л Ь Ф О В И Ц А 

ВАЦЛАВ ДУПАЧ (Vас1аV ^ираё), Прага. 

(Поступило в редакцию 20/1 1956 г.) 

В статье установливаются асимптотические свойства аппроксимационно-
го метода Кифера-Волъфовица [9] для отыскания значения х = 6, в кото-

00 

ром функция регрессии М(х) = §у йН(у\х) достигает своего максимума. 
- с о 

Условия этого метода видоизменены таким образом, что можно воспользо
ваться аналитическими средствами, приведенными в работе Чжуна [7]. 
Различаются два варианта. В варианте, рассматриваемом в § 3-ем, приняты 
все предположения из [9] и некоторые усилены: вместо (2.8) — из [9] — 
предполагается выполнение неравенства 

к0\х—е\ ^ \м\х)\<:кг\х — в\, к0>о, кг>о 
в некоторой окрестности 0; вместо (2.2) предполагается знание ограничен-^ 
ного, содержающего О промежутка (А, В) вместе с нижними оценками 

Щх) + С 
значений М(А), М(В) и выполнение условия / йН(у\х) = 1 для всех 

М(х)-С 
а с 

хс(А, В). Постоянные ап, сп предполагаются в виде ап = —:, сп --- —, и до

казывается, что подбор ос = 1, у = I (где с > 0 и а больше некоторой 

постоянной) является наилучшим, обеспечивая, что Е[(хп — <9)2] = 0(п~Щ; 
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всякий другой подбор ос, у может вести к менее выгодному результату. 
Если дополнительно предположить существование ограниченной М'"(х) 
в некоторой окрестности &, то лучшим является подбор ос == 1, у = | , 
дающий Щхп—- @)2] = 0(п~%); если в некоторой окрестности 0 функция 
М(х) — аналитическая и симметричная относительно 0, то Е[(хп — (9)2] = 
-== 0(п"(1~е)) для ос = 1, у = | г и для произвольного г > 0. При дополни-

00 

тельном условии, что а2(х) = $ (у — М(х))2 дЛ(у\х) непрерывна и положи-
_ со 

тельна в некоторой окрестности (9, и при ограничении значений ос, у до
казано, что случайные величины пИх~2у) (хп~~&) асимптотически нор
мальны. 

В варианте, рассматриваемом в § 2-ом, на функции распределения Н(у\х) 
наложены только два условия, а именно (2.2) и выполнение неравенства 
К0\х — в\ <1 |Ж'(ж)[ <; Кг\х — &\ для всех хе (— оо, + со). С небольшими 
изменениями в дополнительных предположениях справедливы и в этом 
случае все выше упомянутые теоремы. 

§ 1-ый является реферирующим. 

Примечание. В статье С. ВЕКМАК, АП аррНсаМоп о{ СЬип^'з 1етта 
Ьо ЬЬе Ше&г-^оШ^йг зйосЪав&с аррго2ата"йоп ргосе61иге, Аппа1з МайЪ. 
8ЪаЬ. 27 (1956), 532—536 доказаны две теоремы, похожие 4на теоремы 5 
и 7 (случай 3°) нашей статьи. 

S u m m a r y 

ON THE KIEFER-WOLFOWITZ APPROXIMATION METHOB 

VACLAV D U P A O , Praha. 

(Received January 20, 1956.) 

Asymptotic properties are established for the KIEFEB-WOLFOWITZ [9] procedure 
oo 

of finding the value x = © •, for which, the regression function M(x) = f y dH(y\x) 
- CO 

achieves its maximum. The original assumptions are modified in such a way 
that it is possible to use the mathematical tools due to CHUNG [7]. Two 
different cases are treated. In the case considered in Sec. 3, all assumptions 
from [9] are accepted, some of them being strengthened: instead of (2.8) 
— from [9] — it is supposed that the inequality 

Ko\x-~0\£\M'(x)\<K1\x-&\, K0>0, Kx>0 
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holds in some neighbourhood of 0; instead of (2.2) it is assumed, that a finite 
interval (A, B), containing 0, is known, together with some lower estimates 

M{x)+C 

of M(A), M(B), and that / dH(y\x) = 1 holds for sR x e (A, B) (C being 
M(x)-C 

a constant). 
The sequences {an}, {cn}, occuring in the approximation scheme, are supposed 

a c 
to be of the type an = —, cn = —; then the choice oc = 1, y = J (c being 
positive and a greater than a specific constant) is proved to be optimal. This 
choice ensures that E[(xn —• <9)2] = 0(n~i) — every other choice can actually 
lead to a worse result. If in addition the existence of bounded M'"(x) is supposed 
in some neighbourhood of 0, then the best choice is oc = 1, y = |-, giving 
E[xn -- 0)2] = 0(n~i); if in some neighbourhood of © the function M(x) is 
analytical and symmetrical about 0, then for an arbitrary e > 0 w e can reach 
that E[(xn —* 0)2] = 0(n"{1~e)) by a suitable choice of oc, y. Under the additio-

oo 

nal hypothesis that a2(x) = f (y — M(x))2 dH(y\x) is continuous and posi-
- 00 

tive in a neighbourhood of 0 and with a restriction on the range of oc, y, the 
asymptotic normality of the random variables n&(iX~2y)(xn — 0) is proved. 

In the case considered in Sec. 2, only two conditions are set upon the distri
bution functions H(y\x), namely, the (2.2) and the inequality K0\x — 0\ <1 
<̂  |.$F(a;)| <1 Kt\x — 0\, holding for all x € (—• oo, + oo). With some changes 
in additional conditions, all the theorems mentioned in the above case hold. 

The Sec. 1 is an expository one. 

Added in proof. C. DEBMAN, An application of Chung's lemma to the 
Kiefer-Wolfowitz stochastic approximation procedure, AMS 27 (/1956), pp. 
532—536, has proved two theorems, which are similar to our Theorem 5 
and Theorem 7 (case 3°). 
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