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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 82 (1957) , Praha 

SUR L'ÉQUATION x + /(*) x = 0 

JAROSLAV KURZWEIL, Praha. 

(Reçu le 4 juin 1956.) - DT-.517.942 

On donne une condition suffisante pour que toute solution de l'équa
tion x -j- f(t) . x = 0 (avec f(t) tendant vers oo d'une manière monotone, 
lorsque £->oo) tende vers zéro lorsque t -*• oo. Cette condition est 
plus générale que celles données par G. AEMEIXINI et G. SAETSONE. On 
traite avec la même méthode le cas où f(t) tend vers zéro d'une 
manière monotone. 

Le but de ce travail est de trouver une condition que doit satisfaire une 
fonction f(t), tendant d'une manière monotone vers oo lorsque t tend vers oo, 
pour que toutes les solutions de l'équation 

* + /(<)a?=-0 (1) 

tendent vers zéro lorsque t tend vers oo. 

Le même problème a été étudié par plusieurs auteurs. Afin de pouvoir faire 
passer en revue les résultats obtenus jusqu'à présent, nous allons introduire les 
notations suivantes: Nous supposons partout que la fonction / soit définie pour 
11> 0, continue et positive. Nous dirons que / appartient à l'ensemble A si 
f(t)-> oo lorsque t -> oo et qu'elle admette une dérivée /, continue et non-crois
sante. Nous dirons que / appartient à l'ensemble B si f(t) -> oo lorsque t -~> oo 
et qu'elle admette une dérivée /> continue et non-décroissante. Désignons par 
B la demi-droite 11> 0, Soit 

00 

0<Lal<bx<ai<bt<..., P = Ji{ai,bi). (2) 

Nous appelons densité de l'ensemble P le nombre h{P) défini par 

I (bt - a.) 
h(P) == lim snp *--î—r . 
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Nous dirons que la fonction /, admettant une dérivée continue et non-négative 

Ci 
f, appartient à l'ensemble C s'il existe un a > 0 tel que I •— dt = oo pour tout 

E-P 

ensemble P déterminé par les relations (2) et de densité h(P) < s. Nous écri
rons x-> 0 pour exprimer le faré que toutes les solutions de l'équation (1) 
tendent vers zéro. 

Nous allons présenter d'abord deux résultats s'opposant l'un à l'autre. 

'('+â 
Théorème 1. / € B, * / w / -> 1 => x -> 0 . > 
Théorème 2. / € A => x -> 0 . 

Ces deux théorèmes ont été démontrés par M. M. BIEBNACKI dans son 
travail [1]. Un théorème plus général a été énoncé par M. G. Armellini dans 
le travail [2], savoir le 

Théorème 3. / € C => x -> 0. 

La démonstration du théorème 3 donnée par M. G. ABMELLINI n'est pas 
complète. Le théorème 3 a été complètement démontré dans le travail [3] de 
M. G. SANSONE et dans le travail [4] de M. L. TONNELLI1). 

La démonstration du théorème 3 donnée par M. L. Tonnelli est reproduite 
dans la monographie [5] de M. G. Sansone, II, chap. VII. § 4, 9a. Le théorème 3 
implique les théorèmes 1 et 2. car A c C, B c C.2) 

Un autre théorème du même type a été démontré par M. G. Sansone. Nous 
dirons d'une suite {tn} qu'elle est une r-suite lorsque 

0 £ t0 < h < tz < . . . ; tn+1 - tn <: tn - tnmml ;(tn+1 — tn)~+0; 
*n->oo.3) 

Une fonction / admettant une dérivée continue et non-négative / sera dite 
appartenir à l'ensemble D si pour toute r-suite on a 

£ Ht) 
2 , (*n+l - **) m m 3?Â = ° ° • 

00 

Comme pour P = 2 (2n> 2n + 1) on a h(P) = 0, il est aisé de construire une 
n i 

fonction / telle que / e D, f e C. Pour qu'une fonction / n'appartienne pas à D5 

x) Les travaux [3] et [4] ne sont pas accessibles à l'auteur. 
2) Ces deux relations résultent du théorème 9 (voir les conséquences (ô), ($); on peut 

aussi les démontrer directement sans difficultés. 

3) M. Q. Sansone a supposé encore lim n+1 ,—- = 1, or cela résulte déjà des conditions 

citées (voir [5] I I , chap. VII , § 4, 9b). 
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il suffit que—-— tende assez rapidement vers zéro pour une r-suite {tn} choisie 

convenablement; donc il existe une fonction / telle que / e C. / e D. M. G. Saix-
sone a démontré dans [3] le théorème que voici: 

Théorème 4. / € D => x -> 0. 

Le théorème 4 et quelques conséquences tirées de lui sont reproduits (sans 
démonstrations) dans la monographie [5] de M. Sansone. 

Enfin, M. M. Zlâmal, dans son travail [6] (théorème 7) a démontré le résultat 
suivant: Si une fonction f(t) > const > 0 est continue et que la fonction (f(t))~l 
soit convexe, alors pour toute solution de (1) on a 

*(*) = (/(«))" ł Þb sin (f(f(s)fi ds + <p0) + cт( l)], 
0 

t 

m = (/(*))* Þb oos (/(/(*))* ds + <p0) + a(l)] .«) 

Soit E l'ensemble des fonctions / continues et telles que (f(t))-l est convexe 
et que f(t) -> oo lorsque t -> oo. Du résultat de M. M. Zlâmal. cité ci-dessus 
découle le 

Théorème 5. / € E => x -> 0. 
Nous allons faire voir qu'il est possible de modifier, d'une manière assez 

simple, le théorème 3 de façon que les théorèmes 4 et 5 en deviennent des 
conséquences. Définissons l'ensemble F: Une fonction /, continue et non-dé
croissante appartient à l'ensemble F si l'on peut choisir un s *>• 0 tel que 
fd log / = oo pour tout ensemble ouvert E vérifiant 
H 

lim inf ju,(E n <t,t + 1» > 1 — e .5) 
t—»-co 

Théorème6. / e F = > x -> 0. 

On peut démontrer le théorème 6 de la même manière comme M. ToneUi 
a démontré le théorème 3. Posons 

x2(t\ 

m = -±j- + x*a) 
4) On petit démontrer que ces formules asymptotiqu.es son t valables aussi dans le cas 

où f(t) > const > 0 et [/($)]""* est convexe pour un a, 0 < a < | . 
5) L'ensemble F rie changera pas si l'on se borné à des ensemble^ H = R —-'P' où JP 

est défini par les relations (%). Cela peut se démontrer facilement, car pour tout ensemble 
borné ouvert H* et pour tout 77 ;> 0 on peut construire un ensemble XtC H* qu i eft la 
sornrrte d'un nombre fini d'intervalles ouvertes 4isjoints et.,tej que Ton a ,*. 

lkÇB*—L)<ii;fàlkigf<*l . • . : , : . ; - . 
M*-Zt 

(fi désignant la mesure de Lebesgue). " l^ous écrivons H* = H O (i + rji9i + 1), 
i = 1, 2, 3 , . . . et choisissons les nombres nt- suffisarnment peti ts . , • 
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où x(t) est une solution non-triviale de (1), d'ailleurs quelconque. Un'rôle sub
stantiel est joué ici par l'identité 

* t 

Wh) = V(h) - I (**(*) - *2(t)) à log f(t) .•) (3) 
*i 

Soient xx < T2 < r3 < . . . tous les zéros de l'intégrale x(t). Comme f(t) ~> oo 
( /d log / = oo) on a r,-+1 - t/ -^ 0. Nous pouvons nous servir du même pro-
•* 

cédé comme M. L. Tonnelli et nous renvoyons nos lecteurs au travail [4], ou 
bien à la monographie [5] II, chap. VII, § ,4, 9a. 

Le théorème 6 est évidemment une généralisation du théorème 3 (voir la 
la note5)). Nous allons montrer que le théorème 4 résulte également du théorème 
6, c'est-à-dire que D c F . Dans ce but, nous introduisons une autre définition 
de l'ensemble F, équivalente à celle donnée ci-dessus. 

Soit G l'ensemble des fonctions continues, non-décroissantes et telles que 

J d log / == oo 

pour tout ensemble H Q R, ouvert et vérifiant 

lim ju(H n <M + 1» = 1. 
t-»oo 

Nous allons démontrer le 
6) Pour des raisons de rigueur et d'intégrité nous allons démontrer l'identité (3). En 

vertu de la formule d'intégration par parties (voir [7], § 14, théorème 14,1) nous avons 

І^ř-f^Ш ••/<*•)••• Kh) ' 
t, tt 

.Comme on a 

m'^*m+^xm = 0' 
nous obtenons 

/*w d (m) - fm •m •d (m)= A W -Xi{h) • 
• •. • Ï * I *i. . 

De la formule citée résulte ensuite que pour tout intervalle <£3, t4> on a 

fw)dm--fmd(w)) 
*» *. 

d'où, en vertu d'un théorème sur la substitution dans une intégrale de Lebesgue-Stieltjes 
(voir [8], théorème 153), on obtient 

** ' / ( * * ) *4 

/md/(0"/^d,-k|EM-/dlog'(<)' "' 
*» /(*,) ** 

et de là il résulte enfin 
*» . * t 

*(*,) - A2(tx) - - j jj& d log m - — fWW - *"(*)) à log /(*) . 
*i *i 
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Théorème 7. F = G. 

Démons t r a t i on . La relation F C G est évidente. Soit / e F. Alors il existe 
une suite d'ensembles ouverts Qk C -R> h = 1, 2 , . . . et telle que Ton a 

M & n < U + l » > l - 2 - * , £ = 1 , 2 , 3 , . . . , * ^ ^ , / d l o g / < o o . 
Qk 

Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que 

/*(& .n <M + 1» > 1 - 2-* pour # ^ 0 , 4 = 1,2,3 , . . . 

Posons afcî = / d l o g / ; Z = 0, 1, 2, ... Alors nous avons évidemment 
Qkn(l,l + 1) 

oo " , 

T % < oo, h = 1, 2, 3, . . . et il existe une suite non-décroissante d'indices &j 
00 00 . 

(avec hx -> oo lorsque Z -> oo ) et telle que 2 a*ii < °° • Soit Q = 2 Qkt ° ( ^ + 1) • 
z « o z=o 

Ç est évidemment ouvert, / d l o g / < oo, /*($ n <£, t + 1» -> 1 lorsque 
Q 

t -> oo, donc / c G, ce qui implique G c F. Maintenant nous allons démontrer 
le 

Théorème 8. D C F. 

Supposons que nous ayons / c F et que / admette en même temps une dérivée 
continue, non-négative. Gomme F = G (d'après le théorème 7), il existe un 
ensemble ouvert $C -& tel que [x(Q n (t, t + 1» -> 1 lorsque t -> oo, / d log / < 

Q 

< oo. Il est aisé de construire une r-suite {tn} telle qu'on ait 1 > tn+1 — tn > 
> 2ju«t, t + 1> — Q) pourvu que tn — l <11 < tn + 1. On aura donc à plus 
forte raison 

*n+l — tn> ty{<tn, *n+l> — Q) , /*«?*, *«+!> H © > | (*n+l ~ U -

De là s'ensuit 

(tn+1~tn). min ^ < 2 . I ( W - ^ y inf ^ ^ 2 f dlog f(t) , 
tn£t£tn + x J(t) * *««n<W+l> / W *J 

<2"<Wn+l> 

i f t n i - * * ) min §£<2 f dlog f(t) < oo 
n * 0 -WÉ'-S-W + l / W */ 

Q 

et alors / e D. Donc D e F. 
Enfin nous allons revenir encore au théorème 5 et démontrer le 
Théorème 9. Soit ? C - B ^ ensemble défini par les relations (2) et tel que 

h(P) < h Alors si f(t) -> oo lorsque t -> oo et qu'il existe un oc > 0 tel que la 
fonction (f(t))~x soit convexe, on aura 

/ d l o g / ( 0 = oo. 
HP . . 
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Démonst ra t ion . Supposons que les conditions du théorème 9 soient 
satisfaites. Posons g(t) = (f(t))"a. Nous avons à démontrer que 

/dlog-(*) = —oo 
B-P 

en supposant g(t) convexe et tel que g(t) -> 0. Nous y ajoutons d'abord encore 
la supposition que la fonction g(t) admette une dérivée continue de second 
ordre g(t)> Or la fontion g(t) étant convexe, g(t) -> 0, et g(t) > 0, nous avons 
9(t) < 0, g(t)^> 0. Soient 

I n = < 2 - , 2 « ^ > , Sn = InnP, Tn = In-P, n = 0 , l , 2 , . . . 

En vertu de nos suppositions nous avons ju(Sn) < 2n~2, ,[M(Tn) > 3 . 2W~2 

Ecrivons Xn = — I — dt, vn = —- I — dt et comparons les nombres vn et 
Sn - '•' Tn 

Xn+1. On a 

X < \9(*n+l)\ ,a v < Iffin+l). ««_,. 

OU 

UeA"+1' *(*.«) ~S!?>'V 
Ensuite, on a pour tout t € Tn 

W)\ _ \9(t)\ > |jW)l > 

i |£7(T)| dr + jr(*,+1) 
* 

> [?(*)! > ltfft.+i)l 
= \g(t)\ . 3 . 2» + ^ n + 1 ) == | ^ n + 1 ) | . 3 .2» + g{tn+1) 

w*-+i)h-1 = JÉћ±łl/i 
^ n ч l ) \ • 

+ 3.2" 
ô^rt-fl) 

et de là il s'ensuit que 

f \M d* > lgfa+i)l L , , 2„ IflUi).^1 ,,«,. > 
*•» 

> 1 3 2» J£^.±l)J / ] . o on Ig^n+l)!^"1 > - 6A»+1 (A) 
~ 4 -*(*-«) \ + ' <7(*-+i) / ' Vn = 4 6A„+1 + 1 W 

00 • 00 

On a évidemment 2 U» + vn) = 00. Si l'on avait T vn < 00 on aurait, en vertu 
00 

de l'inégalité (4), 2^n < 00, or cela est en contradiction avec ce qui précède; 

donc on a Jd log g{t) -=- QQ <jans i e c a s particulier où g(t) admet une dérivée 
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continue de second ordre g(t). Dans le cas général, étant donnés la fonction 
convexe g(t), un ensemble P et une suite arbitraire de nombres positifs en, 
il est facile de construire une fonction h(t) admettant une dérivée de second 
ordre et telle que 

g(an) < h(an) < g(an) + £2»~i ; g(K) < HK) <g(bn) + e2n+2 . 

Comme 

/ d log g(t) = log g(an+1) — log g(bn), / d log h(t) = log h(an+1) — log h(b^) 

et comme 
oo an+1 

2 / dlogA(*)= fdlogh(t) = œ, (6 0 = 0) 

nous avons également / d log g(t) = 00 pourvu que nous ayons choisi les 
-5--° 

nombres e€ suffisamment petits. Le théorème 9 est par là démontré. Nous 
allons déduire maintenant quelques conséquences du théorème 9. 
(oc) E c F; le théorème 5 découle donc du théorème 6. 
(/?) Si, au théorème 5, nous supposons en plus que la fonction / admette une 

dérivée continue, le théorème 5 devient alors une conséquence du théo
rème 3. 

(y) Si f(t) -> 00 et qu'il existe un oc > 0 tel que la fonction (f(t))~a soit convexe, 
on a x -> 0. 

(ô) A C C; le théorème 2 découle donc du théorème 3* (Si / ne croît pas, alors 

- - (/)--- = — /(/)-* ne décroît pas, donc (f)-1 est convexe.) 

(e) BC C; le théorème 1 découle donc du théorème 3. (Soit / e B , donc 
ILi ;> y ' —-. ;> ___ o r comme g(tj == t appartient à A et par là en 
f(t) /(0) + f{t) .t t 
vertu de (<5) aussi à C, on a fe C.) , . , 

Envisageons encore sommairement le cas où f(t) —> 0. Dans ce cas, on peut 
démontrer d'une manière analogue le 

Théorème 10. Soit f(t) une fonction continue, non-croissante avec lim f(t) = 0. 
t—>co 

Supposons qu'il yaûurie>0 td que f d log f(t) == — 00 pour tout ensemble P 

défini par (2) et vérifiant h(P) < e. Supposons ensuite que les intégrales de Vèqua-
' X*(t\ :- " ' * ' " • ' ' " 

tion (1) oscillent. On a alors -JT-T + %2(t) -> 00 lorsque t -> 00 pour toute solution 
non4riviale x(t) de Véquation (1). 

Comme, dans ce cas-là, la distance séparant deux zéros voisins de l'intégrale 
x(t) de l'équation (1) tend vers 00 lorsque £ -> 00, il ne suffit pas de supposer 
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que /u((B — P)n (t, t + 1 » > I — e. Il s'ensuit du théorème 9 que nous pou
vons appliquer le théorème 10 spécialement dans le cas où il existe un nombre 
oc > 0 tel que la fonction{f(t))a est convexe. 
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Výtah 

O ROVNICI x + f(t) x = 0 

JABOSLAV KURZWEIL, Praha. 

(Došlo dne 4. června 1956.) 

Snadno lze sestrojiti spojitou funkci f(t) (pro t ^> 0), f(t) -> oo pro t —> oo 
tak, že rovnice (1) x + f(t) x = 0 má řešení, které nekonverguje k nule pro 
t -> oo. Dodatečné podmínky postačující k tomu, aby všechny integrály rov
nice (1) konvergovaly k nule pro t ->oo, jsou uvedeny v pracích [1] — [4]; 
jiná podmínka plyne z věty 7 obsažené v práci [6], V této práci je dokázáno, 
že všechny integrály rovnice (1) konvergují k nule, je-li splněna tato pod
mínka: 

Funkce f(t) je spojitá monotonni a existuje takové, e > 0, ze platí fá log f(t) = 

= oo, jakmile H je otevřená množina spMujici vztah lim m£jLi(H n (t, t + 1» > 
ť~*co 

> 1 — s (/i znamená Lebesgueovu miru). 
Důkaz tohoto tvrzení je sice modifikací důkazu TONNELLIOVA (viz [4] nebo 

[5], druhý díl, kap. VII); ukazuje se však že uvedená podmínka zahrnuje 
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V 8оЪё уёесЪпу сйоуапё ройттку, яатдт со ъ ро61ттку ийапё С!-. АВМЕЬЫ-

N11V ргас1 [2] пер1упе ЗАЗЯБОЖЕОУА рос1т1пка ъ ргасе [3] а гге 8ашопеоуу 
рос!ттку пер1упе р о й т т к а АгтеШгпЬо. * 

Копеспё ]*е Гогти1оуапа уеЬзь оЬйоЬпёЬо т/ури рш ршрас!, ге Ыайпа йтксе 
Щ) копуег§1Г)"е тонойогтё к пи1е рго 1 -> со. V йотйо ршрайё рго каМу 
т{;е§га1 готшсе (1) га ^ ё Ь о сЬйаЪеспёЬо ргефокЬЛи р1атд х2(1)Ц(Ь) + х2(1) -> 
-> оо рго I ~> оо. 

Резюме 

ОБ УРАВНЕНИИ * + /(*) х = О 

ЯРОСЛАВ КУРЦВЕЙЛЬ (1аго8Ьалг Кигг^еД), Прага. 
(Поступило в редакцию 4/VI 1956 г.) 

Легко можно построить непрерывную функцию /(̂ ) (для I >̂ 0), 1(Ь) -> оо 
при Ь -^со, такую, что уравнение (1) х -}- 1(1) х = 0 имеет решение, которое 
при Ь -> оо не стремится к нулю. Добавочные условия, достаточные для 
того, чтобы все интегралы уравнения (1) стремились к нулю при % -> оо 
приведены в работах [1]—[4]; другое условие вытекает из теоремы 7, 
содержащейся в работе [6]. В настоящей работе доказано, что все интегра
лы уравнения (1) стремятся к нулю, если выполняется следующее усло
вие: 

Функция 1(1) непрерывна, монотонна, и сущесвтует г > 0 такое, что 
$&1о%1(1;) = оо, как только Н является открытым множеством, удовле-

м 

творяющим условию 1пп т Г /и(Н п <#, I + 1)) > 1 — <? (/л означает меру 
4—>оо 

по Лебегу). 

Д о к а з а т е л ь с т в о ,этого утверждения является только модификацией 
доказательства, данного То не л ли (см. [4] или [б], второй том, гл. VII); 
однако оказывается, что указанное выше усИовие заключает в себе все 
цитированные условия, в то время как из условия, поставленного 
Дж. Армеллини в работе [2] не вытекает условие Сансоне из работы 
[3] и, наоборот, из условия Сансоне не вытекает условие Армеллини. 

Наконец, формулируется теорема аналогичного характера для случая, 
когда положительная функция /(2) стремится монотонно к нулю при 
Ь -> оо. В данном случае для каждого интеграла уравнения (1) при опреде
ленном добавочном условид справедливо хг(1)\1(Ь) + хг(1) -> оо при I -> оо. 
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