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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 84 (1959), Praha 

POZNÁMKA K PHRAGMÉN-LINDELĎFOVU PRINCIPU 

JAROSLAV FUKA, Praha 

(Došlo dne 28. listopadu 1957) BT: 517.531 

Je známo, že větu o maximu pro subharmonícké funkce lze rozšířit 
tak, že se v okolí jednoho hraničního bodu připustí singularita jistého 
typu. V článku jest analysována přípustná singularita v závislosti n a 
tvaru hranice definiční oblasti funkce v okolí singulárního bodu. 
Zvláště jsou studovány oblasti, jejichž hranice má v singulárním bodě 
bod vratu. 

1 

V celém článku rozumíme termínem ,,konformní zobrazení" prosté a kon
formní zobrazení, úhlem U^Q O vrcholu z0 množinu těch bodů z = x + iy, pro 

něž |arg(z — z0) — OÍTZ\ < 0™ , kde 0 <: oc g: 2, 0 < < 9 < ^ 2 (je-li & = 0, 

budeme index oc vynechávat), sektorem $r,e množinu těch bodů z, pro něž platí 

|arg z\ < 0 —-, \z\ < r, kde 0 < © <I 2; Kr bude znamenat otevřený kruh se 
Zi 

středem v počátku a poloměrem r. 
Definice. (Viz [1] str. 1) Budiž u(z) reálná funkce v oblasti G. Éákáme, že 

u(z) je subharmonická v G, jestliže má tyto vlastnosti: 
(S0) —- oo <I u(z) < + oo, existuje bod z0e G tak, že u(z0) 4= —- oo. 
(Bt) u(z) je shora polospojitá v G, t j. ke každému bodu z0 e G a ke každému 

číslu 8 > O existuje d > O tak, že pro \z — z0\ < <5 platí u(z) < u(z0) + £• 
(S2) Budiž Gf oblast, ležící i se svou hranicí Hf uvnitř G. Budiž h(z) funkce 

harmonická v Gf, spojitá v Gf + Hf, h(z) S; u(z) v Hf. Potom h(z) ^ u(z) v G''. 
Platí nyní tyto známé věty: 

Věta 1.1. Budiž G omezená oblast, ležící v úhlu U®. Budiž u(z) funkce subharmo
nická v G. 

a) Nechť v každém bodě z hranice G, z =|= O, platí lim sup u(z) <I C. 
zeG, s-±z~ 

b) NecM v bodě z = O (lezi-li ovšem na hranici G) platí lim sup u(z) r& = 
ZeG, z—>0 
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= M < oo, kde 0 < k < -z-, r = \z\. Potom v každém bodě ze G platí u(z) __g C 

a je-li v některém bode z0eG u(z0) = C, je u(z) = C identicky v G (srovnej [3], 
str. 115). 

Věta 1.2. Budiž G omezená oblast, ležící uvnitř oblasti, jejíž hranici tvoří kruž
nice cx se středem v bode hti a poloměrem \\\ a kružnice c2 se středem v bodě h2i 
a poloměrem \h2\, hx =f= h2. Budiž u(z) funkce subharmonická v G. 

a) Nechí v každém bodě z hranice G, z =j= O, platí lim sup u(z) 5^ C. 
Z*G, 2~>Ž 

b) lim sup u(z) 5_í C (existují-li ovsem v G body z ~> O, Re z < 0). 
zeG, Rez<0, z—>0 

2я -к — zл 
c) lim sup u(z) e r = M < oo, kde 0 < k < -==- , Hг = zeG, B.ez>0, z-iO 

T = \Z\. 
н, 

1 __ 1 

hx h2 

Potom v každém bodě ze G platí u(z) 5^ C a je-li u(z0) = C v některém bodě 
z0 e G, je u(z) = C identicky v G. 

V tomto odstavci uvedeme na ukázku důkaz věty 1.2 a některé pomocné věty. 
V dalším odstavci pak zobecníme věty 1.1 a 1.2. 

D ů k a z v ě t y 1.2. Definujme v G funkci 

^ ) = / ^ C O S [ F ( - ^ L + ^ ) ] > 

kde 
JJ 1 1 , -f 2тt 

o)(z) je reálná ěást funkce e xz ' a je tedy harmonická v G. Je-li ze G, je 

tj-

a tedy 

1 JL_ 
hг h2 

kř 

T l l , H2 -< Im — + -f-% 
\ z 4 

-У , H2 1 
£ Ł < __ 

x +y2 4 4 

1 - 1 

IV~~ K\y 

^ 2 _j_ ^ 2 "t" ^ 
7 II, 2тг FГ 1 зz 

= _ 

cos П-ŠЬ+ЇЏI >o 

J e tedy co (z) > O v G. Označme -Fo-(̂ ) = u(z) -— o* G>(Z). FV(20 je subharmonická 
v G a podle c) pro dostatečně malá r platí 

-řVfг) < Jf'e r - cxe "*+» " " " ^ K І M ^ + ^ ) ] ' k d e м'>м-
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Je však 
a? 1 

a;2 + y2 ' r 

pro X ->0,a; >o, neboť — -> 0 

Tedy 
vJt-

e «»+»* > e ' r ,k<k" < 

м 
r , & < jfc" < &' pro dostatečně malá r. Je tedy 

* i / rk»-k)—\ 
Fa(z) < e T \M - ar,e rj, 

tj-
lim sup F<r(z) = —- oo < C 

2€G. Rez>0 , ;&~»0 

pro každé a > 0. Podle principu maxima pro subharmonické funkce ([1], str. 6) 
tedy platí Fa(z) ^ G všude v G. Přejdeme-li k limitě pro o —>• 0, dostáváme 
u(z) :g C všude v G. Je-li v některém bodě z0 € G u(z0) = O, je opět podle principu 
maxima u(z) = O všude v G. 

Lemma 1.1. Budiž u(z) funkce subharmonické v oblasti G. Budiž f = %(z) 
konformní zobrazeni oblasti G na oblast H. Potom funkce <p(£) = u(%"1(Cl) = u(z) 
je subharmonické v oblasti H. 

Důkaz. Máme dokázat, že <p(t) splňuje v H podmínky (S0), (S-J, (S2). Důkaz 
podmínek (S0), (Sx) je zřejmý, dokážeme tedy jen podmínku (S2). Budiž G' libo
volná oblast taková, že G' + H' c H, kde H' je hranice G'. Budiž a>'(£) harmo-/ 
nicka v G', spojitá v G' +*H' a a>'(0 ̂  <p(C) v H\ Potom též %~\G' + Hf) c G, 
a>(z) = o>'(%(z)) je harmonická v %'^G'), spojitá v %~1(G' + H'), a>(z) ^ 
-š-i u(z) v Z" 1^ ' ) - Zřejmě ;f H^O 3 e hranicí oblasti %~1(Gf). Poněvadž u(z) 
splňuje podmínku (S2) v G, je w{z) ^ %(z) v tl(H' + 67') a tedy a>'(£) ^ <?(£) 
v G' + JET'. 

Lemma 1.2. Budiž u(z) funkce definovaná v Jordánové oblasti G. Nechť v bode z0 

hranice G platí lim sup u(z) ^ C < oo. Budiž déle £ = o>(z) konformní zobra-
ssgG, z-^Zf, 

zení oblasti G na Jordánovu oblast H. Potom v bode f0 = a>(z0) platí lim sup <p(C) ^ 

O, kde <p(C) = (̂co-HC)) = u(z). 

Důkaz. Užije se známého faktu, že konformní zobrazení Jordánových 
oblastí lze spojitě rozšířit na hranici (viz např. [2], str. 409). 

Lemma 1.3. Budiž dána Jordánova oblast G a budiž y její hranice. Nechť exis
tuje r0 > 0 tak, že průnik G s každým kruhem Kr, 0 < r < r0 je vnitřek „troj
úhelníka" Tr, jehož „strany1' tvoři: oblouk kružnice cx se středem v bode hxi a polo
měrem |A-.|, oblouk kružnice c% se středem v bode h2i a poloměrem \h2\9 hx =j= h2, 
a konečné ten oblouk kružnice kr, jež je hranicí kruhu Kr, jehož krajní body jsou 
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průsečíky kT s cx a c2 a který v Kr přísluší menšímu středovému úhlu. Budiž 
w == f(z) konformní zobrazeni oblasti G na oblast Gf', jejíž hranici tvoří kružnice 
cx a c2 takové, ze /(O) = 0. Potom ke každému e > O existuje ó > O tak, ze ve 
vnitřku T$ platí \f(z)\ < (1 + s) \z\. 

Důkaz. Nejdříve poznamenejme, že konformní zobrazení pásu a < y < b 

na pravou polorovinu má tvar co = e~a 2 ' a že funkce — zobrazí 

jednoduše souvislou oblast, jejíž hranici tvoří kružnice c l5 c2 na pás •— ^r- < 
i 

< y < — -rj- nebo — --T- < y < — -^r- . Označíme-li tedy z = cp(co) kon-
2u2 --'"'2 *H 

formní zobrazení pravé poloroviny na (? takové, že <p(0) = 0, a dále íI! = 

__ 1 X 

2-t / 1 H ^ \ 

(̂co) = e^1 w") 4 l zobrazuje konformně část okolí počátku roviny co na část 
okolí bodu z = 0 ležící v pravé polorovině, při čemž úsečce imaginární osy 
roviny co je přiřazena úsečka imaginární osy roviny z. Podle principu symetrie 
tedy platí ip(co) = co(cx + c2co + ...), cx =t= 0. To znamená, že pro dostatečně 
malá z € G platí 

2TÍ / 1 Ho \ 2« / 1 H", \ 2JT / 1 ff2 \ , 

e ^ + ̂ i)=e^+^(c1 + ...) = e^ + - Í ) + 10e(eí + - ) 

(jednoznačná větev logaritmu existuje, neboť pro dostatečně malá z a tedy pro 
dostatečně malá w je c1 + ... #- 0). Pro dostatečně malá ze G tedy platí 

tj. 

1 1 
(podle předpokladu je Hx > 0), H2 = j - + T~ , potom funkce 

ł = M1 + м ? & l o g ( C l + - )]" 
K e > 0 existuje tedy <5 > 0 tak, že pro \z\ < ó, ze G platí 

tj. \w\ ^ \z\(l + g), c. b. d. 

~ ^ --L (1 + 8) 
2 \w\ 

Definice 2.1. Budiž dána oblast G, jejíž hranici tvoří uzavřená křivka y. 
Budiž zQ e G. Označme M množinu všech úhlů U^® o vrcholu zQ, jez mají tuto 
vlastnost: Všechny body oblasti G, jež leží v jistém okolí bodu z0, leží v U^@. 
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Označme N množinu všech & takových, že U^eM-. Budiž N 4= 0. Budiž 
ů -= inf Q, ů > 0. Potom říkáme, že y má v bodě z0 úhlový bod řádu ů. 

Věta 2.1. Budiž G omezená oblast, jejíž hranice y má "v počátku úhlový bod řádu 
0. Budiž u(z) funkce subharmonická v G. Nechť jsou dále splněny předpoklady 
a), b) vety 1.1. Potom zůstává v platnosti i tvrzení vety 1.1. 

D ů k a z . Nechť tedy v počátku platí lim sup u(z) rk = M < oo, 0 <&<----. 
s e Gf z~+o tr 

Zvolme číslo k' tak, že k < kr < --r-. Poněvadž y má podle předpokladu v po

čátku úhlový bod řádu ©, existuje úhel U i o vrcholu v počátku tak, že body 

oblasti G, ležící v jistém okolí počátku, leží v U i. Bez újmy na obecnosti 
">w 

můžeme zřejmě klást oc = 0. Předpokládejme nejdříve, že JJ < 1. V tom pří-
/o 

pádě můžeme sestrojit tak malé kružnice k1} k2 dotýkající se v počátku ramen 
úhlu 271 a protínající se v bodě a < 0, že oblast G iUi leží ve vnějšku každé 

F F 
z z kružnic kt, k2. Transformací C = přejde oblast bodů ležících vně každé 

z —* a 
z kružnic Jcl9 k% v úhel U\ v rovině £, oblast G v oblast G' c U\, funkce u(z) 

F F 
ve funkci u'(t) = u(z) definovanou v G\ Podle lemmatu 1.1 je u'(C) subharmo
nická v G' a zřejmě platí 

lim sup u'(C) g£ G 
£*G' c->E 

v každém hraničním bodě C + 0 oblastí (?'„ Poněvadž funkce C = má 
z — a 

v okolí počátku rozvoj C = [1 H [-••.}> platí v jistém okoK počátku |C| žs 

^ JET[2ř|, iT < oo. V bodě f = 0 tedy platí 

lim sup u'(C) \C\k' ^ lim sup %(z) |z|*' . i F = Kk' . M < oo . 

u'(C) tedy splňuje předpoklady a), b) věty 1.1. Je tedy u'(£) á. C všude v Gf, 
a je-li u'(Co) = G, Co e G', je t6'(C) = C identicky. Stejné tvrzení platí tedy i v ob
lasti G pro funkci u(z) = u'(£), e. b. d. 

Je-li 1 < p < 2, sestrojíme opět tak malé kružnice kl9 k2 dotýkající se 

v počátku ramen úhlu U i a protínající se v bodě a < 0, že oblast G i ř7x leží 
F F 

v oblasti, která je vnějškem průniku vnitřků kružnic kx, k2. Další postup je 
stejný. 
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Definice 2.2. Budiž dána oblast G, jejíž hranicí je uzavřená křivka y. Budiž 
z0 e y. Označme Vai $ oblast, jejíž hranici tvoří dvojice parabol z0 + (x + ixa) e^, 
z0 + (x — ix01) e^, při čemž polopřímka z0 + teif}, t > 0, leží ve V*, $. Označme M 
množinu všech Vaj, jež mají tuto vlastnost: Všechny body oblasti G, jež leží 
v jistém okolí bodu z0, leží ve V^p. Označme N množinu všech oc takových, že 
Va /? € M. Budiž N 4= 0. Budiž Q = sup oc, Q >̂ 2, Q < co. Potom říkáme, že y má 

v bodě z0 bod vratu rádu o — 1. 

Definice 2.3. Budiž dána oblast G, jejíž hranicí je uzavřená křivka y. Budiž 
z0 € y. Nechť y má v bodě z0 bod vratu řádu Q. Označme Wíu ?i,, hx > h2, oblast, 
jejíž hranici tvoří dvojice parabol 

z0 + (x + ihxx
Q+1) eip , z0 + (x + * 2 xe+ 1 ) e^ , 

při čemž polopřímka z0 + ře*£, t > 0, leží ve PF/^ fta. Označme J í množinu všech 
WiL)hz, jež mají tuto vlastnost: Všechny body oblasti G, jež leží v jistém okolí 
bodu z0, leží ve Wi^^ • Označme Nx množinu ^ takových, že k nim existují h2 

tak, že WluhzeM, a N2 množinu h2 takových, že k nim existují hx tak, že 
WQ

hl AS e M. Budiž N1 4= 0 (pak je zřejmě i N2 =j= 0). Budiž H1 = inf Al9 H2 = 

= sup A2, Hx > H2* Potom říkáme, že y má v bodě z0 bod vratu řádu Q typu 

t-Ji.-ffJ. 
Lemma 2.L Budiž G oblast, jejíž hranicí je křivka y. Nechť y má v počátku bod 

vratu řádu Q typu [Hl9 H2], Nechť G leží uvnitř úhlu U2, Q' > Q. Zobrazení 
Q' 

f = ZQ převede G v G' a y v y'. Potom křivka y' má v počátku bod vratu řádu 1 
typu [QH19 QH2]. 

D ů k a z . Budiž Q\ > QHX > QH2 > Qh2. Podle předpokladu existuje oblast 
WQ

hi> hz> (&! > h1> Hl9 H2 > h2 > h2) tak, že pro jisté okolí O počátku roviny z 
platí G n O c WQ

hi>}h2>. Nyní však je 

(x + iaxQ+1)Q = xQ(l + iaxQ)Q 

a tedy 
(x + iaxQJrlf = xQ + ÍQOX*Q + 0(X2Q) 

pro oc -» 0. Existuje tedy oblast W1^^, tak, že v jistém okolí O' c £(O)platí 
G' n O' c W^v.eV* Kdyby nyní y' měla v počátku bod vratu řádu 1 typu 
[QH[, QH2], H'X < Hx, H2 > H2, ukázali bychom stejným způsobem existenci 
oblasti WQ

Hi„s B%« v rovině z, při čemž by v jistém okolí O počátku roviny z platilo 
O o G c TVir//. H/ a Hx > Hi > H[, H2> H"2 > H2, což podle předpokladu není 
možné. Stejně se vyloučí možnosti H[ = Hl9 H2 > H2 a H[ < jEř1? J3"2 = -ř-V 
y' má tedy v počátku bod vratu řádu 1 typu [QH1} QH2]. 

Stejným způsobem se dokáže 

Lemma 2.2. Budiž G oblast, jejíž hranicí je uzavřená křivka y. Nechť y má 
v počátku bod vratu řádu Q typu [Hí9 H2]. Zobrazme oblast G na oblast G' pomocí 
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ri -y I z \ 
zobrazení f = = 2 {1 -j h •. • )* Potom G' má v počátku opět bod vratu 

z — a \ a I 
řádu Q typu [Hx, H$]. 

Lemma 2.3. Budiž dána parabola p(x) = — x%. Potom pro dostatečné maká x 
Za 

leží polokruznice k(x) = ď'.— ď / 1 - nad [pod] parabolou p(x), je4i 

O < ď < a nebo O > a > ď [ď > a > O nebo O > ď > a], tj. pro taková ď platí 
k(x) — p(x) > O [k(x) — p(x) < 0]. 

Důkaz. Pro dostatečně malá x je 

a tedy 

k(x) — p(x) > 0 pro a > ď > 0 nebo 0 > a > ď , 
k(x) — p(x) < 0 pro ď > a > 0 nebo 0 > ď > a , c. b. d. 

Důsledek. Budiž dána oblast G, jejíž hranicí je uzavřená křivka y. Nechť y' 
má v počátku bod vratu řádu 1 typu [Hx> Iř 2 ]. Potom ke každému rj > 0 exis
tuje kružnice k, se středem v bodě ^7- i a poloměrem 7-77-7 & kružnice fe2 se 

*hx 2|&1| 
středem v bodě -ry- i a poloměrem 7̂7-7 tak, že Hx + r\ > hx> Hx, H2 > 

> h2> U 2 — rj a že oblast T, jejíž hranici tvoři kl3 kz, obsahuje všechny body 
oblasti G ležící v jistém okolí počátku. 

Důkaz. Stačí to dokázat pro rj dostatečně malé. Zvolme tedy r\ > 0 tak, aby 
čísla Hx a H1 + rj resp. H2 a H2 — rj měla stejná znamení, je-li Hx 4= 0, resp. 
i í 2 4= 0. Podle definice existují čfela tix, ft2 tak, že oblast W\x*>hi> obsahuje vše
chny body jistého okolí počátku ležící v G, při čemž Hx -f~ rj > tix >„ JH^, 
-H2 > h't> JET2 — ^. Z právě dokázaného lemmatu plyne okamžitě tvrzení. 

Věta 2.2. Budiž G omezená oblast, jejíž hranice y má v počátku bod vratu řádu q 
typu [Hx, H2], Budiž u(z) funkce subharmcmická v G. 

a) Nechť v každém bodě zey,z 4= 0, platí lim sup ^(2) <£ C. 
ztG, s-~>5 

. 1 
_ k — JI 

h) lim sup u(z) e re = M < oo, kde 0 < k < —== = - , r = Id. 

Potom v každém bodě zeG platí u(z) ^ C, a je4i v některém bodě zQ€ G u(z) = 
= C, je u(z) = G identicky v G. 
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D ů k a z . Předpokládejme nejdříve, že G c U^ r/ > ^. Zobrazme oblast G po-
e' 

mocí zobrazení z' = z* na oblast G'. Její hranice ý bude mít v počátku podle 
lemmatu 2A bod vratu řádu 1 typu [QHX, QH2], Podle důsledku lemmatu 2.3 

můžeme tedy sestrojit kružnici kx se středem v bodě -r-r- i a poloměrem 
2hx

 r 2^1 
a kružnici k2 se středem v bodě - r - i a poloměrem -ryr-- tak, že ^ x > DHX > 

-w/&2 ^ 2 

> QH2 > h2 a k < T r- < -přř ŤT\ a ze body oblasti G', ležící 
% — h% QSP-\ — -° 2) 

v jistém okolí 0' bodu z' = 0, leží v jednoduše souvislé oblasti T, jejíž hranici 
tvoří kružnice kx a k2. Existuje tedy dále kružnice K se středem v počátku tak, 
že oblast T', jež obsahuje bod 00 a jejíž hranici tvoří oblouky kružnic kt a k2 

a oblouk kružnice K, obsahuje G'. Zobrazme konečně T' na T pomocí funkce 
£ = /(*')> /(O) = 0. Oblast G' přejde v oblast H cT.V H máme tedy defino
vánu funkci ř7(£) = w'(z') = u(z). Podle lemmatu 1.1 je ř7(f) subharmonická 
v H a podle lemmatu 1.2 v každém bodě £ hranice oblasti H, £ #= 0, platí 

limsupU(C) á " C 

Funkce 17(0 splňuje tedy podmínky a), b) věty 1.2. Zřejmě dále platí 

lim sup u'(z') e \z\ = M . 
<• z' c G ' , z'—>0 

Zvolme s > 0 tak, že k' = (1 -f- e) k < v -r-. Potom podle lemmatu 
" ' i ^ 2 

1.3 existuje množina T3 tak, že pro 2'eTá platí \f(z')\ < (1 + e) \z'\, t j . 
k k' 

Y\<Wy ^ = / ( * ' ) , a t e d y 
k' 

lim sup U(£) e~ M < 00 . 

Poněvadž jek' < •= =--, splňuje funkce £/*(£) v oblasti H c T i předpoklad c) 
íb-t ílo 

věty 1.2. V H tedy platí t7(£) < C, a je-li ř7(£0) = C, £0 € H, je U(Q = O všude 
v H. Totéž platí tedy také o funkci u(z) = 17(C) v G. 

Zbývá nakonec zbavit se omezení G c Uz, Q' > O. 
"? 

Poněvadž C? má v počátku bod vratu řádu Q typu [Hv H2]. existuje kruh Kr 

se středem v počátku a poloměrem r tak, že Kr o G c S 2, Q' > p, t j . G c E, 
J
 Q' 

kde E = R — (Kr —• $ 2 ) , P je rozšířená rovina. Stejně jako v důkazu věty 
' Q' 

2A sestrojíme dostatečně malé kružnice kv k2 a použijeme zobrazení zt = 
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, //,2 . . . . . . 
= . Oblast G přejde v oblast Gl9 jež leží uvnitř úhlu 17 2 a má podle 

Z Cb —; 
• Q 

lemmatu 2.2 v počátku bod vratu řádu Q typu [Hl9 H2]. Funkce ux(zx) = u(z)9 

definovaná v Gl9 je podle lemmatu 1.1 subharmonická a v každém bodě zx 

hranice Gl9 zx 4= 0, platí 
lim sup ux{zx) <^ C . 

%x e 0 1 } %x—yZx 

k (1 + s) Zvolíme-li dostatečně malé d > 0, platí v T& \zx\ < (1 + s) \z\, t j . y-r < —;—~ , 

a tedy lze zvolit kx = (1 -f- e) k tak, že k < kx < —r̂ = ==-- a že 

-kx J L 
lim sup %(2X) e j*xj

e < 00 , 
zxeGu zt—>0 

ěímž je úloha převedena na úlohu již vyšetřovanou. 
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Резюме 

ЗАМЕТКА К ПРИНЦИПУ ФРАГМЕНА-ЛИНДЕЛЕФА 

ЯРОСЛАВ ФУКА (Тагов^ Гика), Прага 

(Поступило в редакцию 28/Х1 1957 г.) 

В работе обобщена — с помощю элементарных конформных отображе
ний — теорема Фрагмена-Линделёфа для полосы. В виде примера доказы
ваемых теорем приводим частный случай теоремы 2.2: 

Пусть О — область, ограниченная жордановой кривой у. Пусть у со
стоит в некоторой окрестности начала из двух парабол 

рх == х + *А-гв+* , рг = х + ък^х6*1, х ^ 0, Кх > /г2 . 

Пусть и(г) — функция, субгармоническая в О- и удовлетворяющая условиям 

а) для каждой точки ^ е у, % ф 0, Пт вир и(г) <^ С 
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б) Нт вщ>-и(г) е >е = М < со, 0 ^ к < —~~̂  — , г = \г\. 
г6 С, 2~>0 # ( " 1 — /&2) 

Тогда в каждой точке г € в и(г) ^ С, и если в некоторой точке г0 е О 
и(г) = С, то и(г) = С всюду в в. 

Zusammenfassung 

BEMERKUNG ZUM PRINZIP VON PHRAGM^N-LINDELÖF 

JAROSLAV FUKA, Praha 

(Eingelangt am 28. November 1957) 

In dieser Arbeit ist, mit Hilfe der elementaren konformen Abbildungen, der 
Phragmen-Lindelöfsche Satz für den unendlichen Parallelstreifen verallge
meinert. 

Als Beispiel der bewiesenen Sätze führen wir einen Spezialfall des Satzes 
2.2 an. 

Es sei G ein Gebiet, das durch eine Jordankurve y begrenzt ist. In einer Umge
bung des Nullpunktes sei die Kurve y aus zwei Parabeln 

px == xx + ihxx
e+1 , p2 =- x -f- ih.i^1, x ^ 0 , hx > A2 , 

zusammengesetzt. Es sei u(z) eine subharmonische Funktion in G, welche folgenden 
Bedingungen genügt: 

a) In jedem Punkte z e y, z 4= 0, gilt lim sup u(z) ^ C, 
єG, 

-*ì 
b) lim sup u(z) e r&=M<co,0<k< "77^ __ ^ \ , r = \z\. 

Dann gilt u(z) ^ C in jedem Punkte ze G, und wenn u(z0) = C in einem 
Punkte z0e G ist, so ist in G identisch u(z) = C. 

73 


		webmaster@dml.cz
	2012-05-11T16:11:30+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




