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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 84 (1959), Praha

POZNAMKA K PHRAGMEN-LINDELOFOVU PRINCIPU

JAROSLAYV FUKA, Praha
(Doslo dne 28. listopadu 1957) DT:517.531

Je znémo, Ze vétu o maximu pro subharmonické funkce lze roz§itit
tak, %e se v okoli jednoho hraniéniho bodu pfipusti singularita jistého
typu. V &ldnku jest analysovdna p¥ipustnd singularita v z4vislosti na
tvaru hranice definiéni oblasti funkce v okoli singulédrniho bodu.
Zv145t8 jsou studovény oblasti, jejichZ hranice mé v singuldrnim bodg
bod vratu.

V celém ¢&ldnku rozumime terminem ,,konformni zobrazeni‘ prosté a kon-
formni zobrazeni, thlem U, ¢ 0 vrcholu z, mnozinu t&ch bodd z = x 4 1y, pro
<0%, kde 0<a<2 0<O <2 (jei =0,
budeme index « vynechdvat), sektorem 8, ¢ mnoZinu téch bod z, pro néz plati

néz |arg (z — z,) — oz

larg z| < @ Z;— , [z < 7, kde 0 < © < 2; K, bude znamenat otevieny kruh se

stfedem v poéatku a polomérem r.

Definice. (Viz [1] str. 1) BudiZ u(z) reslnd funkce v oblasti G. Rikdme, %e
u(z) je subharmonickd v G, jestlize ma tyto vlastnosti:

(Sy) — 00 = ufz) << + oo, existuje bod zye @ tak, Ze u(z,) + — co.

(S,) u(2) je shora polospojita v @, tj. ke kazdému bodu z, e G a ke kazdému
¢islu e > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro |z — z,| < ¢ plati u(z) < u(z,) + e.

(S;) Budiz G’ oblast, lezici i se svou hranici H' uvnitt G. Budiz h(z) funkce
harmonické v G, spojitd v G' + H', h(z) = u(z) v H'. Potom h(z) = u(z) v &'.

Plati nyni tyto zndmé véty:

Véta 1.1. Budi? G omezend oblast, lezict v dhlu Ug. Budif w(z) funkce subharmo-
nickd v G.
a) Necht v kazdém bodé Z hranice G, Z + 0, platt lim sup u(z) < C.

z2eG, 27

b) Necht v bodé z = 0 (leZi-Ii ovSem na hranici G) platé lim sup u(z) r* =

2eG, z—0
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=M< 0,kde 0 <k < —g,r = |z|. Potom v kazdém bodé z e G plati u(z) = C

a je-li v nékterém bodé z, e G u(z,) = C, je u(z) = C identicky v G (srovnej [3],
str. 115).

Véta 1.2. BudiZ G omezend oblast, leZici wvnitf oblasti, jejiz hranict tvort kruz-
nice ¢, se stiedem v bodé h,i o polomérem |h,| a kruznice c, se stiedem v bodé hyi
a yolomérem |hy|, by * hy. Budiz u(z) funkce subharmonickd v G.

a) Necht v kaZdém bodé z hranice G, Z + 0, plati lim sup u(z) =< C.

2eG, 2—2

b) limsup w(z) < C (ewistuji-li ovsem v @ body z — 0, Re z < 0).
2¢G, Rez<0, 2—0
: -kl 27 11
¢) limsup u@)e "T=M< o0, kde 0 <k <", H=|—— —|,
2¢G, Rez>.0, 2—0 .H hl h2
r = [z].
Potom v kadém bodé ze G plati w(z) < C a je-li u(z) = C v nékterém bodé
2,€ G, je u(z) = C identicky v G.
V tomto odstavei uvedeme na ukazku dukaz véty 1.2 anékteré pomocné véty.
V dal$im odstavei pak zobecnime véty 1.1 a 1.2.

Dikaz véty 1.2. Definujme v @ funkei

kde
L, 1 .2
(z) je realna ¢ast funkee e (7 )a je tedy harmonickd v G. Je-li ze G, je
1)1 1 (Y Hy, )\ —y
~1 fz—z;<1m(7+f’)—x2—+—y‘+— *l
tj.
=y H, , H _2x H, =
l (x2+y2+4) R S A S
a tedy

, H
SR S

Je tedy w(z) > 0 v G. Oznatme F,(z) = u(z) — ¢ w(z). F,(2) je subharmonicka

v ( a podle ¢) pro dostateéné mald r plati

P 0 —y H
’ o x24y? ’ 2 ’
F z) < Me oe v* cos [k (x2 T + T )] , kde M' > M.
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Je viak

1
z 1 x _ 1 1

2+ 9y r 2 2 TR
Ve +y V1+%

prox-—>0,x>0,neboﬁ;yc~—>0

P
tr

L
Tedye “**' >e 7,k < k" <k’ pro dostatetné mals r. Je tedy

el ( (k7 =Xy —
F,z)<e "\M — one ",
tj.
limsup F,2)=— 0o <C

zeG, Rez>0, 2—0

pro kazdé o > 0. Podle principu maxima pro subharmonické funkece ([1], str. 6)
tedy plati F,(z) < C vsude v G. Pfejdeme-li k limité pro ¢ — 0, dostdvame
u(z) < C viude v G. Je-li v nékterém bodé z, € G u(z,) = C, je opét podle principu
maxima u(z) = C viude v G.

Lemma 1.1. BudiZ w(z) funkce subharmonickd v oblasti G. Budiz { = y(z)
konformni zobrazeni oblasti G na oblast H. Potom funkce p({) = u(x({)) = u(2)
je subharmonickd v oblasti H.

Dikaz. Mdme dokazat, Ze ({) spliuje v H podminky (S,), (S,), (S,). Dikaz
podminek (S,), (S,) je ziejmy, dokdzeme tedy jen podminku (S,). Budiz G libo-
volné oblast takova, ze G' + H' c H, kde H’ je hranice ¢'. Budiz »’'({) harmo-~
nickd v &, spojitd v ' + H' a ' ({) = ¢({) v H'. Potom téz y~X(G" + H') c G,
o(z) = o'(x(z)) je harmonickd v x (@), spojitd v x NG + H'), w(z) =
= u(z) v y (H'). Zfejm& y~'(H’) je hranici oblasti y~*(G'). Ponévadz wu(z)
splituje podminku (S,) v G, je o(z) = u(z) v {1 (H' 4+ @) a tedy o'({) = ¢(£)
vG 4+ H'.

Lemma 1.2. Budiz u(z) funkce definovand v Jordanové oblasti G. Necht v bodé z,
hranice G platt lim sup u(z) = C < oo. BudiZ ddle { = w(z) konformni zobra-

2eG, z—>z,

zent oblasti G na Jordanovu oblast H. Potom v bodé £, = w(z,) platz hm sup p(¢) <
H, {—=f,
C, kde ¢(0) = w(w™(2)) = u(?).
Dukaz. UZije se zndmého faktu, Ze konformni zobrazeni Jordanovych
oblasti 1ze spojité roz&itit na hranici (viz nap¥. [2], str. 409).

Lemma 1.3. Budif ddna Jordanova oblast G a budif y jeji hranice. Necht exis-
tuje ro > 0 tak, Ze pranik G s kazdym kruhem K,, 0 < r < r, je vnitFek ,,troj-
whelnika T, jehof , strany* tvoFi: oblouk kruznice c, se stfedem v bodé hi o polo-
mérem |h,|, oblouk kruénice c, se stiedem v bodé hyi a polomérem |hy|, hy * hs,
a komneéné ten oblouk krufnice k,, jez je hranict kruhu K,, jehof krajni body jsou
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priasebiky k, s ¢, a c, a ktery v K, prislusi menstmu stfedovému hlu. BudiZ
w = f(z) konformni zobrazeni oblastt G na oblast G, jeji€ hramict tvort krugnice
¢, a ¢, takové, Ze [(0) = 0. Potom ke kaZdému & > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze ve
vmittku T's platt |f(z)] < (1 + &) [z]-

Diikaz. Nejdiive poznamenejme, Ze konformni zobrazeni pasu ¢ < y < b
- 7 a+b |
— - )
na pravou polorovinu méd tvar w =e

. 1 .
a ze funkce — zobrazi
2z

. . Ly C . . . 1
jednoduse souvislou oblast, jejiz hranici tvoii kruznice c,, ¢, na pas — o <
<l
<y< ! neb ! <y< ! Oznaéime-li ted = kon
Y o, ebo o, Y T z atim edy z = ¢(w) ko

formni zobrazeni pravé poloroviny na G takové, ze ¢(0) = 0, a dale H, =

1 . 1
— — =—| (podle ptredpokladu je H, > 0), H, = 1 -+ =—, potom funkce
hy hy : hy ' h,
il (_l_ + 2 i) '
Y(w) = e \7@) 1/ zobrazuje konformng &ast okoli potatku roviny w na é4st
okoli bodu z = 0 lezici v pravé poloroving, pii Semz Gseéce imagindrni osy
roviny w je piifazena tsetka imaginarni osy roviny z. Podle principu symetrie
tedy plati p(w) = w(c; + ¢ + ...), ¢; + 0. To znamend, %e pro dostateéné
malé z e G plati
2::(1 H"i) 2 (1 H, |

2r (1 H, 1
g\ztT =e§—; —(—+Tz)+ og (¢, + ...)

—"7+4_1) (¢, +...)=¢eM\®

(jednoznadna vétev logaritmu existuje, nebot pro dostateéné malé z a tedy pro
dostateéné mald w je ¢, + ... + 0). Pro dostateéné mala z ¢ G tedy plati

(2

2z (1  H, \ 2z (1  H,.
E(—-FT?')—E(%+T@)+10g(01+---),
t.

%gﬁu+m

tj. [w| = |2|(1 + ¢), e. b. d.
2
Definice 2.1. Budiz ddna oblast G, jejiz hranici tvoii uzaviend ktivka y.
BudiZ zy ¢ ¢. Oznaéme M mnozinu vSech thla U, o o vrcholu z,, jez maji tuto

vlastnost: Vechny body oblasti G, jez lezi v jistém okoli bodu 2, lezi v U, .
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Oznadme N mnoZinu viech @ takovych, %e U, ,e M. Budiz N + ¢. Budiz
# = inf @, § > 0. Potom Yikdme, Ze y ma v bodé z, #hlovy bod Fddu 3.

Véta 2.1. Budi# G omezend oblast, jejis hranice y md v poédtkw whlovy bod Fddu
O. Budiz u(z) funkce subharmonickd v G. Necht jsou ddle splnény predpoklady
a), b) véty 1.1. Potom zistdvd v platnosts © tvrzeni véty 1.1.

Dikaz. Necht tedy v podatku plati lim sup u(z) r* = M < 0,0 < k < % .
2€¢G, 20
Zvolme ¢&islo k' tak, Ze k < k' < % . Ponévadz y m4 podle predpokladu v po-

¢atku Ghlovy bod Fadu 0, existuje Ghel U 1 o vrcholu v poéatku tak, Ze body
«©, F
oblasti G, leZici v jistém okoli podatku, lezi v U ;. Bez ijmy na obecnosti
3 .

muzeme ziejmé klist « = 0. Pfedpokliddejme nejdiive, Ze % < 1. V tom pii-

padé miZeme sestrojit tak malé kruznice k,, k, dotykajici se v poéitku ramen
thlu U, a protinajici se v bod& & < 0, Ze oblast G i Uy lezi ve vnéjsku kazdé

Kk’ k
z kruZnic k,, k,. Transformaci { = = pfejde oblast bodi lezicich vné kazdé
z kruZnic k,, k, v dhel U, v roviné {, oblast G v oblast G' c U’,, funkce u(z)
x X

ve funkei #'({) = u(z) definovanou v . Podle lemmatu 1.1 je %'({) subharmo-
nickd v G a zfejmé plati

lim supv'(§) £ C

LeG’ £E

v kazdém hraniénim bodé ¢ + 0 oblasti . Ponévad# funkce { = mé

z—a
v okoli poéatku rozvoj { = — Z(l + —2 + ), plati v jistém okoli pocatku |{| <
< K|z|, K < . V bodé { = 0 tedy plati

Lim sup »/'(¢) [¢[¥ < lim sup u(z) |2[¥ . K¥ = K¥ .M < o .
LeG', 0 zeG, z—0

%' ({) tedy spliiuje p¥edpoklady a), b) véty 1.1. Je tedy «'({) < C vSude v &,
aje-liu'(§y) = C, {pe G, jeu'({) = Cidenticky. Stejné tvrzeni plati tedy i v ob-
lasti @ pro funkei %(z) = %'({), c. b. d.

Je-li 1 < % < 2, sestrojime opét tak malé kruZnice k,, k, dotykajici se
v polatku ramen Ghlu U a protinajici se v bodé a < 0, Ze oblast G 1 U, leZi

X E

v oblasti, kterd je vn&j¥kem priniku vnit¥ké kruZnic k,, k,. Dal$i postup je
stejny.
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Definice 2.2. Budi? déna oblast G, jejiZ hranici je uzaviens kiivka y. Budiz
2y € y. Oznaéme V, 5 oblast, jejiZ hranici tvo¥i dvojice parabol z, + (z + 22*) ¢,
2y + (x — 12%) e, p¥i éemZ polopiimka 2z, + te?, ¢t > 0, lezi ve V, 5. Oznadéme M
mnozinu vSech V, s, jeZ maji tuto vlastnost: Viechny body oblasti @, jeZ lezi
v jistém okoli bodu z,, lezi ve V, . Oznaéme N mnozZinu v8ech « takovych, Ze
Vage M.Budiz N + ¢. Budiz ¢ = su]]vo x, 0 = 2, p < co. Potom ¥ikdme, Ze y mé

v bod& z, bod vratu Fddu ¢ — 1.

Definice 2.3. BudiZ ddna oblast @, jejiz hranici je uzaviena k¥ivka y. Budiz
2z, € y. Necht y mé v bodé z, bod vratu ¥4du o. Oznadme W3, »,, k, > h,, oblast,
jejiz hranici tvori dvojice parabol

2o + (x + thyaett) eif | 2y + (x + thyxet?) et
pii demz poloptimka z, + tei®, t > 0, lezi ve W4, _»,. Oznaéme M mnozinu viech
W3, n, jez maji tuto vlastnost: V8echny body oblasti @, jeZ lez{ v jistém okoli
bodu z,, lezi ve W$_ 1, . Oznadme N, mnoZinu 4, takovych, Ze k nim existuji 7,
tak, ze W3 »,e M, a N, mnoZinu h, takovych, Ze k nim existuji &, tak, Ze
WS, n,e M. Budiz N, + 0 (pak je zfejmé i N, # 0). Budiz H, = in;fV by, H, =

hyeN,
= sup h,, H, > H,. Potom ¥kdme, Ze y mé v bod& z, bod vratu Fddu o typu
hoe N,

[H 1> H ‘2]' .
Lemma 2.1. BudiZ G oblast, jejiz hranict je kfivkay. Necht y md v poédtku bod
vratu fddu o typu [H,, H,]. Necht G leZi uomité dihlu Us, o' > o. Zobrazen

e
¢ = 20 prevede G v G' a y v y'. Potom kitvka y' md v poldtku bod vratu ¥ddu 1

typu [oH,, oH,].

Dikaz. Budiz ¢k, > oH, > oH, > ph,. Podle pfedpokladu existuje oblast
WS 4 (hy > by > Hy, Hy > by > h,) tak, Ze pro jisté okolf O posdtku roviny z
plati @ n O c W5 5, . Nyni viak je

(% + tax®Th)e = 2°(1 + 1aa®)°
a tedy
(@ + daatth)e = 22 + ipax™® + O(z™)

pro « — 0. Existuje tedy oblast W;h,',gh2’ tak, Ze v jistém okoli O' c {(O)plati
@n0'c W;ﬁq,',ehz" Kdyby nyni " méla v poéitku bod vratu ¥adu 1 typu
loH:, oH,], Hy < Hy, Hy > H,, ukézali bychom stejnym zplisobem existenci
oblasti W g+ v roving z, pti éemz by v jistém okoli O poétku roviny z platilo
On@c W4, yyra H > Hy>H;, H, > Hy > H,, coz podle pfedpokladu neni
mo#né. Stejné se vyloudf mo¥nosti H; = H,, Hy, > H, a Hy < H,, Hy = H,,
y' mé tedy v poéatku bod vratu fadu 1 typu [oH,, oH,]. .

Stejnym zptisobem se dokéze

Lemma 2.2. BudiZ G oblast, jejiz hranict je uzaviend k¥ivka y. Necht y md
v polditku bod vratu Fddu o typu [Hy, Hy). Zobrazme oblast G na oblast G’ pomoci
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zobrazent & = z—_az =z (1 -+ g +. ) Potom G' md v poldtku opét bod vratu

fadu o typu [H,, H,].

.V A ]‘ v v 7
Lemma 2.3. BudiZ ddna parabola p(z) = %a 2% Potom pro dostateéné mald x

v v . , , x? A
leZi polokruznice k(x) =a'.— a Vl — 7 nad [pod] parabolow p(x), je-li

0<a' <anebo0 >a>a [a' >a > 0nebo0 > a' > al,tj. protakovd a’ plat
k(z) — p(x) > 0 [k(z) — p(x) < 0].
Dikaz. Pro dostatedné mald x je

2 2 2
k(m):a'_a'l/1—;i,§=a'—a' (1——5%—01(954))=%+0(x4)
a tedy

.
k) — p@) >0 pro a >a’ >0 nebo 0>a >a,
k() — p(x) <0 pro a'>a >0 nebo 0>a >a , c. b.d

Disledek. BudiZ ddna oblast @, jejiZ hranici je uzaviend kiivka y. Necht -
mé v podatku bod vratu ¥adu 1 typu [H,, H,]. Potom ke kazdému n > 0 exis-

tuje kruZnice k, se sttedem v bodé - ¢ a polomérem a kruznice k, se

1
o, e

sttedem v bodé - 7 a polomérem e H +9>h >H, H,>
2h 2|h2]

> hy, > H, — 7 a %e oblast T', jejiZz hranici tvofi k,, k,, obsahuje viechny body
oblasti G lezici v jistém okoli podatku.

Dikaz. Stadi to dokazat pro  dostateéné malé. Zvolme tedy » > 0 tak, aby
¢isla H, a H, + n resp. H, a H, — 7 méla stejné znameni, je-li H, + 0, resp.
H, + 0. Podle definice existuji &isla by, ky tak, Ze oblast W} . ,. obsahuje vie-
chny body jistého okoli poditku lezici v G, pfi ¢em% H, + 7 > hy > H,,
H,> hy > H, — 5. Z pravé dokdzaného lemmatu plyne okamzité tvrzeni.

Véta 2.2. BudiZ G omezend oblast, jejiz hranice y md v polatku bod vratu rddu. o
typu [H,, H,]. Budiz u(z) funkce subharmonickd v G.

a) Necht v kaZdém bodé zey, z % 0, plati lintl; sup u(z) < C.

. ) kl 7

b) lzlfléiiggu(z)e =M < o0, kde 0<Ic<g—(—H—1—_—_——H—2—),

Potom v kaZdém bodé z e G plati u(z) < C, a je-li v nékterém bodé z, e G u(z) =
= C, je u(z) = C identicky v Q.

r=|z|.
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Dutkaz. Predpoklddejme nejdiive, Ze G c Uz o' > p. Zobrazme oblast G po-

moci zobrazeni 2z’ = 2¢ na oblast ¢'. Jeji hranlce y’ bude mit v podatku podle
lemmatu 2.1 bod vratu ¥adu 1 typu [oH,, oH,]. Podle dusledku lemmatu 2 3

mizeme tedy sestropt kruznici k, se stfedem v bod& —— ¢ a polom&rem

‘>h z;h |

a kruZnici k, se stfedem v bodé -5 ¢ a polomérem ———

2k2 tak, ze h, > oH, >

Ihzl

d a %e body oblasti G, leZici

4
b=ty o, — Hy
v jistém okoli O’ bodu 2’ == 90, leZi v jednodusSe souvislé oblasti 7', jejiz hranici
tvori kruZnice k, a k,. Existuje tedy dale kruZnice K se stiedem v podatku tak,
ze oblast T", jez obsahuje bod oo a jejiZ hranici tvoki oblouky kruZnic k, a k,
a oblouk kruZnice K, obsahuje @'. Zobrazme koneén& 7" na T pomoci funkce
;= f(2'), f(0) = 0. Oblast @ piejde v oblast H c 7. V H mame tedy defino-
vanu funkei U({) = w/(z') = u(z2). Podle lemmatu 1.1 je U({) subharmonicka
v H a podle lemmatu 1.2 v ka*dém bod¥ ¢ hranice oblasti H, ¢ + 0, plati

limsupU(%) =C.

LeH, (]

>pH,>h, a k<

Funkce U(¢) spliiuje tedy podminky a), b) véty 1.2. Ziejmé dale plati
1
lim sup %’'(2') e_kl?l =M.

‘2" eG’', 2’—0
Zvolme ¢ >0 tak, Ze ¥ = (1 +e)k < rz-h— Potom podle lemmatu
17 e
1.3 existuje mnozina T; tak, Ze pro 2z’ e Ts plati |f(z')| < (1 + &) |2’], tj.

k Koo ,
m<m,l,—f(z),a,tedy

B
limsup U({)e Il < o0
ZeH, {0

Ponévadz je k' < splituje funkee U({) v oblasti H ¢ 7'i pfedpoklad c)

h — h ’
véty 1.2. V H tedy plati U( )< Coaje-ilU(g,) =0, {ye H,je U(L) = C v¥ude
v H. Totéz plati tedy také o funkei u(z) = U({) v G.

Zbyva nakonec zbavit se omezeni ¢ c Uz, ¢’ > o.

=

Ponévadz G mé v polatku bod vratu ¥adu o typu [H,, H,], existuje kruh K,

se stfedem v potdtku a polomérem r tak, Ze K, n G c S 2, ' > o, tj. G C K,
3
kde E =R — (K, — ST 2), R je roz§ifend rovina. Stejné jako v dikazu véty
3

2.1 sestrojime dostateéné malé kruinice k,, k, a pouZijeme zobrazeni z, =
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= z*-__“Z. Oblast G Pi‘ejde v oblast Gy, jez le uvnit¥ Ghlu UIE a mé podle

. . e
lemmatu 2.2 v poédtku bod vratu ¥adu ¢ typu [H,, H,]. Funkce u,(z,) = u(2),
definované v Gy, je podle lemmatu 1.1 subharmonickd a v kaZdém bods§ z,
hranice G, 2z, =+ 0, plati
Iim sup %,(z,) < C.

2,€G,, 2,—%,

H

Zvolime-li dostatetn® malé 6 > 0, plati v T's |2, < (1 + &) |2|, tj. l—f—l < (—1—l—3—l—9
: 1“1

. N 7 Y
a tedy Jze zvolit kb, = (1 +¢) k #ak, Ze kb <k, < ol — a ze

1
. ky
lim sup u,(z,) e =l® < o0,

2,€G,, 2,—0

¢imz je uloha prevedena na tlohu jiz vySetifovanou.
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Pezmome

SAMETHA K IIPUHINITY OPATMEHA-JINHIEJIE®A

APOCJIAB ®VYKA (Jaroslav Fuka), IIpara
(ITocTynmio B pemaxumio 28/XT 1957 r.)

B pabore o6o6mera — ¢ IOMOIIIO 3JIeMeHTaPHHX KOHPOPMHBIX OTOOpaske-
Hui — teopema Dparmerna-JIuapgenéda nas momocs. B Bume npmmepa morasbl-
BaeMBIX TeopeM IPUBOIHM YacTHHIN ciIydail TeopeMsl 2.2:

ITycmy G — obaacmyv, oeparuuennas mcopdanosoli kpusoll v. Ilycmv v co-
CMOUM 6 HEKOMOPOUl OKPECTMHOCIMU Havaaa u3 0syr napabos

P =2z + th2a®tl, py =z + tha®tt, =0, by > hy.
ITyemo u(z) — Pyuryus, cybeapmonuveckas 6 G u ydosiemsopsowas ycaio8usm

a) 0aa Kamcdoli mouku z ey, 2 + 0, lim sup u(z) < C
2eG, 22

~1
o



. _rr 7
0) imsupu(z)e =M< 0,0k << —————,
) 2¢G, z_})) ( ) Q(hl - k2)
Toeda & kamcdoli mouke z e G u(z) =< C, u ecau 6 Hekomopod mouke z, e G
u(z) = C, mo u(z) = C sécrwdy ¢ Q.

r=z].

Zusammenfassung

BEMERKUNG ZUM PRINZIP VON PHRAGMEN-LINDELOF

JAROSLAV FUKA, Praha
(Eingelangt am 28. November 1957)

In dieser Arbeit ist, mit Hilfe der elementaren konformen Abbildungen, der
Phragmén-Lindelof’sche Satz fiir den unendlichen Parallelstreifen verallge-
meinert.

Als Beispiel der bewiesenen Sétze fithren wir einen Spezialfall des Satzes
2.2 an.

Es sei G ein Gebiet, das durch eine Jordankurve y begrenzt ist. In einer Umge-
bung des Nullpunkies sei die Kurve v aus zwei Parabeln

P =z, + thaetr | p,=x 4 thaetl, x =0, hy>h,,
zusammengesetzt. Es sei u(z) eine subharmonische Funktion in G, welche folgenden
Bedingungen genilgt:

a) In jedem Punkte Zey, z £ 0, gilt lim sup u(z) < C,

2eG, 2%

el

= TT
b) limsupu(z)e =M < c0,0<k< Uy — ) ,r=le|.

Dann gilt u(z) < C in jedem Punkte ze G, und wenn u(z,) = C in einem
Punkte zy e G ist, so ist in G identisch u(z) = C.
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