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Casopis pro péstovani matematiky, ro€. 84 (1959), Praha

RUZNE

O PRAVIDELNEM 257-UHELNIKU

OTAKAR LEMINGER, Ust{ nad Labem
(Doslo dne 8. ledna 1959)
DT:513.19
V této préci je struéné naznadena metoda, kterou lze vyjad¥it

velikost strany pravidelného 257-thelnika vyrazem eukleidovsky
sestrojitelnym.

. Uloha sestrojit stranu pravidelnéh;) 257-dhelnika vepsaného do dané kruz-

2n . .
nice kruzitkem a pravitkem znamend vyjidiit 57 pomoci raciondlnich

27
operaci a druhych odmocnin z celych &sel. Zvolifhe-li ¢ = 557, pak plati

cos kp = cos (257 — k)p a pomoci vzorce cos A cos By = % [cos (4 + B) ¢ +
-+ cos (4 — B) ¢] dostavame osm skupin identit po osmi identitach tvaru

cos pg cos 16pp = } [cos 17pp + cos 15p¢]
cos 17pg cos 15pp = } [cos 2pg + cos 32p¢] »
cos 2pg cos 32pp = % [cos 34pg + cos 30p¢]
cos 34pg cos 30pp = } [cos 4pg + cos 64p¢] 5
cos 4p@ cos 64pp = } [cos 68pg + cos 60p¢] 5
cos 68pg cos 60pp = } [(cos 8pp + cos 128p¢] ,
cos 8pg cos 128pp = % [cos 121pg ~+ cos 120p¢] ,
cos 121pp cos 120pp = } [cos pp -+ cos 16p¢]

kde za p postupné dosazujeme &isla 1, 3, 5, 7, 11, 13, 29, 37, pii éemZ argument
se pohybuje od ¢ do 128¢. Sestnictitlenné skupiny kosin®t argumentd pe,
16pg, 17pg, 15pp, 2pp, 32pp, 34pg, 30pp, 4pp, 64pp, 68pp, 60py, Spy, 128pg,
121pp, 120pp maji tu vlastnost, Ze jakykoliv argument od ¢ do 128¢ se vysky-
tuje v pravé jedné Sestnéctidlenné skuping. Kazdou takovouto Sestnactiélennou
skupinu kosini rozdélime na dvé osmiélenné, kazdou osmié¢lennou na dvé
&tyiélenné a kazdou étyfélennou na dvé dvojélenné, jak je patrno z nésledu-
jictho schematu (ve schematu piSeme pouze argumenty):

o, 16pp, 2pp, 32pp, 4pe, 64pp, 8pe, 128pg ;
17pe, 15pp, 34pp, 30pp, 68pp, 60pg, 121pp, 120 pp ;
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e, 16pp, 4pp, 64py ; 17pg, 15pp, 68pe, 60pe ;

2pp, 32pp, 8pp, 128py ; 34pe, 30pp, 121pg, 120pg ;
pp, 16pp 5 2pp, 32pg ; 17pp, 15pp ;  34pp, 30pp ;
4pp, 64py ;  Spe, 128pp ; 68pp, 60pp ; 121pp, 120pp .

Jak je ze schematu patrno, sdruzuji se jednotlivé skupiny kosiné do dvojie,
které maji tuto vlastnost: Soudet i soudin soudtt kosind jednotlivych sdruze-
nych skupin je roven opét soudtu soudta kosint vét§ich skupin (napt.
(cos ¢ + cos 16¢)(cos 4p + cos 64p) =
= #[(cos 3p + cos 48p + cos 12¢ + cos 65¢) +
~+ (cos 5¢p + cos 809 + cos 20¢ - cos 63¢)],

takZe vzniknou soudty dvou &étvetic apod.).

Oznadime-li nyni soudet kosint Sestnictiélenné skupiny pro p = 1, 11, 13,
29,17, 3,5, 37 postupné 4, B, C, D, E, F, G, H, plati

(A4+B+C+D)+(E+F+G+H=—}

A+B+C+D).(E+F+G+H)=—16,

nebot vyndsobenim zdvorek vznikne, jak lze ukézat, soudet vSech kosini
argumentt od ¢ do 128¢, pii éem?Z kazdy argument se vyskytne pravé 32krat.
To v8ak znamend, %¢ Y, =4 +B +C+ D, Y,=E + F + G 4+ H jsou
koteny kvadratické rovnice Y2 4 3¥ — 16 = 0, takZe

Y, =H—1+]257), ¥,= 41— ]257)

(o znaménku odmocniny lze rozhodnouti napi. piibliZnym numerickym vy-
poStem hodnot Y, a ¥,).

Oznadime-li déle Z, = A + B, Z,=C + D, Z,=E +F, Z, = G + H,
je, jak se d4 zjistit, Z,Z, = Z;Z,, p¥i Sem% v soudinu se vyskytnou kosiny
viech argumentt od ¢ do 128¢; protoze je tam kazdy privé osmkrat, je
2.2y = Z1Ziy = — 4. Jelikoz Z, + Z, = Y,, Z, + Zy =Y, je Z,, Z, kotenem
kvadratické rovnice Z2 — Y, Z — 4 = 0 a Z;, Z, koienem kvadratické rovnice
Z'* — Y, 7' — 4 = 0, takze lze vypodist, Ze

Zy=3Y, + VAT T 4 =4~ 1+ B0 + [l(— 1 + 12501 + 4,
Zy =137, — VT T4 =41+ 120 — (=1 + 250 + 4,
)
)

Zi= 3V, + JIVTF &= §(— 1 — VB0 + Vl(— 1 = 25001 + 4,
Zy =37, — VAT ¥ 4= 4(— 1 — 257 — [ih(— 1 — [257) + 4.

r

1) Plati totiZ obecns, Ze Z cos 8

s=1
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Nyni je mozno stanovit hodnoty 4, B, C, D, E, F, G, H. Protoze

AB = 25Y, +-2Z, + Z,, OD =2,5Y,+2Z, + Z,,
EF = 25Y, + 22, + Z;, GH = 2,5Y, + 2Z; + Z,,

jsou 4, B, C,D, E, F, G, H postupné koteny kvadratickych rovnic

U} —Z,U;, +(25Y,+2Z,+2Z,)=0,
! fl - ZgUII =+ (2,5Y2 + 2Z1 -+ le) =0,
U — ZyUsyy + (2,57, + 22, + Zi) =0,
Uty — ZUyy + (2,5Y, +2Z; + Z;) = 0.

Stejnou metodou lze postupovat dale a poditat postupné souéty kosind
jednotlivych osmiélennych, étyiélennych a dvojélennych skupin, jakoZzto
ko¥eny kvadratickych rovnic s koeficienty vypodétenymi pomoci raciondlnich
operaci a druhych odmocnin z kofenti pfedchazejicich kvadratickych rovniec.
Potom jiz Ize snadno vyjadiit cos ¢, nebot

cos ¢ cos 16¢p = }(cos 17 + cos 15¢),
takZe cos ¢ a cos 16¢ jsou koteny kvadratické rovnice

V2 — (cos ¢ + cos 16¢) V' + $(cos 17¢ -+ cos 15¢) = 0.

Vysledny V}'frazlpro cos ¢, ktery umozniuje eukleidovskou konstrukei, nenf
mozno v této kratké stati pro jeho velkou komplikovanost a délku uvést.
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