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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 85 (1960), Praha 

O CARTANOVĚ PARAMETRU NA NEPŘÍMKOVÝCH PLOCHÁCH 

J O S E F VALA, Brno 

(Došlo dne 26. června 1959) 

áv 
Bučí •— = B(u, v) diferenciální rovnice vrstvy čar na ploše W vzta-

áu 
zené na asymptotiky. Tuto vrstvu nazývám u-parametrisující vrstvou 
Bu, jestliže podél každé asymptotiky v = vQ tečny k čarám vrstvy 
tvoří přímkovou plochu, na níž existuje Riccatiho soustava (R-sousta-
va) čar (tj. soustava čar vy tínající na tvořících přímkách projektivní 
bodové řady), která obsahuje Sáru v =v0, pro níž u je Cartanovým pa
rametrem ve smyslu M. BABNBRA [1]. Analogicky jsou definovány 
vrstvy Bv. Existuje-li na W nekonečně mnoho vrstev, které jsou jak Bu 

tak Bv9 tvoří úplná soustava těchto čar hypergeodetický systém. 
.Zvláštní pozornost je věnována plochám komcidenčnírn. 

Pojem Cartanova parametru nerozvinutelné přímkové plochy 0 projektivní
ho prostoru S8, přesněji řečeno iř-soustavy asymptotik plochy 0, byl zaveden 
E. CABTAHEM v práci [4], M. BABNEB zobecnil pojem Cartanova parametru pro 
libovolný iř-systém plochy 0 v práci [1]. B. SEGBE ve svých přednáškách [6] 
použil původní Cartanovy definice ke studiu čar na některých nepřímkových 
plochách, zvláště plochách koincidenčních. 

V této práci se vychází z výsledků B. Segreho, jejichž rozšíření je umožněno 
citovaným zobecněním pojmu Cartanova parametru, které podal M. Barner. 

a) Přímková nerozvinutelná plocha 0 nechť je vytvořena jako soustava pří
mek spojujících dvojice korespondujících bodů řídících čar Cvr Cz opsaných body 
y(u), z(u), kde u je proměnný parametr v jistém intervalu. Předpokládejme, že 
existují a jsou spojité všechny derivace y\ z', y\ z", atd., které jsou v dalším 
uvedeny, a že je (y, z, y', zf) =f= 0- -Pak 

(X) x = y(u) + vz(u) 

je bod vytvořující při proměnných u, v plochu 0, k níž nechť náleží soustava 
diferenciálních rovnic 

(la) y" = ocllV + oc12z + /?llž/' + fa', z" ** **& + "** + / W + &»*'> 
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kde, jak lze dokázati, volbou faktoru homogenity lze vždy docíliti, aby bylo 

(2a) plx + /?22 = 0 . 

Křivky v = konst. plochy 0 vytvořují na 0 soustavuB (Doppelverháltnisschar, 
Biccatiho soustavu) car a ve smyslu citované práce M. Barnera nutná a posta
čující podmínka pro to, aby parametr u byl Cartanovým parametrem této 
soustavy B, za předpokladu (2a) je 

(2b) ocxl + oc22 = 0 (Barner [1], str. 55 a 52) . 

Uveďme, že podmínkami (2ab) je Cartanův parametr souřadnicové soustavy 
Jř dán až na lineární transformace tvaru 

ocxu* + ocz T 
u ^ ,, ./• .o- ,, > *i> ^ y*> y*= k o n s t > a*y* -~ y^*+ °* 

yxu -f- y3 

spojíme-li je se změnou faktoru homogenity 

y * = fay.-**»)! t ,* = Ky* - *».)»,. ( B a m f l f f [ 1 ] ? s t r . 5 B 0 

b) Nepřímková plocha S7 nechť je vztažena na asymptotiky a vytvořena 
bodem x = x(u, v); je integrální plochou soustavy diferenciálních rovnic 

(3) xuu = pxv + plxx , xvv = yxu + p22x . 

Současně platí 

(3a) (x, xu, xv, xuv) = konst. 

Podmínky integrability soustavy (3), jak známo, jsou: 

(4a) (2jpu + M> = 2 ^ + yft,, 

<4b) (?P« + yu)u = 2y& + pYv , 

(4c) j8(2pM + yu)v + 2fiv(2p22 + yu) - $vvv = 
= y(2fti + A)* + 2ytt(2pu +/ř^) - y m m . 

<Segre [6], str. 90, Lané [5], str. 120.) 

Poznámka. Diferenciální rovnice plochy W vztažené na asymptotiky mají 
obecně tvar 

xuu = ocxu + fixv + plxx , xvv = yxu + dxv + p2^x . 

Vhodnou normalisací souřadnic x(u, v) (G. BOL [2], str. 107) lze vždy dosáhnouti 
splnění relace (3a); jestliže je splněna, pak nutně platí oc = ó = 0. 

Definice 1. Transformací T asymptotických parametre u, v phchy W rozumějme 
transformaci (podh G. Bola „Sterntransformatiorí') 

(5) u = f(u*), v = g(v*), 
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je4i spojena s normalisací faktoru homogenity 

(5a) x* = fcfafz . 

Snadným výpočtem vychází, že po transformaci T plocha W je integrální 
plochou soustavy diferenciálních rovnic 

Xu*u* = = P Xv* i PllX > %v*v* = = = y %u* i $22% 9 

kde 

(6) p* = /'v-*/?, y* = /'-y2y > Pu = /'~2tóí + r - p - /J*g), 

2̂ 22 = <7'~2tó + g' - g2 - y*f), 

ř = I £ , g ^ , f - ^ , , ^ - g - , atp. (Bol[3],st,l). 

Z uvedené soustavy diferenciálních rovnic pak snadno plyne: 

(6a) 2Vll + p„ = f'-*{2p* + /?*) + 2/ ' - -(- P + f ) , 

2ř>22 + y« = ?'-2(2p* + y*.) + % ' " 2 ( - g2 + g'), 
(-PU +)».). = f-v-^Pu + # . ) , . , 
(2p** + yJ„ = f'-y~2(2pl + y*.)«., 

/?„ = - 2/'-*/y/?* + /'-y/í*., y« = f'~T9'-2y* + ^'-2y*., 
A. -= /'-y-V/5* + /'-•/?.*., y. = - -/V-V*y* + !V-3y*. • 

Tu, resp. T̂  nechť je onen zvláštní případ transformace T, kde /(it*) = x ^ 3
y 

yxu + y 3 
R y* -L. R 

g je libovolná funkce proměnné #*, resp. g(v*) = * . > / je libovolná funkce 
proměnné t**, při čemž ^x, <x3, /9a, j?3, yt, y2, y3 = konst.; íx1y3 — a ^ =# 0, 
/32y3 — /?3y2 4= 0. Přímým výpočtem snadno dostaneme, že transformace T je 
transformací TM, resp. T* tehdy a jen tehdy, platí-li f' — f2 = 0, resp. 
g' - g2 = 0. 

c) Jestliže koeficienty soustavy (3) splňují kromě podmínek (4abc) ještě 
podmínku (2ptl + /?„)„ = 0, pak plochu označme Wl9 podobně, je-li splněna 
podmínka (2p22 + yu)u == 0, pak plochu označme W2. Je zřejmé, jestliže plocha 
W je současně plochou Wx i W2í pak je koincidenční plochou W12 a obráceně. 
(Bol [3], str. 38-9.) 

Geometricky lze plochy Wx a W2 charakterisovat tím, že v každém jejich bodě 
kanonická tečna 2. druhu splývá s jednou z asymptotických tečen plochy. 

Z rovnic (6a) snadno vyplývá: Ná ploše Wt lze zvoliti asymptotické para
metry u*, v* (čili transformaci T) tak, že platí 2p\\ + /?*» -= 0; nalezení těchto 
parametrů vyžaduje řešení dif. rovnice 

Mftt**)]/'* - 2/'"/' - 3/'», kde ,>(«) - 2 p u + fi„ . 
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Podobně na ploše W2 lze zvoliti parametry u*, v* tak, že platí 2y*2 + y**; 
nalezení těchto parametrů předpokládá řešiti dif. rovnici 

Mg(v*)] g'4 = 2c/y - 3g" , kde y(v) = 2p22 + ytt . 

Důležitost volby těchto parametrů bude objasněna v odstavci d. 
Jestliže asymptotické parametry u, v na ploše W1 jsou již tak voleny, že platí 

%Pn + fiv = 0, pak tato relace je dle (6a) invariantní pouze při transformaci Tu. 
Podobně, platí-li pro plochu W2 vztaženou na asymptotické parametry u, v:: 
2̂ 22 + yu = 0, pak tato relace je invariantní pouze při transformaci Tv. 

d) Každá přímková plocha, dotýkající se nepřímkové plochy W podél její 
asymptotiky v = v0 je vytvořena bodem 

(7) ( = y + rz , 

kde 

(7a) y = x(u,v0) , z = A(u, v0) x(u, v0) + X±(u, v0) xu(u, v0) + 
+ Xz(u, v0) xv(u, v0) , 

při čemž u & r jsou parametry. 
Definice 2. Označením B(v0) A, Xlf A2) rozumíjme soustavu M-car phchy (1)+. 

jejíž cáry jsou dány rovnicí r = konst. 

Poznámka 1. Je zřejmé, že každá soustava B(v0, A, Xt, X2) leží na přímkové 
ploše 0(vo, B), která 

1. se dotýká plochy W podél její asymptotiky v = v0, 

2. jejíž tvořící přímky se dotýkají čar systému ---- = 2^ '--- = B(u, v) 

v bodech asymptotiky v = v0. 
Z této definice je zřejmé, že přímková plocha &(v0, B) závisí pouze na po

měru „2, 3 { = B(u, v) koeficientů Xx, X«. 
X1(u,v) 

Definice 3. Vrstvu car j - = y~—~ = B(u, v) nazývejme u-parametrisujíci 

vrstvou car (soustavou Bu-car), splňuje-li B(u, v) podmínku 

(8) 2fi | ^ = B-(2Pll + &) + Bfiu - (S*. 

Jestliže plocha W je vztažena na jiné asymptotické parametry u*, v*, pak 
Ó.V* 

stejným způsobem lze na ní definovat vrstvu čar -=—--: = B*(u*, v*). 

Poznámka 2. Jestliže plocha &(v0, B) vytvořená bodem (7) má splňovati 
podmínku (y, z, yř, z') = konst 4= 0, je nutné, aby bylo X2u = 0, jak vychází 
snadným počtem. V odstavcích d), e) budeme vždy předpokládat, že tato 
podmínka je splněna, tj. že X2 je funkcí pouze parametru v; X2 = X2(v). 
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Věta 1. Pro soustavy B(v0, A, Xt, X2) platí pro všechna v0 simultánně: u je 
Cartanovým parametrem pro každou B(v0i A, Xt, X2), jakmile B splňuje pod
mínku (8). 

Důkaz. Derivováním rovnic (7a) s přihlédnutím k (3) vychází: 

<9) y =xy 

yu = xu, 
yUu = fa* + Pn% > 
Z ----1 JxX + Á1XU ~j~ Á2XV , 

zu = x(Au + A^Pn) + x*(A + Xlu) + xv(Xx(í) + xuvX2, 
zuu = x[Auu + pnA + 2Xluplx + Xtpllu + X2(pp22 + pllv)] + 

+ xu[2Au + XlPll + Xluu + X2py] + 
+ xv\fiA + 2pXlu + XjJ3u + X2(pv + p.J] + 
+ xuv(X^). 

Jestliže do (la) položíme za y, y', yn, resp. z, z', z" výrazy (9) pro y, yu, yuu, resp. 
z> zu> zuw> obdržíme dvě rovnice, které jsou splněny identicky tehdy a jen tehdy, 
platí-li soustavy 

<9a) plx = oclx + oc12A + $12(AU + l&u) , 
0 = oc12Xx + ču + 0lt(A + Xlu), 
f} = oc12X2 + puAJl, 
0 = p12x2, 

Ku + PnA + 2Xlup1± + X±pllu + X2(pp22 + pllv) = 
= oc21 + oc22A + (}22(AU + 2-jPn) , 

2AU + 2 x p n + Áluu + X2$y = oc22Xx + f}21 + fi22(A + Xlu), 
0A + 2/3Xlu + X^u + X2(pv + pu) = oc22X2 + finXJ, 

Xxp = p22X2. 
Odtud snadno dostaneme: 

(10) ]5ii + j8» = 0, 

^+a22 = ^ h ^ + ^ ^ 
X Dosadíme-li ~ = B (X2U = 0), dostaneme pro oclt + oc22 = 0 podmínku (8). 
Ái 

Věta 1 byla dokázána za předpokladu Ax. X2 =f= 0 (ěímž vylučujeme, že uvažo-
, dt? 

vany systém car -v— = B(u, v) je systémem asymptotik. 
Jestliže však Xx = 0, pak tvořicí přímky plochy @(v0, B) jsou tečnami 

asymptotik u = konst. plochy W v bodech asymptotiky v = v0. Soustavu 
B(v0, A, 0, X2) tvoří pak podle (7), (7a) cáry vytvořené body 

(11) £ = x(u, vQ) + r[A(<u, v0) x(u, v0) + X2(u, v0) xv(u, v0)]. 
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Větu 1 pak nahrazuje 

Věta 2. Parametr u ve vyjádřeni (11) soustavy B(v0, A, O, K2) je jejím Gartano-
vým parametrem (při každé hodnotě v = v0 = konst.), platí-li 2pn + f}v = 0. 

Důkaz. Z rovnic (9a) vychází pro Ax = 0, za předp. 12'4= 0> 

čil + ,#22 = 0 > ^11 + *22 == 2^ii + Pv • 
Podmínka ť%n + # 2 2 = 0 vyjadřuje, že plocha W je plochou Wv 

Věta 3. Nutná podminka, aby u byl Gartanovým parametrem systému B(v0, A, 
lt, X2) a aby tento systém R byl soustavou asymptotik, je, ze W je plochou W1} na níz 
jsou parametry voleny tak, ze platí 2pn + flv = 0. 

Důkaz. Aby systém B(v0, A, Al9 Á2) byl systémem asymptotik (za předp. 
Ku = 0), je nutno a stačí, aby bylo /5n == /312 = /J2X = p22 = 0, což lze dokázat 
snadným výpočtem. Odtud pak dle (9a) snadno dostaneme: 

A-. = 0 , 2AU + l2$y = 0 , oclt + a22 = 2plx + /V 

P o z n á m k a 3. Ve všech větách vpředu uvedených se předpokládá X2 =# 0, 
t j . že uvedený iž-systém neleží na ploše tečen asymptotiky v = v0. 

e) Věta 4. Je-li T transformaci parametrů u, v podle definice 1 v nové para
metry u*,v*, pak každá u-parametrisujicí vrstva car plochy W se transformuje 
v u*-parametrisujíci vrstvu car plochy W tehdy a jen tehdy, jestliže T je trcmsfor-
maci Tu. 

cLv Důkaz. i6-parametrisující vrstva čar -=-— = B(u, v) na ploše W nechť má 

civ* v nové soustavě rovnici --—̂  = B*(u*, v*), kde zřejmě platí 

(12) B(u, v) = /'~Y B*(u*, v*) . 
Podle definice 3 je funkce B(u, v) integrálem dif. rovnice (8). Do této rovnice 
dosadme za B(u, v) z rovnice (12) a za /?, (}u, /3V, 2pn + /?# z (6), (6a). Po snadné 
úpravě pak vychází parciální dif. rovnice pro B*(u*,.v*): 

<!3) 2^* ^ - = B"(2p* + JSJL) + B*fó. - /?*2 + 2B*«(f - f-) . 

á.v* "Vrstva čar -T—-: == B*(u*, v*) je ^*-parametrisující vrstvou čar tehdy a jen 

tehdy, platí-li ve (13) f — f2 = 0, transformace T je tedy transformací TM. 
Uvažujme kongruenci K přímek 

(14) £ = o? + rfá(w, v) # + 9p(v)[5(ie, v)]-1 xu(u, v) + y(t;) xv(u, v)} . 

dv Přímky této kongruence jsou tečnami vrstvy čar -=— = B(u, v), která nechť je 

^6-parametrisirjící vrstvou čar na ploše W. Plochy u = konst., v = konst. kon-
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gruence K nazývejme parametrickými v-plochami, resp. u-plochami kongruenc^ 
K. Podle vety 1 cáry r = konst. vytvářejí na každé parametrické u-ploše (v = vQ) 
soustavu R(v0, A, <pB"x, <p), pro kterou je parametr u Cartanovým parametrem. 

Nechť T(f) je transformace T parametrů u, v, spojená s normalisací faktoru 
při | podle rovnice 

Je-li Tu(g) zvláštním případem transformace T(f) pro f(u*) = * > 

<*i> %> 7i> 73 = konst., tf^g —• y^a + 0, g je libovolná funkce parametru v*,. 
pak platí 

Věta 5. Budiž dána kongruence K tečen u-parametrisující vrstvy čar — = 

= B*(u, v) plochy W rovnicí (14). Při transformaci Tw(£) parametrů u, v tvoří 
čáry r = konst. na každé přímkové u*-ploše kongruenci K (tj. na ploše podél níz 
ův* = 0) parametrický R-systém, pro nějž u* je opět Cartanovým parametrem. 

Důkaz. Podle definice 1 snadno vychází 

.r.-=JfV-*í7"**+/V-**?., 
Dosazením do rovnice (14) a po úpravě pak plyne 

(15) f * = a;* -f r{a?*[.4* + i<p*B*-1f,~1fY~'1 + i ^ V ^ V ] + 

+ a&^-V**-*] + **4ž7'"V*]> 

kde JB*"1 = f - y B - 1 , -4(^, 1?) = J*(u*, u*), g>(i>) = <p*(v*). Čáry ~ =± 

= U*(tt*51?*) tvoří podle věty 4 tt*-parametrisující vrstvu. Výraz c/ - 1^* závisí 
pouze na parametru v*. Správnost věty je pak zřejmá podle věty 1 a po
známky 2. 

f) Každá přímková plocha dotýkající se plochy W podél její asymptotiky 
u = u0 je vytvořena bodem f = y + rz, kde 

(16) y = £(i%, v) , 
z = .á(^0, v) x(uQ, v) + I ^ o , v) xu(u0, v) + A2(tt0j v) xv(u0, v) . 

Definice 2a. Označením R(uQ, Á, Í"1?12) rozumějme soustavu Jř-čar plochy 
(16), jejíž cáry jsou dány rovnicí r = konst. Každá soustava R(uQ, A, I l 5 I 2 ) 
leží na přímkové ploše &(u0, B), která 

1. dotýká se plochy W podél její asymptotiky u = u0, 

2. její tvořicí přímky se dotýkají car systému -~—- = - ? • = B(u, v) 
&u %x(u, v) 

v bodech asymptotiky u = uQ, 
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Vrstvu čar — = B(u, v) nazývejme ^-parametrisující vrstvou plochy W, 

splňuje-li B(u, v) podmínku 

(17) 2y -g = - (2pM + yu) - Byv + 3-y- . 

— ďv 
Pro plochy @(u0, B), v-parametrisující vrstvy car -=-— = B(u, v) a soustavy 

(XU 

B(u0, A, \, 12) lze odvoditi věty analogické větám 1 až 5. 

Ú.V 

g) Definice 4. Vrstvu čar -r— = B(u, v) na ploše W nazývejme (u, v)-para-
metrisující vrstvou čar, vyhovuje-li B(u, v) podmínkám (8), (17), tj. soustavě 
parciálních diferenciálních rovnic 

(18) 2/? | ^ = 5-(2p u + p.) + B(SU - 0-, 

- y ^ - = - ( - 2 » M + y . ) - B y - + - B V ' -

Podle této definice a předcházejících odstavců je zřejmé, že (%, v)-|íára-
metrisující vrstva car je současně ^-parametrisující i v-parametrisující vrstvou 
ěar na ploše W. 

Soustava (18) je úplně integrabilní, platí-li tyto podmínky: 

(19a) py(2Pll + pv)v - (2Pll + pv)(2p22 + yu)u = 0 , 
<19b) $y(2p22 + yu)u - (2p22 + yu)(2Pll + pv)v = 0 , 
<19o) - (2Pll + pv)(2p22 + yu) + pyflog ( M U + Č V = O . 

Jestliže koeficienty /?, y, pll7 p22 diferenciálních rovnic plochy W [(3)] vyho
vují mimo rovnic (4) ještě podmínkám (19), pak — a jen tehdy — existuje na 

ÓLV 
ploše nekonečně mnoho (u, #)-parametrisujících vrstev čar --— = B(u, v). 

Podobně lze definovat na ploše W, vztažené na asymptotické parametry 
á.v* u*, v*, — (u*, #*)-parametrisující vrstvu čar -=—- = B*(u*, v*). 

Věta 6. Jestliže na plose W existuje nekonečné mnoho (u, v)-parametrisujících 
Ó.V 

-vrstev čar -=— = B(u, v), pak jejích úplná soustava tvoří systém hyper geodetický, 
au 

Důkaz. Z rovnic (18) snadno vychází 
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h) Souřadnice x = x(u, v) koincidencní plochy Wly2 nechť vyhovují soustavě 
diferenciálních rovnic 

(20) xuu = xv + (cu + h)x , xvv = xu + (cv + k) x , 

c}h, k = konst. (Segre [6], str. 102). Podle rovnic (3) tedy zřejmě platí: 

Věta 7. Na koincidencní ploše Wli2 o rovnicích (20) existuje nekonečné mnoho 
Ó.V 

(u, v)-parametrisujících vrstev car -=— = B(u, v) tehdy a jen tehdy, je-li c = 0> 

h.k = í. 
Důkaz. Rovnice (4abc) a (19ab) jsou splněny pro všechny hodnoty c, h, kr 

rovnice (19c) pouze pro c = 0, h . k = | . Integrací soustavy (18) snadno dosta
neme 

log []/2hB - 1] — log []/2hB + l] = u + -^+C, C = konst . 

, Při transformaci T parametrů u, v plochy Wlt2 platí podle (6) a (6a) 

(21) p* = f>V-i9 y * = /'-y*f 

2(c/ + A) = /'-*(2p£ + /?•) + 2/'-*(- f + f ) , 

2(cg + k)= g'~*(2pt% + YZ>) + ty-\- g2 + ť) • 

Věta 8. Na koincidencní phše W12, vztažené na asymptotické parametry u*, v*> 
pro níz jsou splněny podmínky (21), existuje nekonečně mnoho (u*, v*)-para-

* diír* 
metrisujících vrstev car ->—^ = B*(u*, v*), vyhovují-li funkce f, g relacím 

2f\cf + h)- 2(™ f* + f ) = mf*, 2g'\cg + k) - 2(~~ f + g') = m - y * . 

m = konst =j= 0 . 

Důkaz . Rovnice (4abc), (19ab), kde místo u je třeba dosadit u* atp., jsou 
pro funkce /?*, y*, pll9 p%z splněny podle (6a), (20), (21). Dosadíme-li z rovnice 
(21) do (19c), kde opět místo u píšeme u* atp., dostaneme po snadné úpravě: 

[2p(cf + h) -2(-f* + f ) ] / ' - 2 = [2g'*(cg + k) - 2 ( - g> + g')]-* g>* . 

Výraz na levé straně závisí pouze na proměnné u*, pravá strana pouze na. 
proměnné v*. Odtud ihned vycházejí hledané relace. 

Pracováno v semináři diferenciální geometrie prof. dr. J . KLAPKY. 
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Резюме 

О ПАРАМЕТРЕ КАРТАНА 
НА НЕЛИНЕЙЧАТЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ 

ИОСЕФ ВАЛА («ГоввГУа1а), Брно 

сЗ:у 

В работе расматриваются свойства семейств линий ~|-~ = В(и, V) (семей
ство Ви), где В(и, V) является решением дифференциального уравнения (8),» 
на нелинейчатой поверхности У7, координаты поверхности У являются 
решением дифференциальных уравнений (3). Касательные к линиям се
мейства Ви в точках плинии (V = V0) определяют линейчатую поверхность 
Ф(-у0, Б), (7), на которой можно найти системы В, которые содерясат линию 

Я 
V = V0 (ситемы В^0, А, Х1з Х2), где •— = В), так что и является параметром 

Картана (в смысле обобщения М. Барнера) на поверхности Ф&0, В). 

Далее рассматриваются изменения семейства Ви и системы В^0, А, Хг, Х2) 
при трансформации Т, (5), (5а) параметров и и V. (Системы .й-линий на 
поверхности представляют одноцараметрическую систему линий, которые 
пересекают образующие этой поверхности в проективном ряде точек.) По
добно можно определять семейства В^ на поверхности У. 

Далее рассматривается случай, когда на поверхности У существует 
бесконечное множество семейств Ви так, что эти семейства Ви являются 
семействами В^ Особенно простым является изучение в том случае, когда 
поверхность У является коинцидентной поверхностью. 
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Zusammenfassung 

DER CARTANISCHE PARAMETER AUF DEN FLÄCHEN, 
DIE KEINE REGELFLÄCHEN SIND 

JOSEF VA:LA, Brno 

ä.v 
In dieser Arbeit werden einige Eigenschaften der Kurvenschar -T- = B(u, v) 

(der ^-parametrisierenden Kurvenschar Bu) auf der Fläche W, die keine Regel
fläche ist, studiert. B(u, v) ist eine Lösung der partiellen Differentialgleichung 
(8). Die Ableitungsgleichungen der Fläche W sind in der Form (3) gegeben. Die 
Tangenten der Kurven der .B^-Schar ic- den Punkten der ^-Kurve (v = v0) bil
den eine Regelfläche &(v0, B) (7). Auf dieser kann man i2-Systeme, die die 

X 
Linie v = v0 (Systeme R(v0, A, Xx, X2), wo ~ = B ist) enthalten, so wählen, 

Xi 

daß der Parameter u im Sinne der Verallgemeinerung von M. Barner ein Carta-
nischer Parameter auf der Fläche &(v0, B) ist. 

Weiter studiert man die Änderungen der JSw-Scharen und der Systeme 
R(v0, A, Xx, X2) bei der Transformation T, (5), (5a), der Parameter u, v. (Unter 
der Bezeichnung jß-System versteht man ein solches einparametrisches System, 
von Linien auf der Regelfläche, die die Erzeugenden dieser Regelfläche in den 
projektiven Punktreihen schneiden.) Ähnlich kann man oüe ^-Scharen auf der 
Fläche W definieren. 

Weiter studiert man den Fall, wo auf der Fläche unendlich riele Scharen Bu, 
die gleichzeitig 5^-Scharen sind, existieren. Besonders einfach ist der Fall, wenn 
die F lachet eine Koinzidenzfläche ist. 
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