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Časopis pro pěstování matematiky, ro& 85 (1960), Praha 

0 JISTÉ VLASTNOSTI SOUSTAV NEZÁVISLÝCH PRVKťT 
V ABELOVSKÉ GRUPĚ 

MILAN SEKANINA, Brno 

(Došlo dne 18. července 1959) 

V Článku se dokazuje, že každá neprázdná množina nezávislých 
prvků z abelovské grupy je jejím faktorem ve smyslu Haj osově. 

Nechť ® je abelovská grupa. Neprázdnou podmnožinu M z® nazýváme ne
závislou, platí-li pro každou neprázdnou konečnou podmnožinu N = {a19 ..., 
..., an} množiny M, že z rovnice vxax + ... + vnan = 0 (0 je nulový prvek 
grupy @), kde v€ jsou celá čísla, plyne v€ = 0 pro i = 1, ..., n (víz [1], str. 123). 

Nechť M, N jsou dvě neprázdné podmnožiny z @. Potom M + N značí 
množinu všech těch prvku z ®, které se dají psát jako součet prvku z M 
a prvku z N. Dá-li se každý prvek x z ® psát nanejvýš jedním způsobem jako 
m + n, m e M, n e N, píšeme M ± N. Je-li ® = M + Na,M±N, píšeme též 
M + N & říkáme, že M a N tvoří faktorisaci grupy @ ve smyslu Haj osově (viz; 
též [2]) a M a N nazýváme faktory grupy ©. 

Dokážeme větu: 
Věta. Nezávislá množina M c ®je faktorem ® ve smyslu Hajósově. 
Důkaz. I. Nechť M je konečná množina, tedy M = {at, ..., an}. Uká

žeme, že 
5W = {%, ...,an} + E[k1na1 + h^az — 2%) + ... + hn{an — nax) , 

kv &2, ..., kn probíhají množinu celých čísel] , 

kde §0? je nejmenší podgrupa z @ obsahující množinu M, tedy 

x e Wlox = h^ + \at + ... + hnan , 

h£ celé číslo (píše se též Wl == [Jf]). Nechť tedy x = htax + hza2 + ... + hnan a* 

hx + 2ht + ... +nhn = gn + s , 
kde 0 < s £g n. 

n 

a) Nechť s =j= 1. Potom x = a. + ng^ + ^(ctt — iaj, kde k( = Ať pro i 4= «,. 
fcs = A, - 1. *--
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b) Nechť 8=1. Potom x = ax + gnax + Sh^ — i a j . Tedy v obou případech 
i~2 

x e {al9..., an} + E[k1na1 + ... + kn(an — nax)9 k{ celé]. 

Nechť nyní pro jisté i9 i a celá čísla #/, kj (j = 1,..., n) platí 
n n 

aL + x1na1 + T»i(a, — laj = a,. + ^ n a i + Yf0^ ~~ lai) •« 
1=2 1=2 

Použijeme nyní předpokladu, že a1? ..., an jsou nezávislé prvky. 
1. Nechť i = i. Potom zřejmě i^ = «̂ . 
2. Nechť i = 1 < ř. Potom porovnáme koeficienty u ař a dostaneme rov

nice 
n n 

1 + xxn — 2 ^ Í = nkx —- 2^i» *Í2 = &2, .. *> ^ = &* + 1, ..., ?-» = &n . 
1=2 1=2 

Odtud plyne nxx —- i = nk± — 1, což je spor, neboť 2 ^ i < % a tedy n x i — 1* 
3. Nechť 1 < i < i. Srovnáním koeficientů u ax plyne 

n n 

nxx — ^}fy == ^ i — 2^ř'» 
1=2 i = 2 

^ 2 : = : : ^2* •*•> fy zzz 'fy + 1 , . ..-. # 4 + x = •#£. « . . , ^ w = AJW . 

Odtud dostáváme nxx —• i = nJbx — ř, tedy i = t, což je spor. Tedy 59í = 
== {al9..., aw} + E ^ r a ^ + ... + kn(an — na^9 kj celé]. 

Označme 91 = %{k1na1 + ... + kn(an — nax), kj celé]. Je-li .N systém repre
sentantů tříd grupy @ vzhledem k podgrupě SDí, platí podle známých vět o roz
kladu grupy v třídy 

® = [{*!,..., a j + 91] + N = K , ..., an} + ' [91 + N]. 
Tedy {al9 ..., an} je faktorem grupy @ ve smyslu Hajósově. 

II . Nechť M je nekonečná množina nezávislých prvků z @. Nechť ju zn&cí 
počáteční ordinální číslo příslušné k mohutnosti cardJf. Uspořádejme J ř 
v posloupnost {a0, al9 ..., aL9....}, t < ju. Nechť opět 9Dí = [Jř]. Je card 5DÍ = 
= card Jf. Uspořádejme 9/? v posloupnost {x0, xl9..., «rí}...}, i < /*. Množiny 
-4ř (t </*) definujme takto: J.ť = 0 , je-li x0 = 0; J[ t = {a^,...., aLm}9. je-li 
^ = o^a^ + ... + ocmaLm9 při čemž ť%x, ..., ocm + 0. Z nezávislosti množiny J ř 
plyne jednoznačnost definice množin AL. 

Nyní budeme transfinitní indukcí definovat posloupnost {ř0, ..., tl9...}, 
i < ja prvků z Jf, pro niž platí Jf = Jf _{- U{̂ }> ({h} značí množinu o jediném 
prvku t). L<fA 

Položme t0 = x0 — a0. Je zřejmě J ř J_ {ř0} a x0 e M -J- Oo}-
Nechť 1 ^v < ju a předpokládejme, že jsou definována tl e 2)í pro * < r 

taková, že J ř i . \J{Q a a;t e J ř + U{^}-
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Nechť xt = tH + a0. Ukážeme, že SD? =j= M + U{*J. Je totiž card \}At"o 
* -<* *<* * 

u {a0} < card-l¥. Existuje tedy at none UAX
 u {ao}- Protože 

* < ? 

# e M + U{**} => a? = a + ^ — <*o 

pro jisté i^aae-M, platí 2a .none . I f 4- U{^}* Jinak by totiž bylo 2at = 
«<»' 

= a + xt>i — a0, tedy xí>ť = a0 — a — 2a£ , odkud at e ALH, COŽ je spor s volbou 
a, . 

Nechť vx je první index, pro nějž platí xv% non e M -|~ U{^} (Je 1̂ £Š v)9 nechi 
KV 

alvnoxi€ i)Atxv {a0} o Ay^ Položme tv =xVí — aly. Zřejmě platí tv€$Jt 
H<V 

a x„ e M + U{^}- Ukážeme, že M _L U{ ř J- Připusťme, že a/l + tv = ax + t^ 
f&V t^v 

pro x- < v. Potom a^ + x9% — aty = ax + ££je — a0 a tedy a£v = ap + ^ — 
— ax — arljc + a0. Kdyby afi = a£p, potom by bylo xv% = aA + ^, což je spor 
s volbou xVi. Tedy i ^ / ť a ^ e J.Vj u A1H U {a0}, což je opět spor z volbou a£íř_ 
Tedy M J_ U{ří}* Tím je hledaná transfinitní posloupnost sestrojena. 

Důkaz tvrzení, že M je faktor, je týž, jako v odstavci I. 

P o z n á m k a . V ělánku [S] bylo dokázáno, že množina {O, l9<x}9 kde a je* 
iracionální ěíslo, je faktorem grupy reálných čísel ve smyslu Hajósově. Toto* 
tvrzení plyne ihned z naší věty, neboť pro iracionální ěíslo e9 nezávislé racio
nálně na <x9 je {a, 1 + e, <x + e} nezávislou množinou v množině reálných čišely 
tedy faktorem. Tvrzení pak plyne z toho, že je-H A faktorem @ a a e ®, je též. 
J. + {a} faktorem @. 
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Резюме 

ОБ ОДНОМ СВОЙСТВЕ СИСТЕМ НЕЗАВИСИМЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
В АБЕЛЕВОЙ ГРУППЕ 

МИЛАН СЕКАНИНА (МП.ап Векапхаа), Врио 

В статье доказывается теорема, что каждая система М независимых 
элементов в абелевой группе @ (см. [1], стр. 123) является множителем ® 
в смысле Хайоша, т. е. существует такое подмножество N с ©, что каждый 
элемент из @ можно однозначно представить в виде суммы а + 6, где. 
аеМ, Ь €N. 

Summary 

ON A CERTAIN PROPERTY OF A SET OF INDEPEOT)ENT 
ELEMENTS OF AN ABELIAN GROUP 

MILAN SEKANTJSTA, Brno 

In the paper there is proved that every set M of independent elements of an. 
abelian group @ (see [1], 123 p.) is a factor of ® in Hajos' sense; this means that 
there exists a subset N of @ such that each element of @ can be expressed just 
in one way as a -f b where a e M and b e N, 
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