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Časopis pro pěstování matematiky, roČ. 85 (1960), Praha 

BEMERKUNG ZU EINER HALBGRUPPE DER ENDOMORPHISMEN 
AUF EINER EINFACH GEORDNETEN MENGE 

BEDfetCH PONDÄLICEK, Podebrady 

(Eingegangen am 3. August 1959) 

Der vorliegende Artikel enthält die folgenden zwei Hauptergebnisse: 
Satz 1 ist eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes über einfach 
archimedisch geordnete Gruppen (1,XIV) auf eine Klasse der Halb-
gruppen; Satz 2 ist eine Anwendung diases Satzes für eine Halbgruppe 
der Endomorphismen auf einer einfach geordneten Menge (vergleiche 
Satz 3, [2]). 

In der Arbeit [2] wurde folgender Satz bewiesen: Auf der Halbgruppe F der 
Endomorphismen auf SD}, welche die Eigenschaft (y) hat, sind folgende Eigen
schaften äquivalent: 

a) F ist stark monozyklisch-, 
b) F ist monozyklisch und genügt der linksseitigen Kürzungsregel) 
c) F ist von links archimedisch geordnet und divergent. (Wir benützen die 

Begriffe und Symbole der angeführten Arbeit.) 
Wir betrachten folgende Eigenschaft der Halbgruppe F: 
d) F ist monozyklisch und kommukaliv. 

Nach Anmerkung 2 der Arbeit [2] folgt, dass d=> a,b, c gilt. Also entsteht 
hier die Frage, ob auch a, b,c=>d gilt. Positive Antwort auf diese Frage gibt 
der Satz 2 dieser Arbeit. Bevor wir zum Beweis dieses Satzes kommen, be
weisen wir Satz 1, welcher eigentlich den bekannten Satz über eine einfach 
archimedisch geordnete Gruppe ([1], XIV) auf eine Klasse der Halbgruppen 
verallgemeinert. 

Unter einer Halbgruppe verstehen wir ein assoziatives Gruppoid. Unter dem 
Einserelemente e des Gruppoides F verstehen wir so ein Element e e F, fiir wel
ches ea = a = ae (für alle a € F) gilt. Es ist offenbar, dass jedes Gruppoid 
höchstens ein Einserelement hat. Wir sagen, dass das Gruppoid der rechts-
(linksseitigen Kürzungsregel genügt, wenn 

ac = bcz>a = b , (ca — cb •=> a• = b) 

gilt, r sei ein Gruppoid, wir definieren die Relation o(F) c F x F folgender-
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massen: (a, 6) € O(.F) gilt dann und nur dann, wenn.ein solches r€ JP existiert, 
dass a = rb oder a = br oder ra = b oder ar = b gilt. 

Unter einem teilweise geordneten Gruppoid verstehen wir so ein Gruppoid, 
welches teilweise geordnet ist und für das a ^ b => ac <^ bc, ca ^ cb gilt. Wir 
sagen, dass die einfach geordnete Halbgruppe (mit einem Einserelement e) von 
rechts (links) archimedisch geordnet ist, wenn für a < 6, c > e, resp. a < 6, 
c < e ein solches n€ N (N bedeutet in der ganzen Arbeit die Menge aller na
türlichen Zahlen) resp. m <= N existiert, dass acn >̂ 6 (cna ^ 6) resp. a ^ 6cw 

(a ^ cw6) gilt. 

Satz 1. r sei eine von links archimedisch geordnete Halbgruppe (mit einem 
Einserelement e) und genüge der rechtsseitigen Kürzungsregel, r habe folgende 
Eigenschaft: 

(R) a, b € r; a,b < e(a, b > e) => (a, 6) e O(F) . 

Dann ist die Halbgruppe F kommutativ und in eine einfach geordnete additive^ 
Gruppe aller reellen Zahlen einbettbar. 

Bevor wir den Beweis dieses Satzes bringen, beweisen wir einige Hüfssätze. 
In den Hilfssätzen 1—-17 setzen wir voraus, dass die Voraussetzungen des 
Satzes 1 erfüllt sind. 

Hüfssatz 1. a < b => ac < bc. 
Beweis, a < b=>ac = bc. Wenn ac = bc ist, dann ist a = 6 (durch die 

rechtsseitige Kürzungsregel) und das ist ein Widerspruch. 

Hilfssatz 2. ac < bc => a < 6 (ca < cb => a < 6). 
Beweis. Nach Voraussetzung ist JT einfach geordnet. Wir setzen voraus, dass 

a > 6 ist, dann ist ac ^ 6c oder ca ^ c6, und das ist ein Widerspruch. 

Hilfssatz 3. ab = e => 6a = e. 
Beweis, (6a)2 = b(ab) a = bea = e(ba) => ba = e. 

Hilfssatz 4. e < ab => e < ba (e > ab => e > 6a). 
Beweis. Wenn e < ab ist, dann ist nach Hilfssatz 1 a < aha, und nach 

Hilfssatz 2 e < 6a. 

Hilfssatz 5. a < b => an < bn (n€ N). 

Beweis. Wir werden die Induktion nach n beweisen. Offenbar gilt Hilfs
satz 5 für n = 1. Wir setzen also voraus, dass Hilfssatz 5 für n gilt, dann ist 
(nach Hilfssatz 1) an < bn => an+1 <£ a6n; a < 6 => ahn < 6n+1, und an+1 < 
< 6n+1. 

Hilfssatz 6. an = bn (n e N) => a = 6. 
Der Beweis ergibt sich aus Hilfssatz 5 und aus der einfachen Anordnung 

der Halbgruppe r. 
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Hilfssatz 7. an < bn (n c N) => a < b. 
Beweis. Wir setzen voraus, dass a J> 6 ist, dann ist nach Hüfssatz 5 an Jg bm, 

was in Widerspruch ist. 

Hilfssatz 8. a6 = e => an6n = a (n € N). 

Der Beweis folgt leicht aus Hilfssatz 3. 

Hilfssatz 9. e<ab=>e < anbn (n € N) 
(e> ab=>e> anbn (n e N)). 

Beweis. Wir beweisen die vollständige Induktion nach n. Offenbar gilt 
Hilfssatz 9 für n == 1. Wir setzen also voraus, dass Hilfssatz 9 für n gilt, dann 
ist e < anbn =>ab <g a

n+1bn+1 =>e < an+1bn+1. 

Hilfssatz 10. an6n = e (n € N) => ab = e. 
Der Beweis folgt aus Hilfssatz 9 und aus der einfachen Anordnung der Halb

gruppe r. 
« * • 

Hilfssatz 11. e < an6n (n € N) => e < ab, 
(e > an6n (ne N)=>e> ab). 

Der Beweis folgt aus den Hilfssätzen 8 und 9 und aus der einfachen Anord
nung der Halbgruppe F. 

Hilfssatz 12. e < a, m <£n (m,n€ N)=>am <[ an. 
Beweis. Wenn m = n ist, dann ist am = an. Wenn m <n ist, dann ist 

n — meN, und dann ist nach Hilfssatz 5 e < an~w, woraus nach Hilfssatz 1 
am < an folgt. 

Hilfssatz 13. e 4= a, an = am (m, n e N) => m « n. 
Der Beweis folgt aus der Gültigkeit der rechtsseitigen Kürzungsregel. 

Hilfssatz 14. ab <Lba=> anbn <£ (a6)n <S (6a)n g 6nan (n e N). 
Beweis. Wir beweisen die Induktion nach n. Offenbar gilt Hilfssatz 14 für 

n = 1. Wir setzen also voraus, dass Hilfssatz 14 für n gilt, dann ist nach Hills« 
satz 5 (a6)n+1 <; (6a)n+1 und an+16n+1 = a(an6n) 6 <£ a(6a)n6 = (a6)n41. Endlich 
ist 

(ba)n+1 = b(ab)n a <£ 6(6nan) a = bn+1an+l. 

Hilfssatz 15. a6 == 6a, hn <I a, gn <i 6 (ne N) => (hg)n <J ab (ab « 6a, hn * ^> 

gn^b(neN)=> (hg)n ;> ab). 
Beweis. Wenn hg <g gh ist, dann ist nach Hilfssatz 14 (hg)n s; gnhn L. ha 

= a&. Wenn gh <£ hg ist, dann ist wieder nach Hilfssatz 14 (hg)n <f hngn - : ab. 

Hüfssatz 16. a6 = 6a, e <g hna, e<ggnb (n e N) => e <£ (hg)71 ab (ab ha, 
e >̂ hna, e^gnb (n€N)=>e^ (hg)n ab). 

Beweis. Wenn gh <̂  hg ist, dann ist nach Hilfssatz 14 gnhn < (hg)n, und 
e<ghna=>gn <g gnhna =>gn <^ (hg)n a=>gnb <I (hg)n ab, daher ist e S (*?)» ab. 
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Hilfssatz 17. ab = ba, e <S hna, ab £gn (ne N) => 6 <: (%)n (ab = 6a, e ^ 
2> Äna, a& 2> on (n e N) => 6 ^ (%)n). 

Beweis. Wenn % ^ r/A ist, dann ist nach Hilfssatz 14 hngn <* (hg)n, und 
e <^ hna => b <^ hnab => b <^ hngn => b <* (hg)n. Wenn grA 5£ % ist, dann ist 
wieder nach Hilfssatz 14 gnhn<L(hg)n, und e <Ana=>gn <^gnhna^>ba <^ 
<^ gnhna => (nach Hilfssatz 2 und der rechtsseitigen Kürzungsregel) b <^ gnhn => 
=>b <; (Ägr)n. 

Der letzte Hilfssatz betrifft reelle Zahlen. 

Hilfssatz 18. oc, ß, y seien reelle Zahlen. Die Gleichung y = oc + ß gilt dann 
und nur dann, wenn xx <^ oc <^ x2, yx <i ß <i y2 => xx + yx < y <^ x2 + y2, 
wobei xx, x2, yx, y2 rationale Zahlen sind. 

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist offensichtlich. Es sei y < 
< oc + ß. Offenbar existiert eine rationale Zahl z so, dass y < z < oc + ß ist, 
woraus z —- ß < oc folgt. Also existiert eine rationale Zahl xx so, dass z — ß < 
< xx < oc ist, woraus yx = z — xx < ß folgt. Nach der Voraussetzung des 
Hilfssatzes 18 ist y < z = xx + yx < y, was in Widerspruch ist. Ebenso 
kommen wir zu einem Widerspruch für oc + ß < y. Also gilt y = oc + /?. 

Beweis des Satzes 1. WennF= {e} ist, dann ist F offenbar kommutativ 
Wählen wir ein beliebiges aber festes Elemeiit / e F, f > e. Wir definieren die 
Abbildung <p der Halbgruppe F auf die Menge aller reellen Zahlen: (p(e) = 0. Sei 
h> e (he F). Nach den Hilfssätzen 5, 6 und 7, können wir die Menge der posi
tiven rationalen Zahlen P und L definieren 

(m, n,r,S€ N; mn™1 e P<=>hn <^ /m, rs"1 e Lohs >̂ fr). 

Aus der einfachen Anordnung der Halbgruppe F folgt, dass L u P die Menge 
aller positiven rationalen Zahlen ist. Ist 

mn~~i 9 rs-i € L n P (m,n,r,seN)} 

dann ist hn == fm und A* = /r, und /nr = hns = /ws, woraus nach Hilfssatz IS 
nr = m8 folgt. Die Menge P und L enthalten also höchstens ein gemeinsames 
Element. Wenn TB-*1 ^ mw1 e P ist (m, n,r,se N), dann ist An <Z fm und m8 ^ 
<* nr, und nach Hilfssätzen 5 und 12 ist AW5 <L fms <i fnr, woraus nach den Hilfs-
sätzen 6 und 7 h8 <Zfr folgt, ist rs"1 e P. Wenn rs~x <^ mn^1 e i ist (m, w, r, 
se N), dann stellt man auf gleiche Weise fest, dass rs^e L ist. Endlich be
weisen wir, dass die Mengen P und L nicht leer sind. Sei h < /, dann existiert 
ein solches r e N", dass hr 2> / ist, und r_1 e L und 1 e P. Sei A = /, dann ist 
1 e P n i . Sei h > /, dann existiert ein solches reN, dass h <^fr ist, dann ist 
r e P und 1 e L. Offenbar bildet das Paar (L, P) Dedekindschnitt auf" der 
Menge aller positiven rationalen Zahlen und bestimmt so eine positive reelle 
Zahl welche wir mit cp(h) bezeichnen. 
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Es sei h < e (AeP). Nach den Hilfssätzen 8, 7. 9 und 10 können wir die 
Menge der negativen rationalen Zahlen P und L definieren (m,n,r,S€ N; 
— mn-1 € Poe ^ hnfm, — rs-1 e Loe ^hsfr). Offenbar ist L u P die Menge 
aller negativen rationalen Zahlen. Ist — mn-1, — rs-1 e L n P (m,n,r,se N), 
dann ist e = Aw/m und e = A*/r, und nach Hilfssatz 8 hnrfmr = e = AW5/mr. 
woraus hnr = Aw* folgt, daher ist nr = m8 (nach Hilfssatz 13). Die Mengen P 
und L enthalten also höchstens ein gemeinsames Element. 

Wenn — rs-1 *z — mn-1 e P ist (m, n,r,S€ N), dann ist e ̂  hnfm und m8 ^ 
^ nr, und nach den Hilfssätzen 8, 9 und 12 ist e ̂  hnsfms ^ Aws/nrj woraus 
nach den Hilfssätzen 10 und 11 e ̂  hsfr folgt, daher ist — rs-^-c P. Wenn 
— rs-1 fg — mn-1 € L ist (m, n,r,S€ N), dann stellt man auf gleiche Weise fest, 
dass — rs-1 € L ist. Es bleibt zu beweisen, dass die Mengen P und L nicht leer 
sind. Offenbar existieren solche m,n€N, dass e 2> hmf und e <£ /nA gilt. Nach 
den Hilfssätzen 3 und 4 ist e ^ hfn, dann ist — m"1 e P und — nc L. Offenbar 
bildet das Paar (L, P) den Dedekindschnitt auf der Menge aller negativen 
rationalen Zahlen, und bestimmt so eine negative reelle Zahl, welche wir wieder 
mit <p(h) bezeichnen. 

2. Wir beweisen die Richtigkeit der Behauptung 

(1) <p(hg) = <p(h) + <p(g) (h,g€P). 

Wenn h = e oder g = e ist, dann ist der Beweis trivial. Wenn e <h,g ist, 
dann ist hn ^ fm, gn :> /*• (m, n,r€N)=> (hg)n 2g / m + r (nach dem Hilfssatz 15), 
was eigentlich bedeutet, dass mn""1 € Lh, n r 1 €Lg=> mn"1 + rn"1 € Lhg. Weiter 
ist hn <£ fm, g*1 <* fr (m, n,r€N)=> (hg)n < fm+r, was bedeutet, dass m r 1 e Ph, 
m-1€Pg=>mn-1 + m - - € P Ä y , Die Richtigkeit der Behauptung (1) folgt aus 
Hilfssatz 18. 

Wenn h < e <g und e < hg ist, dann ist e < hnfm, gn^fr, r — m > 0 
(m, n,r € N) => (hg)n ^ fr~m (nach Hilfssatz 17), was bedeutet, dass — mn'1 e 
€ Lh, m~J € Üg, rn"1 — mn'1 > 0 => rn~x — mn"1 € Lhg gilt. Weiter gilt 
— mn"1 € Ph, rn"1 € PtJ, rnr1 — mn'1 > 0 => rnr1 — mn-1 e Phg. Aus Hilfs
satz 18 folgt die Behauptung (1). 

Wenn g < e < h und e < hg ist, dann existiert so ein n e N, dass e < An#r ist, 
und nach Hilfssatz 4 ist e < ghn, woraus e < hghn folgt. Aus der Behauptung 
<p(hg) + <p(hn) = <p(hghn) = 9?(ft) + <p(ghn) = <p(A) + ^(gr) + <p(hn) folgt d ie B e 
hauptung (1). 

Wenn e = hg ist, dann ist nach Hilfssatz Zhg = gh. Wir können also voraus
setzen, dass e < g ist. Aus der Behauptung g = hg2 folgt, dass <p(g) = <p(h) + 
+ <p(g2) = <p(h) + <p(g) + <p(g), u n d <p(h) + <p(g) = 0 ist . 

Wenn hg < e und e < A ist, dann ist g < e. Offenbar existiert so ein ne N, 
dass e <; hn+1g ist. Aus der Behauptung <p(hn) + <p(hg) = p(An+x) = <p(Aw+1) + 
+ (̂gf) = ^(ftn) + f (h) + <p(g) folgt die Behauptung (1). 
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Wenn hg < e und h < e ist, dann existiert so ein ne N, dass e 5=jj /"% und 
6 < fn ist. Aus der Behauptung <p(fn) + <p(hg) = <p(fnhg) = <p(fnh) + <p(g) = 
= <p(fn) + <p(h) + <p(g) folgt die Behauptung (1). 

3. Jetzt beweisen wir, dass die Abbildung <p umkehrbar eindeutig ist. Ist 
<p(h) = cp(g) (h, g eF), dann ist entweder h = e = g oder e < h}g} oder h,g < e. 
Aus der Eigenschaft (R) folgt, dass (A, g) e n(F) ist. Aus (1) folgt, dass <p(r) = 0 
ist, woraus r = e, also h = g folgt. 

4. Es sei h, geF'. Aus der Behauptung <p(hg) = <p(ft) + (̂gr) = (̂gr) + <p(&) = 
= <p(gh) folgt, dass hg = gh ist. Die Halbgruppe F ist also kommutativ. Wenn 
die Halbgruppe F das Element / > c nicht enthält, beweisen wir Satz 1 analog 
mit Hilfe irgend eines Elementes /' < e. 

Anmerkung. Der Leser stellt fest, dass Satz 1 auch dann gilt, wenn F der 
linksseitigen (statt rechtsseitigen) Kürzungsregel genügt. Somit gilt Satz 1 auch 
dann, wenn wir voraussetzen, dass F von rechts (statt von links) archimedisch 
geordnet ist. Die Kürzungsregel und die Eigenschaft (R) der Halbgruppe 
F sind aber notwendige Voraussetzungen für Satz 1, wie folgende Bespiele 
zeigen: 

Beispiel 1. F sei eine natürlich geordnete Menge der reellen Zahlen. F = 
= (0, co) — (0, 1). Das Multiplizieren in F definieren wir auf folgende Weise: 

xy = x + [y] , x > 0 ; xy = y , x = 0 

für x,y eF, wo [y] das grösste Ganze der reellen Zahl y ist. Offenbar ist 0 das 
Einserelement des Gruppoides F. Also genügt es das assoziative Gesetz nur für 
positive Zahlen zu beglaubigen. Es sei x, y, z ^ 1, dann ist (xy) z = (x + 
+ \y\) z = x + M + M = x + [y + M] = x(y + M) = x(yz). Es sei x ^ y; 
x,y,ze F. Wenn y = 0 ist, dann ist xz = z <£ z = yz. Wenn x = 0, y ^ 1 ist, 
dann ist xz = z <| y + [z] = yz. Wenn x, y ^ 1 ist, dann ist xz = x + [z] ^ 
.§= y + M ==: yz- Wenn z = 0 ist, dann ist xz = x ^ y = zy. Wenn z ^ l ist, 
dann ist zx = z + [x] <Lz + [y] = zy. F ist also eine einfach geordnete Halb
gruppe. 

Es sei x,y,zeF, x < y, z ^ 1, dann ist [z]^l. Offenbar existiert ein ne N, 
dass n X [z] + [x] ^ y ist, dann ist znx = z + (n — 1) X M + [x] = z — 
— [z] + n X [z] + [x] ̂ > n X M + M = y- Fist also archimedisch von links 
geordnet. 

Es sei xz = yz (x, y, ze F). Wenn x = 0, y St 1 ist, dann ist z = xz = yz = 
= y + [z] und y = £ — M < *> das ist jedoch ein Widerspruch. Offenbar ist 
x =-= 0 => y = 0, und daher ist x = y. Wenn #, y ^ 1 ist, dann ist x + [z] = 
=r xz =yz = y + [z], daher ist x = y. Also genügt in F der rechtsseitigen Kür
zungsregel. 

Wir stellen leicht fest, dass F nicht die Eigenschaft (R) hat, und auch nicht 
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kommutativ ist. Zum Beispiel sind die Zahlen 1, § € F nicht vertauschbar und 
in der Relation Q(F) enthalten. 

Beispiel 2. J7 sei eine beliebige Menge mit drei Elementen, r = (a, e, b). Das 
Multiplizieren in r definieren wir mit dem Multiplikationsschema 

a e b 
a a a a 
e a e b 
b b b b 

Die Menge F ordnen wir folgendermassen an: a < e < b. Wir stellen leicht fest, 
dass r eine einfach geordnete Halbgruppe mit dem Einserelement e ist. 

Es sei x < y (x, y e F). Offenbar ist bx = b ^ y, ay = a ^ x, dann ist F von 
links archimedisch geordnet. Die Halbgruppe jPhat auch die Eigenschaft (R). 
Aus den Behauptungen ea = aa, ab 4= ba folgt, dass F der rechtsseitigen. 
Kürzungsregel nicht genügt und das Multiplizieren in F nicht kommutativ ist-

Satz 2. Auf der Halbgruppe F der Endomorphismen auf 50?, welche die Eigen
schaft (Y) hat, sind die Eigenschafen a) bis d) äquivalent. 

Beweis. Offenbar genügt zu beweisen, dass a, b, c => d gilt. Soll also die 
HalbgruppeF die Eigenschaften a) bis c) haben. Fist monozyklisch,,von links 
archimedisch geordnet genügt der rechtsseitigen Kürzungsregel ([2], Hilfs-
satz 1) und erfüllt die Eigenschaft (R) ([2], Definition 2). Also folgt aus Satz 1, 
dass F monozyklisch und kommutativ ist. 

Literaturverzechnis 
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Výtah 

POZNÁMKA O JISTÉ POLOGRUPĚ ENDOMORFISMŮ 
NA JEDNODUŠE USPOŘÁDANÉ MNOŽINĚ 

BEDŘICH PONDĚLÍČEK, Poděbrady 

V článku se zobecňuje na jistou třídu jednoduše uspořádaných pologrup 
velmi známá a důležitá věta o komutativitě jednoduše archimedovsky uspořá
daných grup ([1], XIV). Druhá veta práce je aplikací věty předešlé na jistou 
pologrupu endomorfismů na jednoduše uspořádané množině (srovnej s větou 
3, [2])-
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V Sta 1. Nechf r je zleva archimedovsky jednoduše uspořádaná pologrupa 
(s jednotkovým prvkem e), ve které platí pravidlo o krácení zprava. Nechf F má 
následující vlastnost: 

Jestliže a,be F; a,b < e (a, b > e), potom existuje r e F,takové, ze a = rb 
nebo a = br nebo ra = b nebo ar = b. Potom pologrupa F je komutativní a vnoři-
telná do jednoduše uspořádané aditivní grupy všech reálných čísel. 

Věta 2. Na pologrupě r endomorfismů na jednoduše uspořádané množině 9JÍ, 
která má vlastnost (y), jsou ekvivalentní následující vlastnosti: 

a) r je silné monocyklická; b) F je monocyklická a platí v ní pravidlo o krácení 
zleva; c) F je zleva archimedovsky uspořádaná a divergentní', d) F je monocyklická 
a komutativní. 

Резюме 

З А М Е Ч А Н И Е ОБ О П Р Е Д Е Л Е Н Н О Й П О Л У Г Р У П П Е 
ЭНДОМОРФИЗМОВ НА ПРОСТО У П О Р Я Д О Ч Е Н Н О М 

МНОЖЕСТВЕ 

БЕДРЖИХ ПОНДЕЛИЧЕК (ВесШсЬ Р о п с Ш ё е к ) , Подебрады 

В статье обобщается для определенного класса просто упорядоченных 
полугрупп хорошо известная и важная теорема о коммутативности архи
медовых просто упорядоченных групп ([1], XIV). Вторая теорема работы 
является применением предыдущей теоремы к определенной полугруппе 
эндоморфизмов на просто упорядоченном множестве (сравни с теоремой 
3, [2]). 

Теорема 1. Пусть Г — слева архимедова просто упорлдоченная полу
группа (с единицей е), и пусть в ней имеет место правило о сокращении 
справа. Пусть Г обладает следующим свойством: 

Если а, Ъ е Г; а, Ъ < е {а, Ъ > е), то существует г е Г так, чро а = гЪ 
или а = Ъг или га = Ъ или аг = Ъ. Тогда полугруппа Г лвллетсл коммута
тивной и включительной в просто упорядоченную аддитивную группу 
всех действительных чисел. 

Теорема 2. На полугруппе Г эндоморфизмов на просто упорядоченном 
множестве Ш, которая обладает свойством (у), эквивалентны следующие 
свойства: 

а) Г — сильно моноциклическал; б) Г — моноциклическал, и в ней имеет 
место правило о сокращении слева; в) Г — слева архимедова просто упоря
доченная и дивергентная] г) Г — моноциклическая и коммутативная. 
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